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Teil 1

Thermodynamik






Kapitel 1
Einfiihrung

Alle bisher behandelten Theorien enthalten nicht die Begriffe Warme und Tem-
peratur, diese Begriffe machen nur Sinn bei der Beschreibung makroskopischer
Korper. Die hier behandelte Thermodynamik ist eine makroskopische Theorie
thermischer Eigenschaften, die konsistent, aber nicht fundamental ist. Das Fun-
dament der Theorie bildet die Statistische Mechanik, die die hier behandelte
Thermodynamik mikroskopisch stiitzt.

phénomenologische Thermodynamik
(makroskopisch)

Statistische Mechanik
(mikroskopisch)

Abbildung 1.1: Zusammenhang zwischen Thermodynamik und Statistischer Me-
chanik anschaulich

Ziel Ziel dieses Skriptes ist die Darstellung der Thermodynamik (TD) als abge-
schlossene Theorie, die dann spater von der Statistischen Mechanik (SM)
begriindet und abgeschlossen wird.

BEMERKUNGEN

11



12 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

e Wir wollen uns hier auf die “Gleichgewichts-Thermodynamik” (also ei-
gentlich Thermostatik) beschrinken.

e Prozessabliufe konnen spiter durch sogenannte quasistatische Zustands-
dnderungen beschrieben werden.

e Die Existenz des Gleichgewichtszustandes ist Erfahrungstatsache und wird
spéter als ein Basissatz der Theorie postuliert.

e Es gibt auch metastabile Zusténde, das sind Zustinde, die extrem langsam
relazieren. Zum Beispiel braucht Glas (SiO) rund 1000 Jahre, bis es im
energetisch giinstigsten, kristallinen Zustand ankommt®.

1.1 Theorie, Zustand und Prozess

Kenngroéfien jeder Theorie
(i) Grundgrofen (z.B. Temperatur, Volumen,...)
(ii) Struktur (Postulate, Verkniipfungen)

(iil) Giltigkeitsbereich (Menge der beantworteten Fragen)

Begriffe

Zustand:  Minimale Anzahl an Bestimmungsstiicken, die ein System vollkom-
men beschreiben.
Zustdnde sind Punkte im Zustandsraum.

Prozess:  In den bisherigen Theorien beschreibt der Prozess die Zeitabhingig-
keit eines Zustandes Z(t). In der Thermodynamik gibt es keine Zeit
als Parameter, hier beschreibt ein Prozess eine wohlgeordnete Menge
von Zustidnden.

Zeit existiert formal nicht, da stets unendlich lange gwartet werden
muss, bis das System relaxiert.

Kreisprozess: Ein Prozess, bei dem End- und Anfangszustand gleich sind heifst
Kreisprozess

Z(Anfang) = Z(Ende) .

1Genau genommen wird es nie im energetisch giinstigsten Zustand, dem kristallinen Zu-
stand ankommen, dies ist eine Eigenschaft solcher metastabiler Zustinde.
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1.2 Induktive Einfiihrung der Grundgrofien

Zunichst werden empirische Grundgrofien, wie Temperatur und Warme rein
induktiv betrachtet und ihre Eigenschaften beschrieben. Spéater folgt eine de-
duktive Einfiilhrung dieser Grofsen {iber Postulate und Definitionen.

Temperaturbegriff

e Formelzeichen: §: empirische Temperatur
e Skalar

e Anordnungsaxiom:
Fiir zwei beliebige Temperaturen 64, 5 kann man immer entscheiden, ob
eine der beiden grofer als die andere ist, oder ob beide gleich sind

0s>0p VY 0y<0pYly=0p.

e Transitivitit:
0a >0 N O >0c = 04 >0¢

e Thermisches Gleichgewicht:
Zwei Systeme A und B mit Anfangstemperaturen 6% und 6% haben bei
thermischem Kontakt nach hinreichend langer Zeit eine gemeinsame End-
temperatur
0% = 0aup =0%.

wobei fiir die Endtemperatur gilt: 6% < 64up < 0%.

BEMERKUNG Temperaturmessung: Ein Thermometer misst immer seine eigene
Temperatur, d. h. es muss immer schon im Gleichgewicht sein, also

9Thermometer = 9Umgebung .

Wirmebegriff

e Additivitét:
Fiir zwei Korper mit Wérmeinhalten Q4 und Qp gilt:

Qauvs =0Qa+UsB.
e Fiir den Warmeinhalt Q eines Korpers mit Masse m und Temperatur 6
gilt:
wobei

0
g =q(6) = / (') d8' + qo.

0o
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c(): Spezifische Warme; [c] =

g = 090 c(0") do’
Fiir ¢(0) gilt:
dq

C(G):@>O7

das heifst der Warmeinhalt steigt mit der Temperatur, wie empirisch be-
obachtet.

Bei thermischem Kontakt von Korpern A und B bleibt die gesamte War-
memenge () 4up erhalten

Q4 +Qh = Q4+ Q5.

Jedoch fliefit Warme zwischen den Korpern, sodass im Allgemeinen
Q4 #Q4 und Qp #Qp.

Einheit der Warmemenge

Kalorie 1 cal ist die Warmemenge, die benétigt wird, um unter Normal-
bedingungen 1kg Wasser von 14,5°C auf 15,5°C zu erhitzen

15,5°C

1(32115/ CH20(9/) dG’ .
14,5°C

Bei dissipativen Prozessen? stellt man fest:

Warme=Arbeit .

Das bedeutet Warme ist eine Energieform und kann somit auch in Joule
(J) gemessen werden: 1cal=4,186J.

Arbeit ist komplett in Warme umwandelbar (z.B. durch Reibung), die
Umkehrung gilt aber gerade nicht.

2Prozesse bei denen Arbeit in Wirme umgesetzt wird.



Kapitel 2

Grundlagen und Postulate
der Thermodynamik

Die Thermodynamik ist im Vergleich zu anderen Theorien (KM, QM, ED) wegen
ihrer Universalitdt sehr abstrakt. Es interessiert lediglich die (sehr abstrakte )
Moglichkeit Systeme zu manipulieren.

2.1 Grundlegende Definitionen und Begriffsbestim-
mungen

Wegen der grofien Abstraktheit, die dieser Theorie inne wohnt, ist es fiir die TD
sehr wichtig ihre Begriffe sauber zu definieren.

2.1.1 Systeme und Groéfienarten
System

Alle makroskopischen Gegenstande, iiber die wir thermodynamische Aussagen
treffen wollen, werden wir (thermodynamische) Systeme nennen.

o Wichtigste Eigenschaft von Systemen ist es, dass sie von ihrer Umwelt
abgegrenzt werden kdnnen.

Teilsystem
Ein Teil eines makroskopischen Gegenstands heifit Teilsystem.

15



16 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN & POSTULATE DER TD

Thermodynamische Variablen/ Zustandsgréfien

Die thermodynamischen Messgrofien Ay der Theorie (mit Messwerten a) nen-
nen wir in der Thermodynamik thermodynamische Variablen oder Zustandsgré-

Ben.

Wainde

dufsere Wande: Trennen das System von der Umwelt

innere Winde: Trennen verschiedene Teilsysteme voneinander; durch sie wer-
den Wechselwirkungen der Teilsysteme realisiert.

Homogenes System

Jede TD-Variable hat in allen moglichen, gleichgroffen Teilsystemen eines ho-
mogenen Systems den selben Wert.

Klassifikation der TD-Variablen

extensive Variablen: Sie sind mengenproportional, sind also additiv beim Zu-
sammensetzen von Teilsystemen. Man nennt sie deshalb auch addi-
tive Mengengréfien. Beispiele sind: Volumen V, innere Energie U,
Entropie S.

intensive Variablen: Sie sind nicht mengenabhingig. Man nennt sie auch Qua-
litatsgrofen. Beispiele sind: Temperatur 7', Druck p, Dichte p.

einfaches System

Ein einfaches System sei ein homogenes System aus endlich vielen chemisch
inaktiven Substanzen; Aufiere Effekte und Randeffekte werden vernachléssigt.

Ein Beispiel sind L Gase, die nicht chemisch reagieren in einer Flasche mit
Volumen V. Dieses System ist bestimmt durch

Vv Volumen

N Molzahlen der Komponenten!

IDer spiter eigefiihrte Begriff des Zustandes des Systems ist durch die alleinige Angabe
von V und N; noch nicht vollends bestimmt.
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| we

Wechselwirkung
(durch Wand)

System

Umgebung

Abbildung 2.1: Sytem, Umgebung, Wechselwirkung

2.1.2 Umgebung, Wechselwirkungen, Fliisse und Winde

Die Moglichkeit iiberhaupt Thermodynamik betreiben zu kénnen beruht darauf,
dass wir thermodynamische Systeme manipulieren kénnen. Solche Manipulatio-
nen an TD-Systemen nennen wir Wechselwirkungen mit dem System.

Umgebung

Als Umgebung eines Systems bezeichnen wir die gesamte Welt ohne das be-
trachtete System, bzw. den Teil der Welt, der mit dem System wechselwirkt.

Analyse moglicher Wechselwirkungen

BEISPIEL:

e Es sei moglich dem betrachteten Gefdft (System) Teilchen zu-
zugeben, oder das Volumen des Gefifies zu dndern.

e Es sei nicht moglich Temperatur oder Druck des Systems zu
verdndern.

Fazit: Ezxtensive Griflen lassen sich direkt manipulieren. Siehe
Abbildung 2.2.

BEMERKUNG: Intensive Griflen lassen sich nur indirekt manipulieren. Siehe
Abbildung 2.3
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N N4 N

V+V
v -

Abbildung 2.2: Manipulation extensiver Grofien

T ~<
13
N % T

Warme—— T s

Abbildung 2.3: Manipulation intensiver Grofsen am Beispiel Temperatur

Anderung extensiver Variablen

Fiir die Anderung einer extensiven Variablen A in einen System S gilt die Kon-
tinuitdtsgleichung in allgemeiner Form (siehe Abbildung 2.4 a)

As+1(A)s = A(A)s (2.1)

Ag: zeitliche Anderung der extensiven Variable A im System S.
I(A)s: Fluss von A durch die Oberfliche von S.
A(A)g: Produktion bzw. Vernichtung von A in S.

Wie in Kapitel 1 bereits angesprochen wurde, gibt es in der Thermodynamik
keinen Zeitbegriff im klassischen Sinne. Fiir die Thermodynamik muss die Kon-
tinuitédtsgleichung (2.1) also umformuliert werden. Speziell fiir die Thermody-
namik gilt also die folgende Form der Kontinuitétsgleichung (sieche Abbildung
2.4 D)

[Ady = Z(A)s + Q(A)x | 2.2)
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LA DI R
:: I(A)S' :: Z(A)z
S )
(a) allgemeine Form (b)  thermodynamische
(zeitabhdngig) Form (ohne Zeitabhin-
gigkeit)

Abbildung 2.4: Veranschaulichung der Kontinuitétsgleichung

Anderung der extensiven Variable A innerhalb des Systems X bei
Zustandsdnderung.

Fluss von A durch die Oberfliche von ¥ wihrend der Zustandsin-
derung.

Produktion bzw Vernichtung von A in 3 wéhrend der Zustandsén-
derung.

BEMERKUNG: Ist {iberall Q(A) = 0, so ist A eine globale Erhaltungsgrafe.

Frage Muss AA von Z(A) unterschieden werden, falls Q(A4) = 07

Antwort Ja. Man betrachte sich folgendes Beispiel.

BEISPIEL: Betrachte einen nach oben offenen Wasserbehélter mit einem Zulauf

(Abbildung 2.5)

A sei in diesem Beispiel die Wassermenge, da in dem Behilter kein
Wasser produziert wird, ist Q(A) = 0. Man kann also schreiben:

AA=Z(A) =7+ 2,

Z: Regen/Verdunstung
Za: Zu- bzw. Ablauf

Wichtig fiir die Unterscheidung von AA und Z(A) ist nun die Tatsa-
che, dass man durch geeignete Messungen Z; von Z, unterscheiden
kann, man kann Z(A) also aufteilen.Fiir die Wassermenge A in dem
Behilter geht das natiirlich nicht, AA gibt also nur die gesamte An-
derung der Wassermenge an, sie kann im Gegensatz zu Z(A) nicht
in zwei Anteile zerlegt werden.
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s

Abbildung 2.5: Wasserbehilter mit Fliissen Z; und Z5

Wirme Arbeit

TD-System X

Abbildung 2.6: Wirme und Arbeit als Fliisse eines TD-Systems

= “Man kann dem Wasser im Behélter nicht ansehen, wie es dort
hingelangt ist.”

= Man kann also nicht sagen, man holt durch Verdunstung nur das
Regenwasser wieder aus dem Behilter.

Wirme und Arbeit
Die zu Z;und Zs analogen Fliisse in der Themodynamik sind Warme und Arbeit.
Sie sind keine Systemeigenschaften (siehe Abbildung 2.6).
Die Analogie geht sogar noch weiter:
o Zugefiihrtes Leitungswasser kann vollstdndig verdunsten, also in “negati-
ves Regenwasser” umgesetzt werden.

e Zugefiihrtes Regenwasser kann aber nicht vollstindig in Leitungswasser
umgesetzt werden, da unterhalb von hy kein Wasser abfliefsen kann.
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Hieraus folgt auch eine Analogie zum zweiten Hauptsatz der Thermodynamik:

vollsténdig

=

Arbeit Wirme

nicht vollstindig

Klassifikation der Winde

Winde dienen der Steuerung von Fliissen. Es sind vier Wandtypen zu unter-
scheiden, die fiir spezielle Systeme natiirlich auch kombiniert werden kénnen:

e abgeschlossen
teilchenundurchlissig
= Teilchenzahl N im System X ist erhalten, falls Q(N)s = 0.

e starr
nicht verformbar

=Volumen des Systems bleibt konstant.

e adiabatisch abgeschlossen
warmeundurchldssig

= kein Warmefluss

e dynamisch abgeschlossen

am System wird keine Arbeit verrichtet

2.2 Gleichgewichtszustinde und innere Energie

Ziel dieses Abschnittes ist es die Postulate der Thermodynamik aufzubauen.

2.2.1 Innere Energie

Grundsétzlich gilt natiirlich Energieerhaltung im Gesamtsystem . Die Energie
in einem Teilsystem Y’ kann sich aber dndern (durch Energiefluss).

Die Energie eines Systems heifst deshalb innere Energie U. Fiir sie gilt:

e U ist extensiv
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e U ist erhalten, d.h. sie wird weder erzeugt noch vernichtet (= Q(U) = 0).
Es gilt also:

‘ AUs = Z(U)s = As + Qs ‘ (2.3)
As: Arbeitsfluss, oder kurz: Arbeit
Qx: Wiarmefluss, oder kurz: Warme

das heifst die innere Energie eines Systems kann nur durch Warme- oder
Arbeitsfluss verdndert werden.

2.2.2 Thermodynamisches Gleichgewicht und erstes Pos-
tulat

PosTULAT 1 (Gleichgewichtspostulat)

e Es gibt eine extensive Zustandsgrofe U (innere Energie).

e Es gibt Zustinde eines einfachen Systems, so dass gilt:

- U,V,N; (Il e{l,..., L}) ist ein vollstandiger Satz von Zustandsgro-
fen.

Den durch U, V und N, vollsténdig beschriebenen Zustand nennt man Gleich-
gewichtszustand.

BEMERKUNGEN

o Wesentlich ist, dass durch Postulat 1 nicht nur der Gleigewichtszustand
definiert, sondern vor allem auch seine Ezistenz postuliert wird.

e Der Gleichgewichtszustand wird dadurch definiert, dass alleine {U, V, N;}
einen vollstandigen Satz von Zustandsvariablen bilden.

e Nach Postulat 1 ist ein Gleichgewichtszustand eindeutig durch {U, V, N;}
bestimmt. Alle anderen Zustandsgrofien lassen sich also durch U, V und
N; ausdriicken (z.B. p = p(U,V, N)).

Aus der Betrachtung von Wérme- und Arbeitsfluss folgt der erste Hauptsatz
der Thermodynamik.
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1. Hauptsatz der Thermodynamik

Wirme ist, wie Arbeit, eine Energieform.

AU = AA+AQ

(2.4)
dU = §A+46Q
AU: Anderung der inneren Energie
AA: Arbeitsfluss
AQ: Wirmefluss
dU: totales Differential

0A, 5Q:  keine totalen Differentiale

BEMERGUNGEN

e Fiir isolierte Systeme ist dU = 0.
e Fiir abgeschlossene Systeme ist dU = §A + 0Q).
e Fiir adiabatisch abgeschlossene Systeme ist dU = J A.

e Fiir offene Systeme ist dU = 0A + 6Q.
wobei hier 64 = dAr + d Ac nochmals in mechanische (§Ar) und chemi-
sche Arbeit (0A¢) aufgeteilt werden kann.

e Vorzeichenkonvention (siehe auch Abbildung 2.7):

— Dem System zugefihrte Warme bzw. Arbeit ist positiv.

— Vom System geleistete Arbeit bzw. abgefiihrte Warme ist negativ.

2.2.3 Grundproblem der Thermodynamik und Entropie-
postulate

Grundproblem der TD

In der Thermodynamik beschiftigt man sich mit der Manipulation von Syste-
men bzw. Zustinden.

Manipulation
Anfangszustand = Endzustand

Frage Wie verteilen sich die Zustandsgrofen von Teilsystemen nach der Mani-
pulation (von Winden)?
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wéirmc

AQ >0

EQ <0

Arbeit

AA £>
@< 0

System X

Abbildung 2.7: Vorzeichenkonvention

Antwort Zur Losung brauchen wir eine Funktion von {U, V, N;}, die uns sagt,
welche {U, V, N;} einen Gleichgewichtszustand des Systems beschreiben
(Entropie).

PosturAaT 2 (Entropiebegriff)

Fiir jeden Gleichgewichtszustand existiert eine weitere Zustandsvariable S, die
Entropie, fiir die gilt:

(1) S ist eine additive extensive Zustandsgrifle.

Als Funktion eines vollstindigen Satzes von extensiven Systemvariablen (z.B.
U, V, N;) gilt fiir die Entropie weiter:

(i) S ist differenzierbar.

(iii) S wéchst monoton in U.

Postulat 2 fiihrt die Entropie S auf die selbe Art ein, wie Postulat 1 die innere
Energie U eingefiihrt hat.

Das gesuchte Verhalten von S im Gleichgewichtszustand ist gegeben durch Pos-
tulat 3.
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PosTULAT 3 (Maximalprinzip der Entropie)

Bei gegebenen Winden ist der Gleichgewichtszustand eines isolierten Systems
von allen mit den Wanden vertréglichen Zustanden derjenige, fiir den die Entro-
pie mazimal wird.

Postulat 3 beantwortet das oben gestellte Grundproblem der TD.

BEMERKUNG: Nach Postulat 3 kann es auch mehrere Gleichgewichtszusténde
fiir ein System geben; bleibt z.B. S wihrend einer Manipulation
konstant, so ist ein Prozess (=Manipulation) umkehrbar.

Fundamentalgleichung (=Thermodynamisches Potential)

Durch die Fundamentalgleichung wird ein TD-System vollstindig beschrieben.
Es gibt aber im Allgemeinen mehrere Fundamentalgleichungen, die das selbe
System beschreiben (siehe spéter, Kapitel : TD-Potentiale).

Wir sehen sofort ein, dass
S=S{U.V.Ni}) (25)

eine solche Fundamentalgleichung ist. Wegen Postulat 2 (iii) kann man S nach
U auflésen,
U=U{S,V,Ni}) (2.6)

ist also auch eine solche Fundamentalgleichung.

BEMERKUNGEN:

e Gleichung 2.5 ist die Fundamentalgleichung in Entropiedarstellung.

e Gleichung 2.6 ist die Fundamentalgleichung in Energiedarstellung.

e Es gibt in der Thermodynamik keine Information iiber ein System, die
nicht aus einer Fundamentalgleichung folgt (daher spédter der Name “Po-
tential”).

Folgerungen aus den Entropie-Postulaten

(i) In isolierten Systemen wichst die Entropie, oder bleibt gleich.

Argumentation:

e Durch Manipulation von inneren Wénden (z.B.: eine innere Wand
wird wiarmedurchlissig) kann auch einem isolierten System ein zu-
satzlicher Freiheitsgrad verschafft werden (Im Beispiel: U = U; + Us;
wobei U; oder Us unter oben genannter Nebenbedingung frei wahlbar
sind.).
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e Das bedeutet die Entropie des Gesamtsystems hat ein zusdtzliches
Argument hinzubekommen, das variiert werden kann (S({U,V, N;}) —
S({Ur, Uz, V, Ni})).

e Es kann also sein, dass die Entropie im neu gewonnenen Variations-
gebiet ein weiteres, hoher liegendes Mazimum besitzt, das dann dem
neuen Gleichgewichtszustand entspricht. Das heifit Entropie wurde
im isolierten System erzeugt.

e Entropie ist also keine Erhaltungsgrife (im Gegensatz zu U).

(ii) Die Entropie eines homogenen Systems ist eine homogene Funktion vom Grad 1.

Argumentation:

)y sei ein durch {U,V, N;} beschriebenes homogenes System mit
Entropie S({U,V, N;}).

DIV seien zwei Teilsysteme von X mit Volumina A-V und (1-)\)-V;

(X €]0;1]); sieche Abbildung 2.8(a).

In homogenen Systemen sind extensive Variablen proportional zum Volu-
men des jeweiligen Teilsystems. Deshalb gilt:

U'=x-U U’ =(1-\)-U

N =X N, N/ =(1=))-N,

Und fiir die Entropie des Teilsystems Y’ folgt entsprechend:
S = SH{U',V',N/})
= S{AU,AV,AN;}). (2.7)

Teilt man das System nun nicht in zwei sondern in % Teilsysteme mit
Volumina A - V, so &ndert sich nichts am Gesamtvolumen (V = % S
V); siehe Abbildung 2.8(b). Da die Entropie eine extensive Variable (also
additiv) ist, folgt fiir die Entropie jedes einzelnen Teilsystem X'

S = XS (2.8)
Und aus (2.7) und (2.8) folgt sofort:
SHAU, AV, ANi}) = A~ S{U, V. Ni}) (2.9)

was gerade die Definitionsgleichung einer homogenen Funktion vom Grad
1 darstellt.

BEMERKUNGEN:
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5V
I,V /7
/
E; ZU
AVIAVINVIVVAY
-
Vvi=a.v |V'=(1-XV 1 Stiick

(a) (b)

Abbildung 2.8: Homogenes System mit Teilsystemen

e Die Betrachtung fiir U({S,V, N;}) fiihrt auf das analoge Ergebnis:
U(AS AV, AN = A - U({S,V, i) (2.10)

e Fiir eine homogene Funktion f vom Grad « gilt die Euler-Relation:

iaf_-xi:a-f. (2.11)
i=1 "

ox

Das im folgenden formulierte Postulat 4 ist Grundlage des 3. Hauptsatzes der TD
(Nernst’sches Theorem) iiber die Erreichbarkeit des absoluten Nullpunktes bzw.
das Entropieverhalten bei tiefen Temperaturen, das wichtig fiir die Festlegung
eines Entropiereferenzpunktes ist.

PoOSTULAT 4 (NERNST’SCHES THEOREM)

Die Entropie eines jeden thermodynamischen Systems verschwindet in allen Zu-
stdnden, fiir die gilt:

oUu
TS, VN =0,
oder kurz: oU

BEMERKUNG: Die Postulate 1 bis 4 bilden ein vollstindiges System von Basis-
sitzen der Gleichgewichts-Thermodynamik. Alles weitere (z.B. die
Hauptsitze) konnen aus ihnen hergeleitet werden.

Wie bereits angesprochen ist der dritte Hauptsatz der Thermodynamik eine Fol-
gerung aus Postulat 4, in der Literatur wird deshalb auch oft die hier als Postulat
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S(T)
%

)

Abbildung 2.9: Unerreichbarkeit des absoluten Temperatur-Nullpunktes (3. HS
der TD)

4 bezeichnete Aussage als 3. Hauptsatz (in der Formulierung von Planck) be-
zeichnet. In diesem Skript wollen wir aber die folgende Folgerung, die Unerreich-
barkeit des absoluten Nullpunktes als dritten Hauptsatz der Thermodynamik
bezeichnen.

3. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK

Der absolute Nullpunkt, 7 = 2% = 0 ist (in endlich vielen Schritten) nicht
erreichbar.

Zur Anschauung des dritten Hauptsatzes sei noch auf die Abbildung 2.9 verwie-
sen. Nach Postulat 4 haben alle Systeme den Punkt (7, S) = (0,0) gemeinsam,
nimmt man sich nun also zwei belibige Systeme ¥; und Y5 heraus, so kommen
sich die Entropien der Systeme fiir " — 0 beliebig nahe, was es somit unmaog-
lich macht den absoluten Nullpunkt durch endlich viele Schritte von isothermen
und isentropen Zustandsidnderungen zu erreichen. Fiir unendlich viele Schrit-
te briuchte man allerdings auch unendliche Zeit, und die hat man bekanntlich
nicht?, und der absolute Temperatur-Nullpunkt bleibt also unerreichbar.

2Das gilt allgemein, auch ohne auf die auch allgemeingiiltige Regel
Zeit = Geld

einzugehen.



Kapitel 3

Verarbeitung der Postulate

Die Postulate 1 bis 4 enthalten die gesamte Thermodynamik, ohne die Begriffe
Druck, Temperatur, oder dhnliche zu verwenden.

Frage Wo stecken diese Grofen, bzw. wie werden sie aus den Postulaten her-
geleitet?

3.1 Formale Ableitungen und Definitionen

Ausgangspunkt zur Beantwortung obiger Frage und damit zur Definition der
Begriffe Temperatur, Druck und chemisches Potential, sind die totalen Differen-
tiale von Energie und Entropie dU und dS. Diese Differentiale sind total, da S
und U Zustandsgrofien sind, und damit

%dU:de:O

gilt. Die Differentiale sind also:

dS a8 L 5s
s = Z2qu+ Z2av 22 4N,
v T oy +l;aNl !
(3.1)
U U L ou
AU = %ds+de+l§:1 6—Nlle

Durch die folgenden Definitionen wird den auftretenden partiellen Ableitungen
eine Bedeutung gegeben.

29
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/ Fundamentalgleichung \

Entropie Energie
S{U,V,Ni}) U({S,V,N;})

/

Definition von Begriffen

e Temperatur T'
e Druck p

e chemisches Potential

Abbildung 3.1: Uberblick: Definition von Temperatur, Druck und chemischem
Potential

DEFINITION (Temperatur, Druck, chemisches Potential)

e Temperatur:

oUu dU
e Druck: ou U
7 = (7)., =5 v >

e chemisches Potential:

U _ (U

ON; dN; SV, Ni
£

BEMERKUNG Die partiellen Ableitungen in dS ergeben sich aus den obigen
Definitionen zu:

95 Dies folgt direkt aus (3.2):

o (L) L [
ou ~\dU )y, (), | TOV.N)
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v Betrachte dazu ein isoliertes System:
0=dU = a—dS+—dV+Z—dN
- T as aN; \,5
ou ou
0 = —dS ——=dV
25" T av
g_U
— 1%
s = —@dV
BE]
L 08 _ (ﬁ) __ov _|pUV.NY
oV vV )un, g—g T(U,V,N))
5‘?—]@: Betrachte hierzu ein isoliertes, starres System:
0=dU = a—dS—&-— dv +
B 0S8 ov v
ou
0 = S + Z N
Jj=1
L 0
s = =3 %N,
j=1 @
S _ aw | mUV,N)
ON. 9T | T(U,V,N)
Somit erhdlt man also insgesamt die Differentiale:
1 P "
s = =d =dV — —dN
S FdU + ZdV ; 7N

(3.5)
L

dU = TdS—pdV+»_ udN,
=1

und die Thermischen Zustandsgleichungen:

T(S7‘/7Nl) T(Ua Va Nl)

p(S,V, Ni) p(U,V,Ny)

Nl(S7V7Nl) Ml(UJ VJNl)
—_—— —_——

aus Entropiedarstellung aus Energiedarstellung
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BEMERKUNG: Durch Umformung bzw. Auflésen ist es auch moglich, dass die
Variablen in anderen Kombinationen vorliegen, beispielsweise in der
Idealen Gasgleichung: p = W

3.2 Eigenschaften von 7', p und

3.2.1 Ableitungen und Intensititsgrofien

Aus den Postulaten 1 und 2 folgt, dass sowohl U, alsauch S homogene Funktio-
nen vom Grade Eins sind. (Siehe Argumentation fiir S im letzten Kapitel.)

BEMERKUNG: Homogene Funktionen vom Grade Eins verkniipfen nur extensive
Variablen miteinander.

konjugierte Variablen

Sei X; eine allgemeine, extensive Zustandsgrofse.

Dann heifst
oU

~ 09X,

Y : (3.6)

die zu X; (energetisch) konjugierte Variable. Beispiele sind: —p zu V, T zu S,
My Zu Nl.

Die zu extensiven Variablen (energetisch) konjugierten Gréfen Y; sind intensiv,

denn sie sind homogene Funktionen vom Grade Null:
_0U(\X)
Yi(AXy) = 0K,
A OU(Xy)
A O(Xi)
= Yi(Xy).

Das heifst T', p und p; sind intensiv.

3.2.2 Gleichgewicht im isolierten System

In diesem Unterabschnitt soll es nun um Lédsungsverfahren des Grundproblems
der Thermodynamik gehen.
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P Xy

Wirmeschalter
(starre, abgeschlossene Wand
mit ein-/ausschaltbarer adiabatischer Hemmung)

Abbildung 3.2: Temperaturausgleich

BEIsPIEL: Temperaturausgleich zweier Systeme in thermischem Kontakt (siehe
Abbildung 3.2)

Es gilt:
Nj =const. = N* = N}°
Vi=const. = V» = Vy&e

N, ; @, Vhe: Anfangswerte fiir Teilchenzahl der I-ten Komponente in
¥; und Volumen von %; (i € {1,2}).

Nli ¢, Vie: Endwerte fiir Teilchenzahl der [-ten Komponente in 3;
und Volumen von ¥; (i € {1,2}).

Da aber Wiarmeaustausch moglich ist, gilt fiir die Inneren Energien
der Systeme:

U'+U?=U=const. = UYW4U**=U=UY+4+U>°.

Gesucht sind nun die inneren Energien U'¢ und U%* der Endsyste-
me.

(i) intuitives Vorgehen (Einsetzen der Nebenbedingungen)
U2,e = U-— Ul,e
Betrachte nun die Entropie im Endsystem:
SUH) = SHU, VI, NSO + AU - UL, VA NP,

Nach Postulat 3 ist die Entropie im Gleichgewichtszustand ma-
ximal, es folgt also (mit Kettenregel):

0= s _ oSt n 05?
dUl,e aUl,e aUl,e
98t 982
T aUVe  au2e
1 1

Tl(lee,Vlve,Nll’e) - T2(U _ Ulve,V2ve,N12’e)
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= | ThUNE, VI NS =TU - UM, V2 NPE) | (3.7)

Durch Auflésen von Gleichung (3.7) erhélt man U und damit
auch U?¢.

BEMERKUNGEN:
e T zeigt bei thermischem Kontakt das selbe Verhalten wie
die empirische Temperatur 6.
e Falls weitere Variabeln, wie z. B. V variieren, so muss der

Gradient von S verschwinden.

(ii) methodisches Vorgehen (Lagrange-Formalismus)

Betrachte

S(U, U, N) := S(US,U>) = AU
U = Ul,e + U2,e
A Lagrange-Multiplikator

Maximiere nun S ohne weitere Nebenbedingung:

0=dS = d(S—\U)
= d(S* = \U®) +d(S% - \U?**)

081! le 052 2e
(W—)\>dU w4 (8[]216 _)\) dU=

1 l,e 1 2e
(E_)\)dU —i-(ﬁ—)\)dU

Da dU"° nicht identisch gleich dU?*¢ ist miissen beide Klam-
mern in der letzten Zeile verschwinden, um obige Gleichung zu
erfiillen (i € {1,2}).

1
— — )\ | =0 — =)\
= (T’L,e ) A TZ78

. 58

Aus (3.8) folgt auRerdem, dass U = U2 sein muss.

Das unter (2) angewendete Verfahren wird nun verallgemeinert:

Abbau innerer Hemmungen mit Lagrange-Formalismus (allgemein)

Die jetzige Situation wird durch Abbildung beschrieben.
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3 2

beliebige Wand

Abbildung 3.3: Isoliertes System mit zwei Teilsystemen, die durch eine beliebige
Wand getrennt sind

Durch die beliebige Wand koénnen nun beliebige (alle) inneren Hemmungen ab-
gebaut werden. Es gilt wieder:

S =SHUYe, Vhe N+ S2 (U, Ve NP

Im folgenden werden nur noch Endzustinde, d.h. Gleichgewichtszustinde nach
der Aufhebung einer oder mehrerer Hemmungen betrachtet, es wird also der
Einfachheit halber der Index e fiir “Endzustand” weggelassen.

S =SY U VI, N+ S*(U?, V2, N?)
Aufgabe Maximiere S = S* + S? unter den Nebenbedingungen:
Xj+X;=X;=const. (je{l,...,L+2})
{X;}={U.V,Ny,...,N;}
Losung mittels Lagrange-Formalismus

Sei \; der Lagrange-Multiplikator fiir die j-te Nebenbedingung, dann gilt:

L+2
dlS=> NX;
j=1

L+2 L+2
= d(S' =D NX | +d |- NXT
j=1 j=1

L+2
08! 052

o
|

- >

J=1
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Wie in obigem Beispiel folgt also (j € 1,...,L+2)

oS!t 52

ox] ~ M 0%

In den bekannten Variablen heifit das also:

™ = T1°
pto= p
o= ui

fiir den Gleichgewichtszustand (Endzustand), falls alle Hemmungen beseitigt
wurden. Das heifit in einem hemmungsfreien System hat jedes Teilsystem den
gleichen Satz von intensiven Variablen.

Der folgende Satz fasst die hier hergeleiteten Zusammenhinge zusammen und
verallgemeinert sie auf beliebig viele Teilsysteme.

Gleichgewichtssatz

Jede Aufhebung einer inneren Hemmung des Systems macht eine eztensive Gro-
e X der n Teilsysteme ¥; unter der Nebenbedingung

n
ZXJZ: = X; = const.
i=1

variabel.
Als Folge stellt sich im Gleichgewichtszustand (Endzustand) die zu X (entro-
pisch) konjugierte, intensive Grofe Zi = 22 gemiif

o8t 9sr 98"

X "o T oxg

so ein, dass sie in allen Teilsystemen den gleichen Wert annimmt.

BEMERKUNG: In obiger Herleitung ist der Einfachheit halber n = 2 gesetzt.

Aus dem Gleichgewichtssatz folgt sofort die folgende Aussage.

Ein einfaches System kann mit sich selbst nicht im Gleichgewicht sein, falls eine
oder mehrere intensive Grofsen ortsabhéngig sind.
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3.2.3 Richtung des Ablaufs des Temperaturausgleichs

Die anfinglichen Betrachtungen der empirischen Temperatur 6 zeigen fiir das
Verhalten zweier Systeme in thermischem Kontakt:

e Endtemperatur liegt zwischen Anfangstemperaturen der beiden Korper.

e Der heiflere Korper wird be Kontakt kilter, der kiltere wird heifer.

Beide Aussagen sind Folgerungen aus
0% < 0aup < 0% .

Um T nun weiterhin als Temperatur bezeichnen zu konnen, wire es sinnvoll
neben dem Ausgleich bei thermischem Kontakt (den haben wir schon gezeigt)
auch die oben genannten Eigenschaften der empirischen Temperatur auch auf
T zu iibertragen.

Zunichst zeigen wir also (Rest folgt spater):

Bei thermischem Kontakt fliefst Warme vom heifseren zum kélteren Korper.

BEWEIS: Betrachte abermals ein System mit zwei Teilsystemen und Tempera-
turen 77 und T5 (siehe Abbildung 3.2). Sei ferner 0.B.d.A. T} > T5.

Die Wand (“Warmeschalter”) wird von isolierend nach wirmedurch-
lassig umgeschaltet, das entspricht der Herstellung eines thermischen
Kontaktes zwischen ¥; und X5.

Vor dem Umschalten (im Anfangszustand) gilt:
S =57+ 55.
Analog zur Vorgehensweise im vorigen Unterabschnitt folgt!:
s 0S¢ n 055
dug — oUug - ouy
1 1

= <Y

as*® ds
=— 0 .
= U7 = dUy e < (3.9)

Da S(U;) im Anfangspunkt negative Steigung hat (3.9) und die
Entropie des Gesamtsystems nur zunehmen kann (Postulat 2) und

1dSe . . . . . w  dS
e ist hier eine Kurzschreibweise fiir vy la
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negative Steigung
wegen 25 < 0
SCIL 7

Abbildung 3.4: Skizzierter Verlauf der Gesamtentropie in Abhéngigkeit von der
inneren Energie in System 1

desweiteren im Endzustand ein Maximum besitzt (5S¢ > S%; Postu-
lat 3), ist der Verlauf von S auf den in Abbildung 3.4 skizzierten
festgelegt, muss also Uy < Uy gelten. Fiir den Energiefluss wahrend
der Zustandsénderung gilt also:

AU, = Uf-Ul<0 (3.10)
AU, = US—-U§

= (U-Up)-U-U7)

= U-U;y>0 (3.11)

Das bedeutet es ist Energie von ¥; nach 35 geflossen, da die Wand
aber nur durchlissig fiir Warme ist, muss Warme von ¥; nach X,
geflossen sein (AQ; = AU; < 0; AQ2 = AU > 0).

qed

In Verallgemeinerung der oben bewiesenen Aussage gilt:

Ausgleichsprozesse

TEMPERATURAUSGLEICH: Wirme flieft vom heifsen zum kélteren System.

ISOTHERMER AUSGLEICH VON DRUCKUNTERSCHIEDEN: Volumen des Teilsys-
tems mit hoherem Druck wird auf Kosten des Volumens des anderen
Teilsystems vergrofsert.

ISOTHERMER AUSGLEICH VON UNTERSCHIEDEN IM CHEMISCHEN POTENTIAL:
Materie fliefit vom Teilsystem mit héherem chemischen Potential
zum Teilsystem mit niedrigerem chemischem Potential.
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3.3 Konsequenzen aus der Homogenitat
In Unterabschnitt 2.2.3 auf Seite 26 wurde die Homogenitdt vom Grade Eins

von S und U fiir homogene Systeme gezeigt. Zusammen mit der Euler-Relation
(2.11) folgt aus der Homogenitit dann also fiir die eztensiven Grifien:

L
U = T'S_p'V+ZNl'Nl
=1
(3.12)

HI“G
HI’;

1
T

vopE

Des weiteren wurde in Unterabschnitt 3.2.1 gezeigt, dass T', p und p; homogene
Funktionen vom Grade Null sind. Damit folgt also fiir die intensiven Grifien
aus der Euler-Relation:

oT
0 = o= U+— V+Z(9Nl N,
0o = & U+— V+Z N,
oU N,
Oy 3#; 5#;
0 = o5 V+Z
(3.13)
oT oT
0 = -5 S+-5 V+Za—Nl N,
_Op dp dp
0 = o S+ V+Zam N,
_ 9 g 3/@ 8.“3
0 = -3 V+Z

Diese Zusammenhinge werden nun zur Herleitung weiterer Relationen verwen-
det.
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3.3.1 Gibbs-Duhem-Relationen
Energiedarstellung

Aus U =U(S,V, N;) folgt:

L
dU =TdS —pdV + Y mdNi, (3.14)
=1

undaus U =T -5 —p-V+ Zlel w - N; (Euler-Relation) folgt:

L L
dU =TdS+SdT —pdV —Vdp+ > pjdN;+ > Nypdpy . (3.15)
j=1 k=1
Vergleicht man (3.14) mit (3.15), so folgt die Gibbs-Duhem-Relation in Ener-
giedarstellung:

L
0=SdT —Vdp+ > Nydu|. (3.16)
=1

Entropiedarstellung

Analog zu obiger Vorgehensweise folgt aus S = S(U,V, N;):
L
s = —ds+2av -5 Ban, (3.17)
undaus S=4 U+ 2.V — Zle &t - Ni (Euler-Relation) folgt:
1 1\, p P\ = Hy - Kk
dS = Z dU+U d (T)‘? dV+Vd (T) —; o de—I; Ny d (?) . (3.18)

Vergleicht man (3.17) mit (3.18), so folgt die Gibbs-Duhem-Relation in Entro-
piedarstellung:

0=vd(=)+va(L)- LNd il (3.19)
(T)+ (T) ; ! (T) '

BEMERKUNGEN:

e Die Gibbs-Duhem-Relationen (3.16) und (3.19) sind unabhdingig vom ver-
wendeten Potential, andere Potentiale liefern die selben Relationen, dazu
aber spiter mehr (siehe Abschnitt 6.2.1).
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e (3.16) und (3.19) verkniipfen intensive und extensive Grofen miteinan-
der, sie zeigen auflerdem, dass die intensiven Gréfien eines Systems nicht
unabhéngig voneinander sind.

e Die Fundamentalgleichung

L+2
U=>yY.-X,
i=1

folgt mit der Euler-Relation (2.11) direkt aus der Homogenitét von U.

Sind alle L + 2 Zustandsgleichungen
Y= Yi({Xioo Xuga}) i€ {l....L+2}}

bekannt, so bleiben in der Fundamentalgleichung keine Freiheiten
mehr.

Sind nur L + 1 Zustandsgleichungen bekannt
Vi =Ye({X1,... . Xp42})  ke{l,....L+1}}

bekannt, so kann man die fehlende Zustandsgleichung durch Integra-
tion der Gibbs-Duhem-Relation bis auf eine Konstante bestimmen.
Das heifit auch die Fundamentalgleichung ist dann bis auf eine Kon-
stante bekannt. Diese Konstante ist aber physikalisch nicht weiter
relevant, da alle messbaren Grofen als Ableitungen des Potentials
vorliegen. Siehe hierzu auch das folgende Beispiel.

AcCHTUNG: Ist die Fundamentalgleichung U = U (S, V, N;) nicht homogen vom

BEISPIEL:

Grade Eins?, so ist man zur Berechnung von U (S, V, N;) aus den L+2
Zustandsgleichungen Y; = Y;({X1,..., Xr42}) G € {1,..., L+ 2}})
auf die Integration von

L+2
dU = Z Y; dX;
1=1

angewiesen, da in diesem Falle die Euler-Relation (2.11) nicht an-
wendbar ist. Wegen der Integration lisst sich auch hier U nur bis
auf eine Konstante bestimmen.

Betrachte einkomponentiges System (L = 1).
Seien §:= %, vi= %

T'(s,v) und p(s,v) bekannt.

?Das ist hochstens fiir inhomogene Systeme der Fall.
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Zuberechnen ist also pu.
Aus der Gibbs-Duhem-Relation (3.16) folgt:

dp = —sdI'+vdp
dp or Op oT
(v %(s,v) —s E(s,v)) ds + (v %(s,v) —s %(s,v)) dv

Da dies ein totales Differential ist héngt der Wert des Integrals le-
diglich von Anfangspunkt (sg,vp) und Endpunkt (s,v) ab:

(s,v)
p(s,v;s0,v0) = /( dp = p(s,v) — p(so,vo)

50,00)

B S/ Op oT
= /SU <v %(s,v) —sg(s,v)) ds
v/ Op oT
—i—/vo (U%(s,v)—s%(s,vo dv

Das heifit man erhélt p(s,v) bis auf eine zusédtzlichen Integrations-
konstante 1(so, vo)-

3.3.2 Variablensubstitution

Problem: U(S,V,N) und S(U,V, N) hingen von schwierig bzw. nur indirekt
messbaren Grofsen ab, die zusétzlich noch schwer zu kontrollieren und
regulieren sind. Besser wire beispielsweise eine Abhangigkeit von T, p,
usw..

Ein naiver Lésungsversuch des Problems wire:

o T = 9Y nach S auflssen, um S = f(7T,V, N;) zu erhalten.

= a5
e S = f(T,V,N;) in U(S,V, N;) einsetzen um T-Abhéngigkeit zu er-
reichen.

U = (b(sa‘/aNl)
¢ (f(T,V,N),V,I\Ny)

&(T,V,Ny)

Die S-Abhéangigkeit wurde also erfolgreich durch eine T-Abhéngigkeit er-
setzt.

ABER: U soll weiterhin Fundamentalgleichung bleiben, das heifst aus ihr soll
alles ableitbar sein. Insbesondere muss dann aber auch wieder U (S, V, N;)
eindeutig aus U = ¢(T,V, Ny)folgen. U(S,V, N;)folgt aber aus der Diffe-

rentialgleichung
~ (0U
U = —,V, N,
(b (887 ) l)
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Das heifit aber es gibt eine Freiheit in U(S, V, N;), die Losung ist also nicht
eindeutig.

Bei einfacher Substitution der Variablen geht also die Fundamentalitit
verloren.

Ausweg: Kostruktion neuer Potentiale mit gewiinschten Abhingigkeiten mit-
tels Legendre- Transformation (siehe Kapitel 6)
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Kapitel 4

Thermodynamischer
Zustandsraum und
thermodynamische Prozesse

Wir wollen zunichst eine geometrische Deutung der Theorie vornehmen. Dann
soll untersucht werden, wie wir Prozesse in der TD modellieren konnen.

4.1 Thermodynamischer Zustandsraum

4.1.1 Definition und Eigenschaften
Thermodynamische Konfiguration

M einfache homogene Systeme ¥,,, bilden ein zusammengesetztes System 3.

|\]

Abbildung 4.1: Zusammengesetztes System
Als thermodynamische Konfiguration bezeichnet man das Wertetupel der exten-

siven Variablen, die ein zusammengesetzes System (siche Abbildung 4.1) voll-
kommen beschreiben:

45
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(v, Nu.ooM VM NM = (ot oM vy M NN L NN

Nt NM
51 Im

Nimmt man an, dass in jedem der Teilsysteme die gleichen Teilchensorten vor-
liegen, und der Index [ € {1,...,L} in jedem Teilsystem fiir die gleiche Teil-
chensorte steht, so kann man kiirzer schreiben:

(o, . oM vt . vM NN L NMO O NMY
wobei bei geeigneter Wahl des Energienullpunktes

un>0,Vm>0,N">0
gilt.

Punkt im Konfigurations- / Zustandsraum X

Schreibweise: Zustand / Konfiguration

Ein Punkt X im Konfigurationsraum ist gegeben durch das D-Tupel

X = {Xl,...,XD} € X,

wobei sich die Dimension D des Konfigurationsraumes ergibt zu:
D=M-(L+2).

Dieser Raum ist topologisierbar (Abstand usw.), besitzt aber keine euklidischen

Winkeleigenschaften.

Entropie

S(X) ist eine Funktion auf X, d.h. sie bildet eine Hyperfliche im (D + 1)-
dimensionalen Raum Y. Es gilt wegen Postulat 2:

(i) additiv:

(ii) differenzierbar nach allen X

(iii) wichst monoton in allen U™:

08 0 & 0
_ m — m m >
aum™ — U™ (mZ:15 (X)) = g 9" (&XT) 20
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4.1.2 Geometrische Deutung von Ausgleichsprozessen

Wir wissen, dass sich ein System bei einem Ausgleichsprozess so einstellt, dass S
maximal wird (siehe Postulat 3), wir wollen diesen Sachverhalt nun geometrisch
deuten. Wir betrachten also ein System, wie es in Abbildung 4.1 dargestellt ist.

>~ sei isoliert, d.h.:

M
Z X" =X, =const. >0 (4.1)
m=1

wobei i € {1,...,L + 2}.

Durch die Bedingung (4.1) wird ein sogenannter “zuginglicher Bereich” X C X
aus dem Gesamtraum herausgeschnitten.

dimXo =D — (L+2)=M(L+2)— (L+2)=(M—1)(L+2)

X ist Hyperebene in X und kannn durch zusdtzliche Bedingungen noch weiter
auf Xz C X¢ C X eingeschrinkt werden.

Auf X¢o (bzw. X ) spielt sich die gesamte Thermodynamik des isolierten Sys-
tems 3 ab, denn wegen (4.1) kann das System den Teilraum X nicht verlassen.

Betrachte nun Ausgleichsprozess:

Anfang:  Alle 3, isoliert — X" = const.Vi € {1,..., L+ 2}AVm € {1,..., M}

= zugdnglicher Raum X ist 0-dimensional.

Manipulation: Losen einer Hemmung (z.B. Wand zwischen 31, X5 wird wérme-
durchlissig):
X" =const.i € {2,...,L +2}

X" =const. m € {3,..., M}
M
Us, + Us, = X{ + X = const. = X; — »_ X"
m=3

= zuganglicher Raum X ist 1-dimensional — Gewinn eines ther-
modynamischen Freiheitsgrades

Ende: S wird maximiert auf Xz C X¢ C X und geht in Gleichgewicht
X, € Xz (siehe auch Abbildung 4.2).

BEMERKUNG: Wird eine weitere Hemmung im System aufgehoben, so wird der
“zugéngliche Raum” zweidimensional, und in Abbildung 4.2 wiir-
de sich das System zu der Konfiguration mit der héheren Entropie
X ;begeben. Das lokale Maximum der Entropie in X, reicht fiir ein
Gleichgewicht nicht aus. Im Gleichgewichtszustand hat die Entro-
pie ein absolutes Maximum iiber dem “zugénglichen Konfigurations-
raum”.
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/users11/6/7/kellkai/Physik/Skripte/Efigene/TD/Kai/Abbildungen/S-2-max. ef

Abbildung 4.2: Maximierung von S bei Enthemmung des Systems

4.2 Thermodynamische Prozesse

Wir wollen mit der Thermodynamik natiirlich in der Natur ablaufende Prozesse
beschreiben. Dort kommen aber offensichtlich Nicht-Gleichgewichtsprozesse vor.

Fragen Wie sollen wir diese modellieren? Wie sollen wir den Verlauf in Zu-
standssummen verfolgen?

4.2.1 Reale Prozesse

Betrachte zunéchst ein System mit zwei Teilsystemen, von denen eines mit Gas
gefiillt ist, im anderen herrscht Vakuum. Beide sind durch ein Rohr verbunden,
das mit einem Hahn verschlossen ist (siehe Abbildung ).

HThn

bR
mit Gas w3
ohne Gas

Abbildung 4.3: Zweibduchige Flasche mit Ventil

Nach dem Offnen des Hahns stromt Gas von X7 nach ¥o. Wir kdnnen mit
Postulat 3 den Endzustand nach dem Ausgleichsprozess bestimmen. Wir haben
also folgende Situation:
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Anfangszustand ‘ — Manipulation — | Endzustand
XStart c XC T XEnde c XC
Zwischenzustinde

(Gas stromt)

Die Zwischenzustidnde liegen nicht in X¢, da es keine Gleichgewichtsszustinde
sind! Diese Zustdnde konnen nicht in X liegen, da man zu ihrer Beschrei-
bung mehr Variablen benotigen wiirde, die Zustandsgrofien sind némlich orts-
abhéngig. Der hierzu notwendige Raum ist also héherdimensional. Der Pro-
zess im Zustandsraum (U, V) ] Ne—cons;. 18t in Abbildung 4.4(a) dargestellt. Wobei

S(X5trty < S(XE™e) gelten muss. Es ist sehr unbefriedigend, die Zwischen-
zustdnde, und damit die Entwicklung des Systems, nicht verfolgen zu kénnen.

L.
©" Xpnde

.
XEnde XEnde

. ™ Zwischenstation N quasistatischer Prozess

.XStart
[ U
(a) Offnen, ohne (b) Offnen, mit (c) quasistatischer
Pause Pausen Prozess

Abbildung 4.4: Prozess des Offnens des Hahns im Konfigurationsraum

(U’ V)‘Nzconst. C Xc

4.2.2 Quasistatische Prozesse

Lose das Problem aus dem vorigen Unterabschnitt 4.2.1 im Modellsystem.
Wir wahlen folgendes Vorgehen:

— Hahn ein wenig 6ffnen, dann sofort wieder schliefsen

— warten, bis das System im Gleichgewicht ist

— Punkt im Zustandsraum

— Hahn ein wenig 6ffnen, wieder schliefien

— warten, bis das System im Gleichgewicht ist

— néachster Punkt im Zustandsraum
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und so weiter, bis X " erreicht wird (siche Abbildung 4.4(b)).

Bei unendlicher Verfeinerung wird der Prozess unendlich lange dauern und im
Zustandsraum eine kontinuierliche Bahn hinterlassen (Orbit). Einen solchen
Prozess nennt man quasistatisch (siehe Abbildung 4.4(c)).

BEMERKUNGEN:

e Reale Prozesse lassen sich in unserem Modell als quasistatische Prozesse
im Zustandsraum verfolgen.

e Theoretisch gibt es zwischen X' und X "% ynendlich viele Bahnen,
also auch unendlich viele quasistatische Prozesse.

e Reale Prozesse sind im Allgemeinen nicht quasistatisch.

4.2.3 Reversible Prozesse

Nun interessiert uns die Frage, wann ein quasistatischer Prozess auch umgekehrt
(bzw. in beliebiger Richtung) durchlaufen werden kann (Abbildung 4.5).

. .
/ XEnde |‘ |’ / XEnde

® Xtart

Abbildung 4.5: Frage der Reversibilitat

Es ist offensichtlich, dass nicht jede quasistatische Prozessfihrung durch Mani-
pulation innerer Hemmungen umkehrbar ist (sieche Abbildung 4.6).

° o . o .
o . . . o
o o
o o o e o, o o e .
° . °
o o o .« o & ° o
o o o o
ofe o o o
. .

Abbildung 4.6: Irreversibler Prozess

Um die umkehrbaren Prozesse zu finden, werden die Prozesse nach ihrem Entro-
pieverhalten Klassifiziert.

e |dS(X)>0| VX € Orbit(X5rt — xFnde)
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— Der Prozess kann wegen Vertraglichkeit von dS(X) > 0 mit Postulat
3 tatsichlich durch reine Manipulation innerer Hemmungen in Gang
gesetzt werden.

— Sollte es ein X € Orbit(X5" — XE"d) mit dS(X) > 0 geben, so
ist dieser Prozess nicht mehr umkehrbar!, da dann bei umgekehrtem
Durchlauf dS(X) < 0 gelten wiirde, was Postulat 3 widerspréche.

e 3X € Orbit(X 5t — X Fnde)mit| dS(X) < 0

— Diese Prozesse sind nach obiger Argumentation in abgeschlossenen
Systemen durch bloffe Manipulation von Hemmungen nicht in Gang
zu setzen. Ist das Gesamtsystem hingegen nicht isoliert, so kann es
solche Prozesse durchaus geben.

e |dS(X)=0| VX € Orbit(X5rt — xFnde)

— Diese Prozesse konnen vertriglich mit Postulat 3 in jeder Richtung
durchlaufen werden.= Sie sind umkehrbar.

Wir fassen die Ergebnisse aus diesem Abschnitt nochmals zusammen:

e quasistatische Prozesse koénnen durch Manipulation innerer Hemmungen
umgekehrt werden<dS(X) = 0 fiir Gesamtorbit (und Gesamtsystem)
= reversibel

e quasistatische Prozesse laufen stets mit dS(X) > 0 fiir Gesamtorbit (und
Gesamtsystem ab)

e quasistatische Prozesse mit dS(X) > 0 an einem Orbit-Punkt sind nicht
umkehrbar
=irreversibel

BEMERKUNG: Jeder reversible Prozess muss quasistatisch ablaufen, aber nicht
jeder quasistatische Prozess ist reversibel.

4.2.4 Der Arbeits- und Wiarmebegriff

Ziel: Verkniipfe die Fliisse A und Q@ mit den bisher bekannten Zustandsva-
riablen.

! zumindest nicht durch die reine Manipulation innerer Hemmungen.
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Arbeit (quasistatisch):

mechanische Arbeit: ‘ 0AR = —p(S,V, N))dV ‘

“Bei quasistatischer Prozessfiihrung muss der Gas-Druck stets dem dufseren Kol-
bendruck entsprechen.”

(bezieht sich auf Beispiel: Gas in Behélter mit beweglichem Kolben)

chemische Arbeit: | §Ac = (S, V, Ni)dN,
l

“Bei quasistatischer Prozessfiihrung entsteht Arbeit durch die Differenz im che-
mischen Potential.”

Wirme (quasistatisch):

zugefiihrte Wiarme: | 6Q = T dS P

Betrachte ein System, dem Wérme zugefiihrt wird (quasistatisch):

dU =TdS — pdV + Y, judN;
AU = 6Q + 6A — 5Q = TdS
§A = —pdV + 3, udN,

Zusammengefasst ergibt sich also:

6AR = —pdV

§Ac = > (S, V,N))dN,
l
5Q = TdS

Verkniipfungen von Systemgrofien mit Fliissen (quasistatisch)
dS > £6Q fiir reale Prozesse

Es gilt:

Einem adiabatisch abgeschlossenen System wird quasistatische Arbeit reversibel
zugefiihrt. (z.B.: Kolbensystem)

Q=0 = dS = %5@ =0 = reversibel

?Diese Relation ist mit Vorsicht zu genieRen, da zwar ein Wirmefluss §Q immer als T dS
dargestellt werden kann, allerdings kann in einem System auch Entropie (dS) produziert wer-
den, ohne dass dies einen Warmefluss 6Qzur Folge hat.
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4.3 Eigenschaften von /A und 0Q)

Nach dem 1. Hauptsatz gilt:

dU = §Q + 5 A

0@ und d A sind keine totalen Differentiale, da sie “gekiirzt sind” [Jel89, Kapitel
44, 8S. 73].

BEMERKUNGEN:

e dS = 16Q) ist totales Differential = 7 integrierender Faktor

o Die Gleichgewichtsthermodynamik ist gerade dadurch ausgezeichnet, dass
+ integrierender Faktor von 6(Q) ist.
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Kapitel 5

Offene Systeme, Quellen und
Bader

Bisher haben wir bis auf wenige Ausnahmen nur isolierte Systeme betrachtet.
D.h. U, V, N; waren stets konstant. Folglich konnte sich die Entropie nur
iiber Produktion und nicht iiber den Fluss erhohen.

Jetzt interessieren wir uns, da oft relevant, fiir Fliisse, da diese die Wechsel-
wirkung des Systems mit der Umwelt beschreiben. Solche Systeme nennt
man offen.

Idee zum Studium dieser Systeme: Man fasst System und Umgebung zu
einem Ubersystem zusammen. Es interessiert dann nicht das Umgebungssystem,
sondern nur das System selbst und seine Fliisse zur Umwelt.

Xy
Hilfssysteme
D 22 simulieren die
Umgebung
X3

Abbildung 5.1: Simulation der Umwelt durch Hilfssysteme

55
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5.1 Quellen und Bader

Quellen

Eine Quelle ist ein spezialisiertes Hilfssystem mit dem im folgenden genannten
Eigenschaften.
Wirmequelle:

e abgeschlossen = dN; =0
e dynamisch abgeschlossen= dV = 0

e 0A =0 (dadV = dN, =0)

5Q = TdS

dU = 5Q = TdS

Aufgabe: Aufnahme/Abgabe von Warmeenergie

Volumenquelle:

e abgeschlossen = dN; =0

e adiabatisch abgeschlossen = 6Q) = 0
e A =—pdV (da dN; =0)

e dU = 0A = —pdV (da §Q = 0)

e dS=16Q=0

e Aufgabe: Volumen und reversible Arbeit aufnehmen/abgeben (also eine
reversible Arbeitsquelle).

Teilchenquelle (fiir eine Teilchensorte):

e dynamisch abgeschlossen = dV =0

adiabatisch abgeschlossen = Q) =0

0A = ,ulle (da dV = O)
o dU = 6A = 1ydNy(da 6Q = 0)

dS = L6Q = 0
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e Aufgabe: Fluss von Teilchen der Sorte | ermdglichen; reversible Arbeits-
quelle fiir chemische Arbeit.

Volumen- und Teilchenquelle werden als Arbeitsquellen zusammengefasst.

BEMERKUNG: Diese drei Quellen geniigen zur Steuerung aller extensiven Varia-
blen.

Bader

Bider sind Quellen, die so grof$ sind, dass ihr Vorrat an innerer Energie (nahezu)
unerschopflich ist (Beispiel: Umwelt).

Wiarmebad

Ein Wérmebad besitzt konstante Temperatur, leistet keine Arbeit und lasst
auch keinen Teilchenaustausch zu:

AQ =AU =TAS
Denn: Betrachte ein endliches System mit Temperatur 7'

oT
% - ¢(U7 ‘/aNl)

Nun:

OT(\U, AV, AN,)
A(\U)

A oU
1

= - N,
SO(U.V, N)

GAU, AV, AN, =

Dabei wurde benutzt, dass 7' homogen vom Grade Null ist.

Also:

oT
lim — (AU, AV, AN;) =0
1m 8U ( ) B l)

A—00

Je mehr man also das System vergrdfert, umso geringer wird die Abhéngigkeit
der Temperatur von der Energieinderung; fiir unendlich grofse Quellen, d.h. fiir
Bader, ist die Temperaturdnderung Null.
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Volumenbad

Ein Volumenbad besitzt konstanten Druck und lasst weder Teilchen- noch Wiér-
meaustausch zu.

= Ar = AU = —pdV
Denn: Betrachte ein endliches System mit Druck p:

Op Y
% _d)(Uv‘/le)

Nun:

Op(AU, AV, AN
o00)

A ou

1
= X(b/(Ua Va Nl)

& (NU, AV, AN, =

Dabei wurde berticksichtigt, dass p (wie T) homogen vom Grade Null ist.
Also folgt wieder:

Ip
lim —— (AU, AV,AN;) =0
A, o AU AV AN

Je mehr man das System folglich vergrofert, umso geringer wird die Abhéngig-
keit des Drucks von der Energie. Fiir unser Volumenbad folgt daher, dass der
Druck stets konstant bleibt.

Teilchenbad

Ein Teilchenbad besitzt ein konstantes chemisches Potential; Volumenarbeit und
Wiremaustausch sind nicht mdglich.

= Ac =AU = ,ulANl

Der Nachweis, dass das chemische Potential des Bades konstant bleibt, erfolgt
exakt analog zum Nachweis fiir p und 7', da auch p; homogen vom Grade Null
ist. Man ersetze in den Gleichungen einfach T (bzw. p) durch y;.
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5.2 Prozesse mit maximaler Arbeitsausbeute
Wir betrachten ein System Y mit Anfangszustand X* und Endzustand X°.

= Ue — Ut = AUs, = AA + AQ
= S¢— 5% =ASy

Es findet also Energie- und Entropieaustausch mit der Umgebung statt.

Frage: Es gibt, wie schon friiher erwéhnt, mehrere quasistatische Prozesse von
X* zu X°. Doch auf welchem Weg ist die Arbeitsausbeute maximal?

Antwort: Wir koppeln das System an eine Wirmequelle W und eine Arbeits-
quelle A (siehe Abbildung 5.2).

Arbeitsquelle

1 Wiirmequelle |

Abbildung 5.2: Zur maximalen Arbeitsausbeute

2

Damit gilt:

o AAy, = —AAy
o AQs = -AQw

Daraus folgt:
AUs, = AAs + AQx = —AA4 — AQw

Und weiter:

Sty
AQw = / Ty dSw

St

S&/JrASW

= / Ty dSw
S

AS = ASs+ASw +ASy
= ASy+ASwy >0



60 KAPITEL 5. OFFENE SYSTEME, QUELLEN UND BADER

AS 4 ist Null, denn die Arbeitsquelle ist eine reversible Quelle; folglich kann die
Entropie nicht zunehmen, denn auf dem Riickweg miisste sie ja dann abnehmen.

Da wir die maximale Arbeitsausbeute suchen, soll also —A Ay, maximal werden.

—AAy = AAs=-AUs — AQw
5% +AS—ASs,
= —AUy— / TwdSw
S
5%, —ASs, 5% +AS—ASy
= —AUy —/ TwdSw — TwdSw
sa, Sa. —ASs

Nun ist aber sowohl AUy, als auch ASy, fest vorgegeben, da wir Anfangs- und
Endzustand fest vorgeschrieben haben und lediglich den “giinstigsten Weg”, d.h.
den mit der maximalen Arbeitsausbeute, suchen. D.h. die ersten beiden Terme
der rechten Seite sind beziiglich Variationen des Weges stets konstant. Der dritte
Summand ist als Funktion von AS > 0 variabel. Wegen Ty > 0 ist das Integral
aber auf jeden Fall positiv. Damit ist —A Ay maximal, wenn das Integral Null
wird, d.h. bei AS = 0.

‘ Die Arbeitsausbeute ist maximal bei reversibler Prozessfiihrung, d.h. AS = 0.

5.3 Maschinen und Kreisprozesse

Maschine

Eine Maschine wandelt eine Energieform in eine andere um, ohne sich selbst
dabei zu dndern.

5.3.1 Allgemeines zu thermodynamischen Maschinen
Thermodynamisch gesehen ist ein Maschine ein spezielles System, das verschie-

dene Fliisse ineinander umwandelt (Warme in Arbeit, Arbeit in Warme). Die
Unveranderlichkeit der Maschine erfordert einen Kreisprozess.

Definition

Wiarmekraftmaschine: wandelt Warme in Arbeit um

Wairmepumpe: wandelt Arbeit in Wirme um
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Betrachten wir einen Kreisprozess. Als Beispiel wéihlen wir wieder unser eben
verwendetes System (Abb. 5.2). Fiir einen Kreisprozess gilt: AUs, = 0.

Daraus folgt:
5% +ASw

AAE = —AQE = —AAA = AQW = / deSW >0

Sy

Wegen ASy, = 0 (es handelt sich ja um einen Kreisprozess) und somit ASy =
AS > 0 ist das Integral positiv. Also ist AAy > 0 und AQyx < 0.

Wir halten fest:

Fiir einen Kreisprozess mit nur einem Wiarmebad und einer Arbeitsquelle gilt:
AAs > 0, AQx < 0. Man muss also Arbeit in die Maschine stecken, um den
Kreisprozess am Laufen zu halten.

Die Umwandlung von Arbeit in Warme ist vollstandig moglich, denn es gibt
diesbeziiglich keine Hindernisse in o.g. Betrachtung.

Es ist wichtig, das Ergebnis auch intuitiv zu verstehen. Nehmen wir den um-
gekehrten Prozess an: Das Warmebad gibt Warme an die Maschine ab. Diese
Wiérme soll nun verwendet werden, um Arbeit zu leisten, d.h. in die Arbeits-
quelle zu stecken. Dabei ergibt sich aber folgendes Problem: Sobald die Warme
vom Wirmebad in die Maschine geflossen ist, ist die Entropie in der Maschine
hoher als vorher. Nun soll diese Warme in Arbeit umgewandelt werden. Dabei
sinkt aber zwangsliufig wieder die Entropie in der Maschine, da AS von AQ
abhéngt, nicht aber von AA. Die Arbeitsquelle wird aber mit Sicherheit keine
Entropie aufnehmen, da sie keine Warme aufnimmt. Also nimmt beim zweiten
Schritt die Entropie wieder ab; dies kann aber nicht sein. Um den Kreisprozess
doch moglich zu machen, miisste die Entropiebilanz dadurch wieder ausgegli-
chen werden, dass ein Teil der Warme in ein kilteres Bad flieflen kann. Dies soll
nun behandelt werden.

5.3.2 Die Wiarmekraftmaschine

Problem: Nach obigem Beispiel scheint es unmoglich zu sein, eine Warme-
kraftmaschine zu bauen.

Zentrale Idee zur Losung dieses Problems ist die Verwendung von zwei Wir-
mebadern.

Betrachten wir einen Kreisprozess des Systems X:

Das System X ist an die Umwelt gekoppelt. Bei Kreisprozessen gilt: ASy, = 0.
Das impliziert noch keine Reversibilitdt, da hierfiir 0 = AS = ASs + ASymuwert
gelten miisste.
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SE SUmwelt

Abbildung 5.3: Entropien der Systeme

Aus AUZ =0 fOlgt: —AAZ = AQZ = f(SQE
Ferner gilt: 0 = ASy, > § T%(SQE = %AQE.

Nun ist es wiinschenswert, dass @y nach Mdglichkeit wihrend des ganzen Pro-
zesses positiv ist, damit — Ay, méglichst grofs wird. Andererseits ist dies aber
wegen 0 > § %25622 nicht méglich.

Ausweg: Es gilt: dSy = TLE(SQE.

Ein gegebener Warmefluss transportiert umso mehr Entropie, je geringer die
Temperatur ist, bei der dies geschieht.

Idee zur Wéarmekraftmaschine: Fiithre dem System auf dem Orbit bei hoher
Temperatur viel Warme zu und entziehe auf einem anderen Teil des Orbits
wieder Wiarme bei tieferer Temperatur (Abb. 5.4).

Damit wird gewihrleistet, dass der Entropieausgleich des Systems mit einem
moglichst kleinen Verlust von Wirmeenergie vor sich geht (obiger Kasten).

@
N o/

Ty >Ty

A A\

Q2

Abbildung 5.4: Idee der Warmekraftmaschine
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T

@

i

T

Abbildung 5.5: Theoretische Warmekraftmaschine

Quantitativ fassen wir das so (Abb. 5.5):

Es seien W7 und Wy Wirmebédder, A eine Arbeitsquelle. Dann gilt, wiederum
unter der Annahme eines Kreisprozesses:

AAs + AQs1 + AQs 2 =AUs =0

Auferdem: AAy = —AA4, AQx,; = —AQw, (i € {1,2}). Die Gesamtentropie
ist dann:

AS = ASw, + ASw, + ASs + AS,
= ASVV1 + ASW2

1 1
- XA L AQw, >
T, Qw, + B Qw, >0

Dabei wurde benutzt, dass ASy, = 0 gilt, weil es sich um einen Kreisprozess
handelt; aufferdem gilt AS4 = 0, da die Arbeitsquelle reversibel ist.

Aus obigen Gleichungen folgt:

AAy = —AQw, — AQw,

Ts
< _ _ =
< (1 T1> AQw,

71 bezeichnet hierbei den Wirkungsgrad der Warmekraftmaschine.

Wir betrachten nun, was im Falle einer Temperaturdifferenz |75 — 77| > 0 ge-
schieht.
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1. Fall: 75 < 77 Das heifit: n > 0 = AQw, < 0, damit das System auch
wirklich Arbeit abgibt, d.h. AA4 > 0.

Wegen der Entropiegleichung gilt: AQw, > —%AQWl = AQw, > %|AQW1|
2. Fall: 71 <715 Das heifit: n < 0= AQw, > 0.

Wegen der Entropiegleichung gilt: AQw, > —%AQW2 = AQw, > %|AQW2|

Lediglich die Indizes 1 und 2 wurden also vertauscht. Logisch: Das Problem ist
symmetrisch.

Fazit:

Insgesamt muss dem Bad W, mit hoherer Temperatur 7y die Wirme AQ
entzogen werden und dem Bad W_ mit niedrigerer Temperatur 7_ die Wirme
AQ_ zugefiihrt werden, wobei gilt:

T
AQ- > T—|AQ+|
+
Fiir die Verrichtung von Arbeit bleibt dann der Teil

T

—AAs < (1 - =/
2 < ( T+)

AQ 1] = n]AQ4|

iibrig, und exakt bei reversibler Prozessfithrung fiir den Wirkungsgrad n:

—AAy T_

VNN :(1_T_+)

BEMERKUNGEN:

e Der maximale Wirkungsgrad hingt also nur von 7, und 7_ ab.

e Nur zu einem Bruchteil n kann Wirme in Arbeit umgewandelt werden.
(Beachte: Die Umkehrung ist vollstindig moéglich, denn sonst wiirde ein
sich bewegender Holzklotz trotz Reibung nie zum Stillstand kommen!)

e Die gesamten Aussagen gelten nur fiir Kreisprozesse, d.h. fiir periodisch
arbeitende Maschinen. Wire das Arbeitssystem an Warmequellen anstel-
le von Warmebddern gekoppelt, so wiirde der Wirkungsgrad wegen der
Verringerung der Temperaturdifferenz beider Warmequellen absinken.

5.3.3 Die Wirmepumpe

Eine Wiarmepumpe ist die Umkehrung der Waremkraftmaschine. An ihr muss
Arbeit verrichtet werden, die der Arbeitsquelle entzogen werden muss, um War-
me von W_ nach W, zu pumpen. Somit drehen sich die Vorzeichen:
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AQ+ > 0 (Man pumpt zur héheren Temperatur)
AQ_ < 0 (Die dazu nétige Warme stammt aus dem kilteren Reservoir)
AAs, >0, AAs < 0 (Arbeit muss ins System ¥ gesteckt werden)

Wir hatten im vorherigen Kapitel gesehen:

—AAs < (1—T—+)(—AQ+)
S Ady > (1—%)AQ+

Fazit:

Fiir eine Warmepumpe gilt:

T
Ads > (1- —=)AQ,
Ty
Die untere Schranke fiir die an der Warmepumpe verrichtete Arbeit ist umso
geringer, je kleiner der Temperaturunterschied der beiden Béder ist.
Fiir reversible Prozessfithrung gilt:

5.3.4 Adiabatische Kreisprozesse

Ziel: Konstruktion einer Maschine mit grofitmoglichem Wirkungsgrad.

Dazu betrachten wir den sogenannten Carnot-Prozess (Sadi Carnot, franz. Phy-
siker; Abb. 5.6). Dabei beschrénken wir uns auf die Betrachtung des reversiblen
Prozesses:

2o — 21— Zig — 73 — Zo
1) Zy — Z;: Das Arbeitssystem ¥ wird an eine Arbeitsquelle und ein Warmebad
der Temperatur 717 gekoppelt, der Prozess verlauft isotherm.

IT) Z; — Z3: ¥ bleibt an die Arbeitsquelle gekoppelt, wird jedoch adiabatisch
isoliert.

IIT) Zy — Zs: Nun wird ¥ neben der Arbeitsquelle auch an ein Warmebad der
Temperatur T gekoppelt, der Prozess verlduft wieder isotherm.

IV) Z3 — Z: X bleibt an die Arbeitsquelle gekoppelt, wird jedoch wieder
adiabatisch isoliert.
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IV
Z i
Zy
P
Abbildung 5.6: Carnot-Prozess (fiir ideales Gas)

Bilanzgleichungen:

Innere Energie:

Entropie:

I) AUs; = AQs + Ads; = —T; ASw, + Ads
II) AUs 1 = AAs 1

ITT) AUs i1 = AQs 111 + AAs i1 = —ToASw, + AAs
IV) AUs v = AAs v

Wir betrachten hier einen Kreisprozess, d.h.
v
> AUs; =0
i=T

Daraus folgt:

AAy, = ZAAE’i = jleSW1 + TQASW2

Bei reversibler Prozessfiihrung findet keine Entropieproduktion statt.
(Daher gilt auch in den obigen Gleichungen AQyx ; = —TASw;,.)

I) ASs 1+ ASw, = 0. (keine Entropieproduktion!)

II) ASs 11 =0, da 6Q = 0 ist und wiederum keine Entropie produ-
ziert werden darf.

IIT) ASs 11 + ASw, = 0.
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IV) ASZ,IV =0.

Betrachten wir dazu nochmals ganz genau, was reversible Prozess-
fiihrung heiftt: Die Entropieproduktion ist Null. Wenn wir nun meh-
rere gekoppelte Systeme haben, dann darf folglich in keinem Teilsys-
tem Entropie produziert werden. Denn wiirde in einem Teilsystem
Entropie produziert (wohlgemerkt: Das heifit, dass die Entropie von
alleine, d.h. ohne Einwirkung von anderen Teilsystemen entsteht!),
so miisste in einem anderen Teilsystem Entropie (von alleine!) ver-
nichtet werden. Dies ist allerdings unméglich, ohne das Postulat 2
des monotonen Wachstums der Entropie zu verletzen. Somit gilt fiir
alle Teilsysteme und fiir alle Abschnitte des Kreisprozesses, dass die
produzierte Entropie gleich Null ist.

Beim Kreisprozess gilt:
D ASs; = 0

Daraus folgt:
ASWl + ASVV2 =0

Das war auch schon intuitiv klar: Wenn keine Entropie produziert
werden darf, dann kann es lediglich Entropiefliisse geben. Da die
Entropie in der Maschine bei jedem Durchlauf konstant sein soll und
die Entropie im Arbeitsreservoir sich ebenfalls nicht &ndert, bleibt
also nur ein Fluss zwischen den beiden Warmebédern iibrig.

Man erhélt somit insgesamt:

AAs = (1 - %) (—AQx )
= -nAQs:

Nun betrachten wir den Fall Ty < T3, d.h. AQx 1 > 0. Dem System wird Warme
zugefiihrt; es folgt: AAx, < 0, d.h. das System gibt Arbeit ab. Vergleicht man
also das Ergebnis des reversiblen Carnot-Prozesses mit der theoretisch grofiten
Arbeitsausbeute (Gleichung 5.1), so sieht man:

‘ Die (reversible) Carnot-Maschine liefert die grofitmogliche Arbeitsausbeute.

BEMERKUNG: Alle Prozesse miissen reversibel, also insbesondere quasistatisch
ablaufen, da anderenfalls Nicht-Gleichgewichts-Prozesse die Entro-
pie erhchen. Quasistatisch heifst aber, dass der jeweilige Prozess un-
endlich lange dauert. Reale Maschinen laufen in endlicher Zeit, sind
somit nicht quasistatisch und daher auch nicht reversibel. Es kommt
folglich immer zur Entropieproduktion und damit zu einer Ernied-
rigung des Wirkungsgrads.
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5.3.56 Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Die eben gewonnenen Erkenntnisse lassen sich so formulieren:

2. Hauptsatz der Thermodynamik

Drei dquivalente Formulierungen:

(i) Eine Warmekraftmaschine zwischen zwei Warmebadern hat maximal den
Wirkungsgrad n =1 — %

(ii) Warme kann nicht von selbst vom kélteren zum heifieren Korper fliefen,
obwohl dies kein Widerspruch zum ersten Hauptsatz wére. (Clausius)

(iii) Es ist unmoglich, eine periodische Maschine zu bauen, die nichts anderes
tut, als einem Warmebad Warme zu entziehen und dabei Arbeit zu leisten.
(Planck, Kelvin)

BEMERKUNGEN:

e Ein Perpetuum Mobile 1.Art, d.h. eine ewig Arbeit leistende Maschine
ohne Energiezufuhr, wird durch den ersten Hauptsatz verboten.

e Ein Perpetuum Mobile 2.Art, d.h. eine Maschine, die nichts anderes tut,
als Warme in Arbeit umzuwandeln, wird durch den zweiten Hauptsatz
verboten.

Die Aussage (i) haben wir bereits oben gezeigt, im folgenden soll nun die Aqui-
valenz der anderen Aussagen gezeigt werden.

Die Aussage (ii) folgt direkt aus (i). Denn “von selbst” heifit ohne Arbeitsleistung
und ohne Kopplung mit einem dritten Warmebad. Somit gilt: 6Q4 + Q- =
dU = 0, da das Gesamtsystem isoliert ist. Ferner gilt:

1 1
= — e — _>
dS = 7-0Q+ + 770Q- 20

1 1
- — — >
5Q+(T+ T)_O

0.B.d.A. sei 7. > T_. Dann folgt sofort: Q)+ < 0. Also: Warme fliefit vom
warmeren zum kilteren System.

Daraus folgt:

Aus (ii) folgt aber auch (i), denn: Angenommen, (i) wére falsch, d.h. es gibe
eine Warmekraftmaschine mit Wirkungsgrad 1. Betrachte nun zwei Kérper mit
Ty > T5, die nicht in direktem thermischem Kontakt stehen. Dann kdnnte un-
sere hypothethische Maschine die Warme, die dem kilteren Korper entstromt,
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vollstandig (!) in Arbeit umwandeln. Diese kann aber dann anschliefend durch
Dissipation wieder vollstindig in Warme umgewandelt und an den heifferen Kor-
per abgegeben werden. Damit wiirde effektiv nichts anderes geschehen, als dass
Warme vom kilteren zum heifleren Korper fliefen wiirde (Abb. 5.7). Dies ist
aber ein Widerspruch zu (ii). Genaugenommen kann man den maximalen Wert
von 7 daraus freilich noch nicht ablesen, insofern ist Satz (ii) genau dquivalent
zu der Aussage: “Der Wirkungsgrad einer Warmekraftmaschine ist kleiner 1”.
Aber Mehrinformation schadet ja nicht.

-Tl T T] = T;g

A

AQ

—AQ = YA - Maschine mit
Dissipation Wirkungsgrad 1

Abbildung 5.7: Maschine mit Wirkungsgrad 1

Aus (ii) folgt (iii), denn: Angenommen, (iii) gelte nicht, es gibe also ein Per-
petuum Mobile 2. Art. Das wére aber gerade unsere Maschine aus Abb. 5.7.
Verwenden wir namlich die aus einem Warmebad mit Temperatur 7> gewon-
nene Arbeit (unser Perpetuum Mobile kann das!), um ein anderes Bad mit
Temperatur 77 (durch Umsetzung der kompletten Arbeit in Warme) aufzuhei-
zen, so entspricht dies genau dem Geschehen in Abb. 5.7. Wir hatten aber schon
gesehen, dass dies (ii) widerspricht.

Der entscheidende Unterschied des Perpetuum Mobile zu einer gew6hnlichen
Warmekraftmaschine ist, dass das Perpetuum Mobile nichts anderes tut, als
Warme in Arbeit umzuwandeln, d.h. es kann insbesondere weder Warme auf-
nehmen noch Wirme an die Umgebung abgeben. Da Energie aber nicht ver-
schwinden kann, muss die gesamte entzogene Wirmemenge in Arbeit umge-
wandelt werden, was einem Wirkungsgrad von 1 entspricht. Damit sind (i) und
(iii) offensichtlich dquivalent.

Der Vollstandigkeit halber zeigen wir auch noch, dass aus (iii) auch (ii) folgt.
Betrachten wir den Kreisprozess aus Abb. 5.8, und nehmen wir dazu an, dass (ii)
nicht stimmt; es fliefse also eine Warmemenge AQapsura vom kilteren Bad W5
zum warmeren Bad TW;. Was passiert nun im weiteren Prozess? Zunéachst wird
dem Wirmebad W7 durch die Warmekraftmaschine die Warme AQ; entzogen
und unter der in (i) gegebenen Einschrankung in Arbeit (A A) umgewandelt. Die
notwendigerweise verbleibende Restwarme AQ), flieft dann in das Warmebad
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W,. Insgesamt haben wir somit eine periodisch arbeitende Maschine, die pro
Umlauf dem Bad die Warme |AQ:| — |AQ2| entzieht und in Arbeit umwandelt.
Dies ist ein Widerspruch zu (iii). Intuitiv ist es auch sofort logisch: Man ent-
zieht einem wirmeren System immer mehr Warme, verrichtet dadurch Arbeit
und erwdrmt ein kiilteres System. Weil sich somit die Temperaturen der beiden
Systeme aufeinanderzu bewegen und Wiarme nicht vom kiilteren zum wirmeren
Korper fliefit, kann man hier gar keinen Kreisprozess konstruieren, es sei denn,
man ignoriert (ii).

" ,rl Tg < T]

Acgabs urd

W

Abbildung 5.8: Nicht erlaubter Kreisprozess



Kapitel 6

Thermodynamische
Transformationstheorie

Problem Sowohl Energie- als auch Entropiedarstellung der Fundamentalglei-
chung hingen nur von extensiven Variablen {U,S,V,N;} ab. Intensive
Variablen {T',p, ...} sind wesentlich leichter zu messen, kommen bis jetzt
allerdings nur als Ableitungen der Fundamentalgleichung vor.

Frage Wie bekommen wir Fundamentalgleichungen, die von den intensiven Va-
riablen abhingen?

Loésung Wie wir in Abschnitt3.3.2 gesehen haben zerstort einfaches Auflosen
die Fundamentalitit. Eine Ersetzung der Variablen ohne Verlust der Fun-
damentalitét ist mit Hilfe der Legendre- Transformation moglich.

6.1 Legendre-Transformation
Gesucht ist eine eindeutige Transformation 7
T:U(S)« (TU)(T), (6.1)

die keinen Informationsverlust zur Folge hat, bei der also die Fundamentalitét
erhalten bleibt.

6.1.1 Variablensubstitution: naiver Weg

In Abschnitt 3.3.2 haben wir bereits gesehen, dass der naive Weg des einfachen
Auflésens wobei f’ invertibel sein soll, nicht zum Ziel fiihrt. Das Vorgehen soll

71



72 KAPITEL 6. TD TRANSFORMATIONSTHEORIE

f' (umkehrbar)

Abbildung 6.1: Situation bei Legendre-Transformation

im folgenden nochmals etwas abstrakter dargestellt werden: Seien also

fizxz — y=f(z), reD,yeW
ffix — p=fl(z)=1, ze€D,peV.

Hier ist es fiir das Versténdnis vielleicht hilfreich, wenn man gedanklich folgende
Ersetzungen macht:

r — S

y — U
fl) — U(9)

p — T

, oU
fl(z) — %(S)-

Unser Problem spezifiziert sich also auf die Suche nach einer Funktion g, die
jedem p € V ein y € W zuordnet. Anhand der Abbildung 6.1 kann man g
ablesen als:

9(p) S ) =fo ' (p)
g = fof™

BEISPIEL: f(z)=C -¢€”
p=f(z)=C-e¢"
z=f"Yp)=In(§)

Es ist also

gp) = fof 7' p) =f (&) =C-em(E) =p

unabhingig von C' und damit nicht eindeutig.
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BEMERKUNG: Der Informationsverlust 1dsst sich letztendlich dadurch begriin-
den, dass die Funktion y = f(z) nicht eindeutig aus der Differenti-
algleichung

y=f(z(p) = f(z(y"))

hervorgeht. Damit ist dieses naive Vorgenen fiir unsere Zwecke un-
brauchbar und wir suchen weiter nach einer Transformation ohne
Informationsverlust.

6.1.2 Legendre-Transformation: richtiger Weg

Wir finden die gleiche Situation wie sie in Abbildung 6.1 dargestellt ist:

frx — y=f(z), reD,yeW
fliw — p=fla)=y. aeD peV.

Der einzige Unterschied zu der obigen Ldsung ist, dass wir fiir die gesuchte
Funktion h einen anderen Ansatz machen:

h(p) = fofHp)—p-f"'p)
h _ fof/—l_id.f/fl

BEISPIEL: f(z) =C-e€”
p=[flz)=C-e¢
(

v =) =1 (2)
Es ist also

h(p) = fof''p) —id(p)-f
() ()
e (n(®)

Das Ergebnis hingt also von C' ab. Damit bildet & Punkte aus V
eindeutig auf Punkte aus W ab.

BEMERKUNGEN:

e Die Funktionen g und h sind beides Abbildungen von V nach W
g,h:V->W,
der einzige Unterschied ist, dass

— g Punkte aus V in nicht eindeutiger Weise auf Punkte in W abbildet.
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— h Punkte aus V in eindeutiger Weise auf Punkte in W abbildet.

e h heifit Legendre-Transformierte von f beziiglich x.

In allgemeiner Form lautet die Definition der Legendre-Transformierten wie
folgt:

Legendre-Transformation

Sei f=f(X1,...,X,) gegebene Funktion.
Y, = ;—j; auflésbar nach X;.
{X;} extensive Variablen.

{Y;} intensive Variablen.

Dann heifst die Funktion

f(Yl,...,Ym,Xerl,...,Xn)Z = f(Xl(}/l,---,Ym,Xm+17---,Xn)7---
e X (Y, Y, X1, -, X)),
Xm+17"'7X’ﬂ)

= Y Xi(Yiy e Yo, X1, Xon)
=1

Legendre-Transformierte von f beziiglich der Y;, ¢ € {1,...,m}.

BEMERKUNGEN:

e Man schreibt auch Lf = f , damit ist die Legendre-Transformation

ie{l,...,n}
ke{m+1,...,n}

die unter (6.1) gesuchte Transformation.
e Die Legendre-Transformation ist selbstinvers, das heifst
LLf) =T,

vorausgesetzt man transformiert beide Male beziiglich der selben Varia-
blen.

e Sind {X;} und {X;} disjunkte Teilmengen der Variablen von f, so gilt:
Lixy (Lpxy]) = Loxao -

Das bedeutet, dass die Legendre-Transformation sukzesive ausgefiihrt wer-
den kann. Auferdem impliziert diese Schreibweise auch schon, dass es
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nichts am Ergebnis dndert, wenn man die Reihenfolge der Transformatio-
nen vertauscht (iber die Ordnung in {X;} bzw. {X;} ist ja nichts ausge-
sagt.

6.2 Die thermodynamischen Potentiale

Wir wollen nun die Legendre-Transformation auf die Fundamentalrelationen
(FR) anwenden. Dazu gibt es zwei Mdglichkeiten, da wir sowohl von der Energie-
alsauch von der Entropiedarstellung ausgehen konnen (siehe Abbildung 6.2).

FR FR
in Energiedarstellung in Entropiedarstellung
Legendre- Legendre-
Transformation Transformation

Abbildung 6.2: Zwei Moglichkeiten fiir die Anwendung der Legendre-
Transformation

Wir wihlen den Weg iiber die Energiedarstellung. Der Weg {iber die Entro-
piedarstellung liefert andere, dquivalente Potentiale, die sogenannten Massieu-
Plank-Funktionen.

6.2.1 Definition der TD-Potentiale

Die Fundamentalrelation U = U(S,V, N;) hat L + 2 Variablen, demnach sind
(252 — 1) Legendre-Transformationen méglich. Ist L = 1 (System hat nur eine
Komponente), so gibt es theoretisch 7 Legendre-Transformierte von U(S, V, N),
von denen uns aber letztendlich nur 4 interessieren.
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Freie Energie F (S — T )

|F(T,V,N)=U-T5S)| (6.2)
Es ist L
oF oOF oOF
dF = —dT + —d = ANy, .
o “ T av V+;6Nl l (63)

Das Differential ergibt sich aber auch aus der rechten Seite von (6.2):

dF = dU—-TdS—SdT
L
TdS —pdV +Y pudN,—TdS - SdT
=1
L
—SdT —pdV +> " dN,
=1

und aus einem Koeffizientenvergleich mit (6.3) folgt:

oF
S(T,V,N;) = ~ar
oF
p(T,V,N;) = v
oF
,ul(TaVaNl) == 6—M

F bleibt homogene Funktion erster Ordnung in den extensiven Variablen V und
Nl:
F(T,\-V,\-N;)=X-F(T,V,N;)
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Enthalpie H (V — p)

‘H(S,p7Nz):U+pV‘ (6.4)
Es ist L
OH OH OH
dH = == dS+ =—d ——dN; . .
5g 15 + 3 p-l—;aNl ) (6.5)

Aus der rechten Seite von (6.4) ergibt sich das Differential:

L
dH =TdS+Vdp+> pudN;.
=1

Durch Vergleich mit (6.5) ergibt sich:

oOH

TS, p,Ni) = 5
oOH

V(S,p, N = —
( 1) o
oOH

w(S,p, Ni) = N,

Auch bei der Enthalpie bleibt die Homogenitdt in den extensiven Variablen
erhalten:

H(AS,p,ANl):)\H(S7p,Nl)
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Freie Enthalpie G (S — T3V — p)

‘G(T,p,Nl):U—TS—i-pV‘

oG oG L oG
dG = Zar + 22 g 224N,
ar ™ T o p*;azvl l

Es folgt wieder aus der rechten Seite von (6.6):

L
dG = —SdT +Vdp+> i dN,
=1

Es ergibt sich wieder aus dem Koeflizientenvergleich mit (6.7):

oG

S(T7pa Nl) - _8_T
oG
V(T7p7Nl) - a_p
oG
wm(T,p,Ni) = N,

Fiir die freie Enthalpie bleibt die Homogenitit in den N;:

G(T7pa)‘Nl) =X\ G(Taval)

(6.6)

(6.7)
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Grofies TD-Potential Q(S — T35 N — u)

L
AT,V Au}) =U-TS=> N (6.8)
=1
o0 o0 L 90
a0 =2Car+ 22y L .
ar ™ T av V+;am p (6.9)

Aus rechter Seite von (6.8):

L
A= —SdT —pdV = Nidpu
=1

Vergleich mit (6.9) ergibt:

o0
ST, V,u) = a7
o0
p(T,V,p) = v
o0
N(T,V,p) = o

Die Homogenitdt in V' bleibt erhalten:

BEMERKUNGEN:

e In der Energiedarstellung haben wir nun insgesamt 5 Potentiale:
U F H G, Q.
Aus S basierend finden sich auch insgesamt 5 Potentiale.

e Wir haben einige Legendre-Transformierte von U nicht betrachtet, nicht
weil wir sie nicht brauchen, sondern, weil sie keine sinnvollen Ergebnisse
liefern. So sollte z.B. die Legendre-Transformierte O(7T, p, ) homogen in
allen extensiven Variablen sein, sie hingt allerdings nur von intensiven
Variablen ab, d.h.

G(Tap7u):>\®(T7p7/l) VAeER,

daraus folgt aber, dass © = 0 sein muss, also © kein sinnvolles Potential
darstellt.

Fiir einfache, einkomponentige Systeme kann man einige Potentiale auch in einer
spezielleren Form betrachten:
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molare Enthalpie: Fiir ein einkomponentiges System ist G = G(T,p, N) und
aus der Euler-Relation folgt:

G=uN.
Weiter folgt:

G(T,p,N)
N

G(T,p,\-N)
AN

A-G(T,p,N)
AN

= ,u(T7p,N)7

das heift also u(T, p, N) ist homogen vom Grade Null in N. Es gilt

w(T,p,N) =

das bedeutet aber, dass sich das chemische Potential nicht &ndert,
wenn man die Teilchenzahl eines einkomponentigen Systems dndert,
1 ist also unabhingig von N:

M(T,]L N) = M(T,p) :

Somit folgt, dass die N-Abhangigkeit von G(T,p, N) linear sein
muss, denn:
G(T,p,N)=u(T,p)N.

Man bezeichnet die auf die Teilchenanzahl bezogene freie Enthalpie

G(T,p,N)

wTp) = — (6.10)

als molare Enthalpie.

spezifisches grofies Potential: Fiir ein einkomponentiges System ist Q = Q(T,V, u)
und die Euler-Relation liefert:

Q=—-pV.
Weiter folgt:

QT,V,

p(T,V,p) = —(#u)
T,\-V, = —-—— 7"

p(T, AV, ) v
ATV

B AV

= p(T,V, )
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Das heifst p ist homogene Funktion vom Grade Null in V:
p(T,N-Vip) =p(T,V,p)  VYAER.

Die Schlussfolgerung lautet wie oben, dass sich der Druck p eines
einfachen, einkomponentigen Systems nicht &ndert, wenn man das
Volumen des Systems variiert, d. h. p hdngt nicht von V' ab:

p(T,V,p) = p(T, 1) .

Die Konsequenz ist dann aber, dass {2 nur linear von V abhingen
kann:

Man bezeichnet das auf das Volumen bezogene grofie TD-Potential

QT,V, p)

(o) = =2 (6.11)

als spezifisches grofies Potential.
BEMERKUNGEN:

e Die Formeln (6.10) und (6.11) geben schon eine physikalische Interpreta-
tion fiir zwei der neuen Potentiale:

e Die hier gewonnenen Beziehungen werden uns es spéter erleichtern chemi-
sches Potential und Druck eines Systems zu bestimmen.

Gibbs-Duhem-Relationen

Wie in Abschnitt 3.3.1 bereits angesprochen wurde sind die Gibbs-Duhem-
Relationen unabhéngig vom verwendeten Potential. Wir wollen nun zeigen, dass
die Potentiale der Energiedarstellung alle auf die selbe Gibbs-Duhem-Relation
(3.16)

L
0=SdT—Vdp+» Nidu
=1
fithren.

Freie Energie: Das Differential der Freien Energie lautet:

L
dF = —SdT —pdV + > dNi, (6.12)
=1
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desweiteren liefert die Euler-Relation, bzw. folgt aus der Legendre-
Transformation:

F = U-TS
= (TS=pV+> wN)-TS
l
= —PV+§:MN2
l

und damit

dF = —pdV —Vdp+ Y mdNi+ Y Nidu,
l l

woraus durch Vergleich mit (6.12) folgt:
—SdT —pdV +> judNy = —pdV—Vdp+> mdNi+Y Nidu
1 1 1

0

SdT —Vdp+ Y Nidpu.
l

Das ist aber gerade die bereits bekannte Gibbs-Duhem-Relation in
Energie-Darstellung.

Das Differential der Enthalpie lautet:
dH =TdS+Vdp+ > pdN,
!
wie oben folgt aus der Euler-Relation bzw. aus der Legendre-Transformation:
H = U+pV

= (TS—pV+Z/LzNz)+pV
1

= TS+> mN
l

und somit

dH =TdS+SdT +» mdNi+ > Nidp .
l l

Schliefslich folgt auch hier die Gibbs-Duhem-Relation in Energiedar-
stellung;:

TdS+Vdp+Y mdN, = TdS+Sdl+> mdN,+ > Nidu
l l l

0 = SdT—Vdp+ Nidu
l
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Freie Enthalpie: Das Differential lautet:

dG = —SdT +Vdp+» i dNi,
l

Wie oben folgt:
G = U-TS+pV

E:mNi
1

und
dG = dN,+ > Nidp .
l l

Aus dem Vergleich folgt wieder die bekannte Relation

—SdT+Vdp+ > udNy = > judNi+>_ Nidp
l l l

0 = SdT—Vidp+> Nidpu.
l

Grofses TD-Potential: Das Differential lautet:
Q= —SdT —pdV = Nydu,
1

Wie oben folgt:
QO = U-TS=> mN,
1

und
dQY=—pdV —Vdp.

Aus dem Vergleich folgt wieder die bekannte GD-Relation

—SdT —pdV —> Nydy = —pdV —Vdp
l

0 = SdT—Vidp+Y Nydu.
l

6.2.2 Extremalprinzipien und Physikalische Bedeutung der
TD-Potentiale

Ziele

e Kliarung der physikalischen Bedeutung der neuen Potentiale.

e Losung des Grundproblems der TD in neuen Variablen.
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6.2.2.1 Homogene Systeme und physikalische Bedeutung der Poten-
tiale

Wie bereits herausgestellt wurde, gilt fiir quasistatische Prozessfithrung:

5Q = TdS

5AR = pdV

0Ac = ) udNi,
l

wobei 6A = 0AR + dAc.

Innere Energie U(S,V, N;)

L
dU = TdS—pdV+_ wdN,
=1

= §Q+6A

Falls dS = 0, ist auch 6Q = 0, d.h. es handelt sich um einen adiabatischen
Prozess; und dU = § A.

Fiir einen quasistatischen Prozess in einem adiabatisch abgeschlossenen System
ist die Anderung der Inneren Energie gleich der am bzw. vom System verrich-
teten Arbeit.

dU = A

Freie Energie F(T,V, N))

dF

—SdT —pdV + Y judN,
l
= —SdT +5A

Falls dT' = 0, ist auch —SdT = 0, d.h. es handelt sich um eine isotherme
Zustandsidnderung; und dF = §A.

Fiir einen quasistatischen Prozess in einem thermisch abgeschlossenen System
ist die Anderung der Freien Energie gleich der am bzw. vom System verrichteten
Arbeit.

dF =6A
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Enthalpie H(S,p, N;)

dH

L
TdS+Vdp+ Y mdN,
=1
= §Q+Vdp+65Ac

Falls dp = 0 = dNy, so ist auch Vdp = 0 = §A¢, es handelt sich aum eine
isobare, abgeschlossene Zustandsinderung; und dH = §Q).

Fiir einen quasistatischen, isobaren Prozess in einem abgeschlossenen System ist
die Anderung der Enthalpie gleich der zu- bzw. abgeflossenen Wairme.

dH =6Q
Freie Enthalpie G(T,p, N;)
L
dG = —SdT'+Vdp+ Y mdN,
=1
= =SdI'+Vdp+dAc

Falls dT' = 0 = dp, so ist auch —SdT = 0 = V dp, es handelt sich also um eine
isotherme, isobare Zustandsidnderung; und dG = dA¢.

Fiir einen quasistatischen, isothermen, isobaren Prozess ist die Anderung der
Enthalpie gleich der am bzw. vom System verrichteten chemischen Arbeit.

dG = §Ac

Grofies Thermodynamisches Potential Q(7,V, 1)

L

A = —SdT' —pdV —> Nidu
=1
L

= —SdT+6Ar— Y Nidp
=1

Falls dT" = 0 = dyy, so ist auch —SdT = 0 = ), N;dp, es handelt sich also
um eine isotherme Zustandsidnderung, bei der das chemische Potential konstant
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bleibt, das heifit, das System befindet sich im chemischen Gleichgewicht!; und
dQY = 6Ag.

Fiir einen quasistatischen, isothermen Prozess, bei dem das chemische Potential
konstant bleibt, ist die Anderung des grofen TD-Potentials gleich der am bzw.
vom System verrichteten mechanischen Arbeit.

dQ) =90AR

6.2.2.2 Zusammengesetzte Systeme und Extremalprinzipien
Entropie S: Maximalprinzip
Schon in Postulat 3 haben wir folgendes Maximalprinzip fiir die Entropie fest-

gehalten:

Von allen Zustanden eines isolierten Systems, die mit den vorgegebenen Hem-
mungen vertriglich sind, ist derjenige der Endzustand eines Ausgleichprozesses
(Gleichgewichtszustand), fiir den die Entropie S mazimal wird.

Man kann auch kurz schreiben:

dU =0
dV =0 } = Entropie maximal im TD-Gleichgewicht
dN =0

Innere Energie U: Minimalprinzip

Von allen Zustidnden eines abgeschlossenen, starren Systems, die mit den vorge-
gebenen Hemmungen vertriglich sind, ist derjenige der Endzustand eines isen-
tropen Ausgleichprozesses, fiir den die Innere Energie U minimal wird.

dsS =0
dV =0 } = Innere Energie minimal im TD-Gleichgewicht
dN =0

Freie Energie F': Minimalprinzip

In einem abgeschlossenen, dynamisch abgeschlossenen (= starren) System ver-
laufen alle isothermen Ausgleichsprozesse, die mit den inneren Hemmungen ver-
traglich sind, so, dass die Freie Energie im Gleichgewichtszustand minimal wird.

1Das muss nicht bedeuten, dass keine Reaktionen stattfinden, es heift nur, dass von je-
der Teilchensorte zu jeder Zeit gleich viele Teilchen erzeugt werden, wie in der gleichen Zeit
vernichtet werden. Gleichgewicht kann in diesem Zusammenhang also durchaus auch “dyna-
misches Gleichgewicht” heiflen.
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dl'=0
dV =0 } = Freie Energie minimal im TD-Gleichgewicht
dN =0

Enthalpie H: Minimalprinzip

In einem abgeschlossenen System verlaufen alle isobaren, isentropen Ausgleich-
sprozesse, die mit inneren Hemmungen vertraglich sind, so, dass die Enthalpie
im Gleichgewichtszustand minimal wird.

dsS =0
dp=20 = Enthalpie minimal im TD-Gleichgewicht
dN =0

Freie Enthalpie G: Minimalprinzip

In einem abgeschlossenen System verlaufen alle isobaren, isothermen Ausgleich-
sprozesse, die mit den inneren Hemmungen vertraglich sind, so, dass die Freie
Enthalpie im Gleichgewichtszustand minimal wird.

dl'=0
dp=20 = Freie Enthalpie minimal im TD-Gleichgewicht
dN =0

Grofses TD-Potential 2: Minimalprinzip

In einem starren System, mit konstantem chemischem Potential verlaufen al-
le isothermen Ausgleichsprozesse, die mit den inneren Hemmungen vertriglich
sind, so, dass im Gleichgewichtszustand das Grofle Thermodynamische Potential
minimal wird.

dT'=0
dV =0 ) = Freie Enthalpie minimal im TD-Gleichgewicht
du =0

BEWEIS DER EXTREMALPRINZIPIEN:

von S: Das Maximalprinzip von S folgt direkt aus Postulat 3 (S. 25).

von U: Das System X sei an eine Warmequelle W angeschlossen; W und ¥
befinden sich im isolierten System X (siehe Abbildung 6.3 a). Es gilt
also:
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N I_
e

v
W 5 w |— >

w )
T (isoliert) 3 (isoliert) 3 (isoliert)
(a) zum Mini- (b) zum Mini- (c) zum Minimal-
malprinzip von U malprinzip  von prinzip von 2
und F Hund G

Abbildung 6.3: Skizzen zum Beweis der Minimalprinzipien

o W kann nur Wirme mit ¥ austauschen. Es muss allerdings
nicht zwingend Ty = T vorausgesetzt werden.

o Sy = const. (= dS = 0 wihrend Zustandsanderung)
o V5 =const. A Ny =const. = AAy =0

Nun gilt:

ASW = _AQw
w

da AAs =0. Y ist isoliert, d.h. S ist im TD-Gleichgewicht maximal,
d.h. die Anderung von S ist maximal positiv:

AS = ASy+ASw
ASw

1
——AU.
TW pI)

das hat aber zur Folge, dass die Anderung der Inneren Energie in ¥
maximal negativ sein muss, was wiederum bedeutet, dass Uy, den fiir
diese Zustandsénderung kleinstmdglichen Wert annimmt. Uy, erfiillt
ein Minimalprinzip.

qed.
Das System ¥ sei wieder an eine Warmequelle W gekoppelt; W und

3. befinden sich im isolierten System ¥ (siehe Abbildung 6.3a). Es
gilt:
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o IV kann nur Warme mit ¥ austauschen.
e Ty =Ty = const.

e V5 = const. A Ny, = const. = AAx =0

Es ist nun

AS = ASw + ASx
1
—  —AQw + ASs,
Tw

1
= ——A A
T Qs + ASs

1
= ——A A
T Us + ASy.
Ts AS = —(AUs —TxASy)
= —AFy
da AAy, = 0 und Ty = Tx = const., ferner wurde verwendet, dass
F=U-TS§S ist.

Da X isoliert ist, ist S wieder maximal, und AS maximal posiltiv.
Dann folgt, dass AF maximal negativ ist, und somit F' wieder den
bei diesem Prozess kleinstmdglichen Wert annimmt. F' erfiillt ein
Minimalprinzip.

qed.

von H: Das System X sei nun an eine Warme- und Volumenquelle W, V' ge-
koppelt; W, V und ¥ seien alle Teilsysteme eines isolierten Systems
Y (siehe Abbildung 6.3 c¢). Es gilt nun:

e W, V konnen nur Warme bzw. Volumen mit ¥ austauschen
(pv = ps; Tw = Tx, muss aber nicht erfiillt sein).

e Sy =const. = AS, =0
e Ny =const. = A(Ag)y; =0

® py = py, = const.

Nun ist wieder, wegen ASy, = 0:

AS = ASy,
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ferner gilt:

ASW = _AQw

= T (AUs + ps AVy)
1%

1
— _—_— AHs.
Tw =

Hierbei wurde benutzt, dass H = U + pV und Apx, = 0 ist.

Da X, wie oben, isoliert ist, ist S im Gleichgewicht wieder maximal,
d.h. AS = ASy ist maximal positiv. Dann folgt aber, dass AHyx,
maximal negativ sein muss. Hy nimmt also den fiir diese Zustands-
dnderung kleinstmdglichen Wert an. H erfiillt ein Minimalprinzip.

qed.

Das System Y. wird wieder an eine Wirmequelle W und eine Volu-
menquelle V' gekoppelt; 3, V und W sind wieder einzige Teilsysteme
des isolierten Systems Y (siehe Abbildung 6.3 b). Es gilt

e V kann nur Volumen mit ¥ austauschen (py = pyx).
o W kann nur Warme mit ¥ austauschen (Tw = T%).
e Ny = const. = A(Ac)y, =0

e Ty =Ty, = const.

® py = px = const.

Weiter gilt:
AS = ASw + ASs
1
= —AQw +ASs,
Tw

1

— = (AQs — T ASx)
w
1
= —5— (AUs — AAs — T5 ASYy)
Tw
1
= —— (AUs +pAVy — T ASy)
Tw
1
= ——AGsy.

Tw
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von :

Da nun wieder S im Gleichgewicht maximal wird, muss AS maximal
positiv sein, das hat zur Folge, dass AGxim Gleichgewichtszustand
maximal negativ ist, und Gy somit den kleinstmdglichen Wert an-
nimmt. Gyerfiillt ein Minimalprinzip.

qed.

Sei X an eine Wirmequelle IV und eine Teilchenquelle N angeschlos-
sen. X, W und N bilden zusammen das isolierte System X (siehe
Abbildung 6.3 c). Es gilt:

e ¥ kann mit W nur Warme und mit N nur Teilchen (also che-
mische Arbeit) austauschen (Ty = Ts; uy = ps)-

e V5 = const. = A(ARr)y, =0

Nun gilt weiter:

AS = ASw + ASxs
1
= —AQw + ASy
Tw

1
= —T—EAQZ + ASx,
1

. (AUs, — AAs, — Ty, ASy)
Ts

1
= _T_E (AUE — U ANE - TE ASE)

1
— —_—AQy.
Ts =

Im Gleichgewichtszustand gilt wieder folgende Argumentationskette:

S wird maximal.

ASwird maximal positiv.

AQymuss maximal negativ werden.

Qs erreicht kleinstmoglichen Wert im TD-Gleichgewicht.

Qs erfiillt Minimalprinzip.

qed.

BEMERKUNGEN:

e Die manchmal geforderte Konstanz einer intensiven Zustandsgrofie kann
immer durch ein Bad der dazu konjugierten extensiven Zustandsgrofie err-
reicht werden.
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e Die Begriffe “Bad” und “Quelle” verschwimmen in dieser Art von Beweis-

filhrung etwas, denn auf der einen Seite macht z.B. ein Warmebad in
einem isolierten System wenig Sinn, da man damit die Energieerhaltung
ohnehin aufgibt. Auf der anderen Seite kann eine Wirmequelle im System
nicht ohne weiteres die Konstanz der Temperatur in einem anderen Teil-
system garantieren. Man kann sich hier damit behelfen, dass man in der
obigen Beweisfiihrung immer dort, wo die Konstanz einer intensiven Va-
riable gefordert wird, eine hinreichend grofie Quelle in das isolierte System
einbaut.

Unter der Vorraussetzung des Maximalprinzips fiir S (aus Postulat 3) und
des Minimalprinzips fiir die innere Energie, das schon aus der klassischen
Mechanik bekannt ist (“Ein System nimmt immer den fiir sich energetisch
giinstigsten Zustasnd ein”), kann man die restlichen Minimalprinzipien
auch auf eine kiirzere Weise iiber eine Art Kurvendiskussion herleiten,
diese Art soll hier anhand der freien Energie veranschaulicht werden:

— Vorraussetzungen: d1I" = 0, dV = 0, dN = 0 wihrend des gesamten
TD-Prozesses, das heifst:

T = const.
V= const.
N

= const.

— Damit folgt:
dFF = -SdT —pdV + pdN =0

wahrend des ganzen Prozesses. F' erfiillt also ein Extremalprinzip.

— Die zweite Ableitung ist:

d’F = dPU-S T —-2dS dT —T d°S
N~~~ ~—~ ~—~ ~—~
>0 =0 =0 <0

> 0

im TD-Gleichgewicht. F erfiillt also ein Minimalprinzip, da die erste
Ableitung verschwindet und die zweite Ableitung positiv ist. Dies
ist konform zu dem oben iiber Systembetrachtungen hergeleiteten
Ergebnis.

Die obigen Minimalprinzipien fiir die TD-Potentiale in Energiedarstellung kon-
nen auch in einem allgemeinen TD-Minimalprinzip zusammengefasst werden.
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TD-Minimalprinzip

Gegeben sei ein zusammengesetztes System ¥ mit den dufleren, extensiven Va-
riablen X7°,..., XZ>. Es sei an Bider der GroRen XP,... X2 gekoppelt, die

damit die intensiven Gréflen Y=, ..., Y,> des Systems an die intensiven Grofen
Y/Z....,Y,B der Biider angleichen und dann konstant halten
V> =Y;® = const. Vie{l,...,m}.

Das System sei beziiglich der extensiven Variablen X2 . ,,..., X> abgeschlossen.
Dann fithrt der Ausgleichsprozess zu demjenigen Endzustand, fiir den das TD-
Potential

o (Y7”,...,V. X,

s Etmoy“Am+41o

LX)

minimal wird.

6.3 Naihere Untersuchung der wichtigsten Poten-
tiale

In diesem Abschnitt wollen wir nun einige Eigenschaften der wichtigsten TD-
Potentiale ndher untersuchen und beweisen.

Fiir reversible Prozesse in adiabatisch isolierten Systemen 3 gilt:

AUs, = AAyx.

Denn
AUE = AQE +AAE = AAE
——

=0
qed.?
Fiir reversible Prozesse, die isotherm ablaufen gilt:
AAs = AFx (6.13)

BEWEIS: Betrachte wieder ein System ¥, das an eine hinreichend grofse Wir-
mequelle (Warmebad) W und eine Arbeitsquelle A angeschlossen

2Fs miissen tatsichlich die adiabatisch isolierten Winde und Reversibilitit vorrausgesetzt
werden, da neben dem Fluss von Wéarme durch die Wande auch die Warmeproduktion im
System unterdriickt werden muss, damit AQy = 0.
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A Adisp.

3 (isoliert) 3 (isoliert)

(a) =zu Freier
Energie F'

Abbildung 6.4: Skizzen zu den Beweisen

ist. ¥, W und A sind Teilsysteme eines isolierten Systems ) (siehe
Abbildung 6.4 a). Es gilt, weil X isoliert ist:

0=AU = AUw + AU, + AUs,
= AQw + AAs + AUs;

und weiter, weil der Prozess reversibel ist:

0=AS = ASw+AS4+ ASs
= ASw + ASs,

1
= —AQw + ASx
Tw

1
= _T_EAQE + ASx
0 = —AQE + Tg ASE .

Setzt man beide Nullen gleich, so folgt:

—AQx —AAs + AUs = —-AQs+TzASs
AAy = AUs -T2 ASx.
qed.
Fiir reversible Prozesse, die isobar und adiabatisch ablaufen gilt:
AATP — AHy (6.14)

BEWEIS: Betrachte wieder ein System 3, das an eine Volumenquelle V' und
eine disponsible Arbeitsquelle A4*P- angeschlossen ist. Mit dispon-
sibler Arbeit meint man dabei alle Arbeitsfliisse, die keine Volumen-
anderung zur Folge haben. ¥, V und A%sP sind Teilsysteme eines
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isolierten Systems 3 (siche Abbildung 6.4 b). Man spaltet in obigem
System also gewissermafen die Volumenarbeit von der restlichen
Arbeit ab und betrachtet diese gesondert. Es gilt, weil ¥ isoliert ist:

0=AU = AUy + AUgaip. + AUsg
= AAy + AAYP L AU
= —pAVy — AATP L AU,
= pAVs — AATP L AU

= AAL® AUs, + p AV

= AHxy

qed.

Osmotischer Druck

Abbildung 6.5: Skizze zum Osmotischen Druck

Betrachte ein System X, das durch eine semipermeable? Wand in zwei Teil-
systeme ¥ und X aufgeteilt ist. 31 und Xy seien an das selbe Warmebad
angeschlossen, haben also gleiche Temperatur (sieche Abbildung 6.5). Es gilt:

e 1=Tn=1Tw
e 11 = const., Vi1 = const.
e N} =const. A N} =const. Vle{2,...,L}

e N} + Nj; = N' = const.

3semipermeabel = fiir eine Teichensorte durchliissig
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Wegen der verwendeten Variablen bietet sich zur Beschreibung die Freie Energie
F(T,V,N;) an. Im Gleichgewicht ist F' minimal, d. h.:

- N 8F1 8FH 1
0=dF = (8N11+8N11>dNI
8FI 8FH 1

= (=L - )anN

(aNII 6N111> !

= (uh+pd)
= (T, Vi, N}, N} = pby (T, Vi, N* = N} N vie{2,...,L}  (6.15)

Es kommt also zum Ausgleich des chemischen Potentials der ersten Komponen-
te (fiir diese war ja die Wand durchléssig). Aus (6.15) kann man nun die freien
TD-Grofen N{ und Nj; im Gleichgewichtszustand bestimmen. Damit sind al-
le relevanten TD-Gréfien der beiden Teilsysteme bestimmt, also auch p. Man
definiert den osmotischen Druck als:

Ap = pi(T, V&, N}) — pur(T, Vi1, NYy) (l=1,...,L) (6.16)

BEMERKUNG: Fiir einkomponentige Systeme gibt es keinen osmotischen Druck,
denn auf Seite 80 wurde bereits hergeleitet, dass das chemische Po-
tential einkomponentiger Systeme p (= molare Enthalpie) nicht von
der Teilchenzahl N abhingt

w=u(T,p).

Lost man diese Gleichung nach p(T', 1) auf, so sieht man sofort ein,
dass der Druck p in beiden Systemen bereits durch die alleinige
Angabe von Temperatur 7" und chemischem Potential p bestimmt
ist. Da aber nach Vorraussetzung 71 = T gilt, und nach Formel
(6.15) auch die chemischen Potentiale in beiden Teilsystemen gleich
sind, folgt sofort:
p1(T1, pur) = pr(Tin, pr)
und damit
Ap=pr—pinu=0.

Joule-Thomson-Effekt

Betrachte ein System, das durch ein Reduzierventil R in zwei Teilsysteme geteilt
ist. Beide Systeme seien ferner an den Aufienseiten durch jeweils einen Kolben
begrenzt. Die Kolben werden so bewegt, dass py = const., p;1 = const. und
p1 > pn gilt. Die Gesamtanordnung sei adiabatisch abgeschlossen (siehe Abbil-
dung 6.6 a). Das Reduzierventil hat dabei die Aufgabe den Prozess soweit zu
verlangsamen, dass die Bewegung der Kolben quasistatisch erfolgen kann.

Man betrachte nun den quasistatischen Prozess, der folgenden Anfangs- und
Endzustand des Systems verbindet:
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G 77
2
|
V. I T ) ] s

(a) Aufbau mit Reduzier- (b) Idealisierte Darstel-
ventil lung zum Vergleich von
Anfangs und Endzustand

Abbildung 6.6: Skizzen zum Joule-Thomson-Effekt

Anfang: Vi=V% Ni=N Vii=0; Ny =0
Ende: VI = 0; NI =0 VH = Ve; NH =N

Wihrend des Prozesses findet im Reduzierventil ein Nichtgleichgewichtsprozess
statt, der mit einer Entropieproduktion verbunden ist. Einen solchen Prozess
kénnen wir nicht beschreiben, wir miissen uns deshalb auf einen Vergleich von
Anfangs- und Endzustand beschrénken. Dazu wird das System idealisiert, wie
es in Abbildung 6.6 b zu sehen ist. ¥ wird an eine Volumenquelle V; ange-
schlossen, und ist {iber eine disponsible Arbeitsquelle AP mit dem System
Y11 verbunden, das seinerseits wieder Volumenarbeit an der Volumenquelle V5
verrichten kann. 1 und Xysind in dieser Idealisierung offensichtlich adiabatisch
abgeschlossen. Folglich gilt fiir die Volumenarbeit, die durch ¥; reversibel in
disponsible Arbeit umgewandelt wird, nach (6.14):

AA paisp. = —AAy, = —AH.
Die gleiche Arbeit wird von AP reversibel an X1 weitergeleitet, das bedeutet:
AAjasp. = —AAyx,, = —AH;.

Da im Anfangszustand Ny = 0, und wegen der Homogenitét von H (S, p, N) ist
Hf; = 0. Entsprechend ist Hf = 0. Das bedeutet aber, dass

AHI = HIa und AHH = Hﬁ
sein muss. Nach obiger Uberlegung ist also
H{ = Hy. (6.17)

Daraus lédsst sich nun der Unterschied in der Entropie AS zwischen Anfangs-
und Endzustand bestimmen, ist ndmlich H = H(S, p, N) bekannt, so lasst sich
aus

H(SavaaN) = H(SevavN)
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AS = 5S¢ — 5% berechnen.

Fiir eine technische Anwendung ist jedoch nicht die Entropiednderung, son-
dern Temperaturanderung AT interessant. Um nun AT aus (6.17) berech-
nen zu kdénnen, miissen wir die Enthalpie H als Funktion von 7T ausdriicken:
H = H(T,p,N), dazu betrachten wir die Legendre-Transformationen von H
und G, es ist

H = U+pV
G = U+pV-TS
= H-TS.

Mit S(T,p,N) = —%(T,p, N) folgt dann

H(T,p,N) = G(T,p,N)+TS(T,p,N)
oG

Im Gegensatz zu H(S,p, N) ist H(T,p, N) nicht fundamental. Der Vorteil ist
aber, dass fir H(T,p, N) weiterhin (6.17) gilt:

H(TavaaN) = H(TevaaN) .

Um nun aber genauere Informationen {iber die Temperaturentwicklung zu er-
halten, ist eine differentielle Betrachtung des Prozesses sehr hilfreich. Betrachtet
man den Druckunterschied Ap = p;; — pr < 0 als infinitesimal, so ergibt sich bei
konstanter Teilchenzahl und Enthalpie

dTl = (£> dp
dp H,N

mit dem Joule- Thomson-Koeffizient (%) , dieser lasst sich aus H(T,p, N)
H,N

)
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bestimmen*:

dp ) m, (dT)p,N
Man erhélt somit
amy 060G
dp ) N  Op opoT
dT N
und
(ﬂ) _ oG G &G
dT ), x aT aT oT?
_ 0
- oT?
B TdS
B T ),

(6.18)

(6.19)

(6.20)

Der Differentialquotient (%)p  in (6.19) sagt uns nun, wie sich das Volumen

der Substanz mit der Temperatur &ndert, bei konstant gehaltenem Druck, da
diese Anderung proportional zum Volumen sein wird definiert man den isobaren

Volumenausdehnungskoeffizienten « als:

1 /dV
O[(T,p, N) = V <ﬁ>
p,N

(6.21)

4Die Kettenregel ist dabei nicht anwendbar, da H und N die ganze Zeit konstant gehalten

werden miissen,

(dT) _ (dT dH)
dp H,N dH dp H,N

fithrt also nicht zum Erfolg, vielmehr muss man sich das Differential von H betrachten:

OH OH OH
aif = 22 a1+ 22 gy + 2 aN
ar o, PN

fiir konstantes H und N ist dH = dN = 0 und somit:

0 = 8—HdT-i-achlp
oT op

_(LH) aT = (LH) dp
ar p,N dp T,N

() o
H,N

” - (#),



100 KAPITEL 6. TD TRANSFORMATIONSTHEORIE

Ferner derhilt man aus dem Differentialquotient (%“Ts)p i (6.20) die spezifi-

sche Wirme bei konstantem Druck:

(%%f)nN::(%%)an:zvqxnp). (6.22)

Sie besagt wieviel Warme dem System zugefiihrt werden muss, um eine Tem-
peraturdnderung um 1K zu erreichen.

Setzt man alles in (6.18) ein, so erhélt man schlieflich:

Cﬁ) _,Ta-1
ap ) u.n Ne,

Im Joule-Thomson-Versuch ist dp < 0, und da ¢, immer positiv ist, ist

1
dT 0 falls T'> —
= N W)

1
dT 0 falls T < — .
> alls < Oé(T,]L N)

Fiir das ideale Gas mit der Zustandsgleichung pV = NRT ist o - T = 1,
also auch dT' = 0. Fiir reale Gase hingegen gibt es eine Inversionstemperatur
T, = —15, sodass

dll < 0 falls T < T;
dl’ > 0 falls T > 1T;.

Gelingt es also ein Gas bis unter seine Inversionstemperatur abzukiihlen, so kann
man es durch adiabatische Dekompression noch weiter abkiihlen. Anwendung
findet dieser Prozess beispielsweise in der Luftverfliissigung mit dem Linde-
Verfahren.

Im letzten Abschnitt werden schon zwei sogenannte thermodynamische Koeffi-
zienten verwendet, ndmlich der Volumenausdehnungskoeffizient o und die spe-
zifische Warme bei konstantem Druck c,, ohne den Begriff der TD-Koeflizienten
einzufiihren. Dies soll nun im folgenden Kapitel geschehen.

5Fiir die hier betrachteten adiabatischen Prozesse ist a negativ, da eine Volumenvergrofe-
rung (dV > 0) immer eine Temperatursenkung (dT" < 0) zur Folge hat, sofern keine Wirme
zugefiihrt wird. Deshalb wird die Inversionstemperatur hier als T; = —é definiert.



Kapitel 7

Thermodynamische
Koeffizienten

Ziel: Wir wollen weitere thermodynamische Gréfsen bestimmen, die bequem
messbar sind, und aus deren Kenntnis Rickschliisse auf die Fundamen-
talgleichung gezogen werden koénnen. Es bieten sich hierbei besonders die
zweiten Ableitungen der Fundamentalgleichung in ihren verschiedenen For-
men (also der Potentiale) an. Diese zweiten Ableitungen nennt man die
thermodynamischen Koeffizienten.

7.1 Einige wichtige Koeffizienten

Volumen-Ausdehnungskoeffizient
1 /dV
() = 5 (57
V\dr/,

Isotherme Kompressibilitit

1 /dV
wr(T,p, Np) := v <d_p)
TN,

Spannungskoeffizient

d
BT,V.N) = (%)
V,N;

101
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Spezifische Wirmen

e Molwirme bei konstantem Volumen:
T (dS 1 /0Q
cy = — | — =— =
N\dr), N \dT),
e Molwirme bei konstantem Druck:
T (dS ) 1 (5@)
=== ==\
N \dT » N \dT »
BEMERKUNGEN:

e Diese Koeflizienten kénnen, wie oben bereits bemerkt auch durch zweite
Ableitungen der TD-Potentiale ausgedriickt werden, dies fiihrt wegen der
Vertauschbarkeit der Ableitungen zu Relationen der Koeffizienten unter-

einander.
ai<d_V) iiaﬁiﬁaﬁ_i<§>
Py \dT N, V oT op V op oT V \ dp T)Nl’
. Loa
N V op?

g (&) __00F_ 00F_(dS
\dT )y, 9TV v arT \dV ),y

e Die spezifische Wirme ist diejenige Warmemenge, die einer Substanz pro
Mengeneinheit (Mol, Gramm, etc.) zugefithrt werden muss, um eine Tem-
peraturerhdhung von 1K zu erreichen.

e Zur Herleitung der spezifischen Warme:

_ 1 oy, AQ_10Q  1TdS
CTNAT2AT T NdT N dT

durch die Ersetzung 6@ = T'dS erreicht man die Unabhéngigkeit von der
Flussgrofie Q.

o Es gilt zwischen den drei Koeflizienten a,, k7 und 8 universell die Bezie-
hung

ap = krfB (7.1)

Dies sieht man wie folgt:
Wir betrachten fiir N; = const., V = const. das Differential dV = 0 von



7.1. EINIGE WICHTIGE KOEFFIZIENTEN 103

V(T7pa Nl):
oV ov
=dV = ——dT'+ —d
0 \% a7 + p D
av av dp
o - (@), (%), (&)
ar ), dp ), \dT ],
= VOép - VIQTﬂ
op = Kpf
ged.
o Es gilt zwischen den Koeffizienten cy, ¢,, o und k7 die Beziehung
TVa?
cp—cv = Nep (7.2)

Das sieht man wie folgt:
Wir betrachten fir N; = const. die Differentiale von S(T,p, N;) bzw.

S(T, V, Nl):
ds ds
= (%), (),

ds ds
ds = (W)TdV—&— <ﬁ>vdT

In der ersten Gleichung setzen wir nun dp = ( j—g) v arl + ( j—{})T dV, und
erhalten somit:

_(dS dp dp s
i5-(5), (@), (&%), 2]+ (&) =

Nun vergleichen wir die d7T-Anteile und erhalten:

@), = &), (), (@),

N N ds
ov = 2c @)
T T 0 <dp)T
Benutzen wir nun noch (%)T = —6%% = —%% = — (%)p = —Va,
so erhalten wir mit (7.1)
oo v
A N rr

qed.

e Es wird sich sogleich herausstellen, dass sich bei konstanter Teilchenzahl
alle thermodynamischen Koeffizienten stets iiber drei Basiskoeffizienten
ausdriicken lassen. Meist wahlt man als Basis «,,, K7, cp.
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7.2 Basis-Koeffizienten

Wir wollen zeigen, dass wir stets nur drei Koeffizienten brauchen, aus denen sich
alle anderen dann ergeben. Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf Sys-
teme mit festen Molzahlen N; = const. . Wir betrachten die Grofien (%)y N
wobei x, yund z intensive Gréfien, extensive Grofen oder Potentiale sein kon-

nen.

Behauptung: Jeder dieser Differentialquotienten 1asst sich als Funktion der na-
tirlichen unabhingigen Variablen des Potentials U und den ersten
und zweiten Ableitungen des Potentials U nach diesen Variablen
darstellen, also:

2 2 2
(dz) — 4 S,V,aU ou o0°U o0°U 0°U
y

dx DS OV 852’ 9SOV’ OV?2
—~—
T —p
Bewelis: Das Differential von z lautet:
d d
dz = (—2) dz + (—Z> dy. (7.3)
dx Y dy) .

Sind unter z, y, z Potentiale, so ersetzen wir dx, ,dy, dz durch die
Differentiale dieser Potentiale, nach ihren natiirlichen Variablen. Da
wir uns hier fiir die Darstellung entscheiden, in der U Fundamental-
relation ist anstelle von S, und Systeme mit V; = const. betrachten,
sind diese Variablen nur S, V, T und p. Wir nennen diese totalen
Differentiale nun:

F; = B4dS + BiydV + BpdT + Bidp =Y _ Bidg; (7.4)

J

mit i = 0, 1, 2und j € {S,V, T, p}. Die Koeffizienten 3} sind entwe-
der gleich Null, konstant ungleich Null, oder durch die zu g; konju-
gierten Variablen gegeben. Wir erhalten fiir (7.3) also:
dz dz
Fy=(—),F — ) Fy. .
Um nur noch Terme mit dS und dV zu behalten, ersetzen wir dp
und dT' durch:

dp dp 0*U 02U
() gs4 (2 gL 45Ty
dp <dS)V S+<dV>j V=—gsav® sz
und
27 02U
ar = (T as + (Lysav = P854 OV 4y

ds av 052 ovas
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Dies eingesetzt in (7.4) liefert anstelle von (7.5) nun:

d d
%S + I%dV = (ﬁ) {TLdS + TLdv} + (d—;> {T%dS +T2dV}
— — z ———
Fo Y Fy F>

wobei die Koeffizienten 1"; Funktionen der Form

. . 2 2 2
lﬂ}:P}(&V’aU ou 0°U 0°U 6U)

0S8’ 0V’ 852’ 9SOV’ V2

sind. Der Vergleich der Koeffizienten liefert das Gleichungssystem:

dz dz
L= 2 [ %= — 10
L), e (5), -

Da dieses System inhomogen und linear unabhingig ist, kénnen die

Losungen fiir (g—;)y und (g—;) (unter anderem also fiir alle thermo-

dynamischen Koeffizienten) nur von den Koeffizienten I‘j» abhéngen,

d.h. sie hingen nur von denselben Variablen ab wie die I‘j-, namlich

gy U U 92U 9°U  d*U
» Vs 5529V 982> SOV 9V 2"

qed.
BEMERKUNGEN:

e Man beachte, dass sich unter diesen Variablen, von denen alle Grofsen
(%)y abhingen, drei zweite Ableitungen von U befinden, also drei ther-

modynamische Koeffizienten.

e Der soeben bewiesene Satz gilt nicht nur fir das Potential U(S,V') son-
dern kann analog auf alle anderen Potentiale iibertragen werden. Wihlt
man das Potential G(T,p), so erhélt man die Abhéngigkeit der Grofen
(%)y von einem Satz von Variablen, der die zweiten Ableitungen von
G(T,p) beinhaltet, also a,, k7, cp. Somit kann man alle thermodynami-
schen Koeffizienten auf diese drei (leicht messbaren) Koeffizienten zurtick-
fithren.

e Wie oben bereits bemerkt gelten alle gemachten Aussagen natiirlich nur
fiir konstante Teilchenzahl: N; = const. .
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7.3 Determinantenkalkiil

Ziel: Wir wollen Zusammenhinge zwischen thermodynamischen Koeffizienten
finden. Hierzu bietet sich als systematisches Verfahren des Determinan-
tenkalkiils an.

Funktionaldeterminanten:

Sei A eine differenzierbare Abbildungen zwischen zwei Rdumen R,und R), der
Dimension n. (Es miissen keine euklidischen Riume sein.)

A: R, — R,

R,>x+—Yy€R),
Also:
y =y(x)

mit
(ylu ey yn) = (yl(ifh ...,l’n), sy yn(CCL 7xn)

Dann ist die Matrix

Oy1 .. Our
Oz Oxy,
D= : :
Oyn ... OYyn
oxq Oxp
mit den Matrixelementen
dy; ..
Dij = (D)” = 1(1'1,...,1'”) 1,) € {17...,71}
8CCJ'

die Funktionalmatriz dieser Abbildung. Deren Determinante heifst Jacobi- oder
Funktionaldeterminante der Abbildung A, und wir notieren sie mit folgender
Schreibweise:

3(3/1,---,%) 8}’
D|=detD = —/——"< = =
DI = A(x1, ..y xn) 0%
Einige Rechenregeln
(i) Determinantenmultiplikationssatz:

|AB| = |A[[B]|

(giiltig fiir beliebige Determinanten).
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(ii) Mit den beliebigen Permutationen
P(,..,n)=

= (p(1), .., p(n))
Q(L 7”) = (Q(l)’ ) Q(n))

der Zeilen- und Spaltenindizes gehe die beliebige (n x n)-Matrix A in die
(n x n)-Matrix A’ iiber, gemifR

(A')ij =

(A)p(i).ats)
Dann gilt fiir die Determinanten:

|A'| = sign(P)sign(Q) A
Ein Beispiel mit der Jacobi-Determinante:

(Y2, Y15 s Yn)

_ 8(y15 Y2, 7yn) - 3(3/1, Y2, 7yn)
O(x1, T2y ooy )  O(X2, 21, ..., Tn) O(x1, T2y ooy Tp)
(iii) Kettenregel: Sei
z(x) = z(y(x))
dann gilt
o1 _ osy
ox Oy ox
(iv) Es gilt
ox 1
ox
(v) Esist
dy 1
Oy Ox
0x 5
(vi) Esist
(2,2, ..., Tn) 0z
O(x1, T2, ...y Ty G
denn D hat die Form
0 0z .. 02
oxq Oxo Oy,
0 1 ... 0
D= ;
0 0 1

entwickelt man die Determinante nach der ersten Spalte, so folgt sofort:
D| = 2= .

Bemerkungen:
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e Die Beziehung (vi) ist sehr wichtig fiir die Beschreibung der thermody-
namischen Koeffizienten, denn beispielsweise ist fiir S = S(7,V, N) und
N = const.:

_T (45 _Tals V) Tos
“V=nN\dar), " NoT V) NoT

Um diesen Zusammenhang klarer zu sehen, ist es wichtig zwischen den
abhéngigen Grofien S, V' und der unabhéngigen Variable T zu unterschei-
den. Deutlicher geschrieben sieht obiger Zusammenhang dann wie folgt
aus:

S\ _ 95 _ ovi _ o(v,Ya) _ (S, V)
vy 0T 90X, 0(X.,Y2) O, V)

ﬁ =

e Mit Hilfe dieser Rechenregeln kann man also jeden thermodynamischen
Koeffizienten durch drei andere Koeflizienten ausdriicken. Im folgenden
Beispiel wird mit diesen Regeln noch einmal die schon bekannte Beziehung
zwischen C), Cv, a, und sy ausgerechnet. Der Rechenweg wirkt hier
kompliziert und etwas willkiirlich. Eine systematischere Vorgehensweise,
die auf jeden Fall zum Ziel fiihrt ist in [Jel89, Abschn. 7.3.2.2, S. 155] zu
finden.

BEISPIEL: Berechnung der bereits bekannten Formel:

TVag
Cp —Cy = NIiT
Es sei in der folgenden Rechnung immer N = const.. Es ist nach
Definition:
T (dS
cy = —=|-—=
v N \dT ),
_ TosV)
 NO(T,V)
_ T o(S,p) 9(T,p) 9(S,V)
~ NO(T,p) O(T,V) 9(S,p) ’
Iy
formt man den zweiten Quotienten mit Hilfe von % = B(Tl, v =
’ A(T.p)
(%‘}) = —= um, so folgt:
» /T

1Y)
pVﬁT 8(5,])) ’

Cy =
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nun ldsst sich noch der letzte Quotient umformen 2%Y) — 9(L:p) 9(5.V)

.. a(S,p) 9(S,p) o(T,p)
somit 1st

cy

rechnet man die letzte Determinante einfach aus: 202:Y) — 939V _
a(T,p) aT dp
S av

ap o1 SO folgt:
0~ e L1 (ds0v_0sov
v "Vir Xe, \0T dp ~ 0p T

Zwischenschritt: Es ist nun zu beachten, dass S und V nun Funk-
tionen von {T,p, N} sind!. Giinstigerweise rechnet man
hier nun also mit der freien Enthalpie G(T,pN):

oS ov 0S5 oV dsS av
(T, p, N)=—(T,p,N) - =22 — (22 av.
aT( ' )ap( ., N) op 0T <dT)p<dp)T
N
_ <TCP>( VK,T)
. . 8S(T.p,N

Nun ist 290N — 206y — _%(a_g) S
und somit

SV aSav N %

oTop ~ opoT (T) <‘V“T>+(ﬁ)p<V%>

Also gilt:

2
Y

NIiT

1 1 [ N )
cy = —CPV—KIT% |:—?CPVK/T + (Vap) :| = Cp — VT

qed.

1Es kommen schlieflich nur Ableitungen nach 7" und p vor.

Y

_ 95
dp
oS

dp

(@),

(Vap)
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s\\\\T\\\\\“

Abbildung 7.1: adiabatische Kompression

7.4 Diskussion wichtiger Experimente

Ziel In diesem Nachtrag sollen noch vier Experimente mit Hilfe thermody-
namischer Koeffizienten beschrieben werden. Bei jedem der Experimente
werden dabei folgende Punkte systematisch abgearbeitet:

(i) Fragestellung
(ii) Welches Potential wird am besten verwendet?
(iii) Ergebnisse
1) mit gegebenem Potential und Zustandsgleichungen

2) Allgemeine Ergebnisse (ohne Kenntnis von Potential oder Zu-
standsgleichungen)

(iv) Fazit: Relevante Koeffizienten

Die adiabatische Kompression:

Ein Gas in einem abgeschlossenen, adiabatisch abgeschlossenen Gefdfs wird qua-
sistatisch komprimiert (siche Abbildung 7.1).

FRAGESTELLUNG: Wir geben eine Druckinderung Ap = p, — p, vor und unter-
suchen Volumen- und Temperaturinderung. (Statt der Druck- die
Volumenénderung vorzugeben wire auch moglich.)

POTENTIAL: Wir betrachten einen quasistatischen Prozess mit AQ = 0, das
bedeutet AS = 0. AS und Ap sind also bekannt. Man wahlt dem-
zufolge das Potential H (S, p).

ERGEBNISSE:
e mit gegebenem Potential H (S, p) und Zustandsgleichungen:
AT = T(S,pe) — T (S, pa)
AV =V(S,pe) = V(S,pa)

Die (noch unbekannte) Entropie S erhélt man durch Invertieren
einer Zustandsgleichung.
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e ohne Potential und Zustandsgleichungen:

Wir wissen bereits, dass S = const., demnach ist dT" = (‘fl—:;) B dp
1

o dp = ﬁlsdp, somit ist:
(#F)

aT

FaziT: Der adiabatische Spannungskoeffizient Bs (und seine Abhéngigkeit
von gut messbaren Koeffizienten) ist fiir die Beschreibung dieses Ex-
perimentes wichtig.

Die isotherme Kompression

Ein abgeschlossenes, an ein Wirmebad gekoppeltes Gas wird quasistatisch kom-
primiert.

FRAGESTELLUNG: Wir geben die Druckdifferenz Ap = p. — p, vor und interes-
sieren uns fiir AV und AS.
PoTENTIAL: AT =0, Ap bekannt, wihle also freie Enthalpie G(T, p)
ERGEBNISSE:
e mit gegebenem Potential G(7T,p) und Zustandsgleichungen S = S(T,p)
bzw. V =V (T, p):

AV — V(T7 pe) - V(T7 pa)
AS = S(T,pe)— S(T.pa)

Wie oben folgen die Temperaturen aus einer invertierten Zustandsglei-
chung.

e ohne Potentiale oder Zustandsgleichungen:

ds 8 G 8 9G av
as=(L)) dp=-L %= L0 (22 ap=—va,d
s <dp)T P="apor ™™ "arap (dT)p p = —Vaydp
dV = (ﬂ) dp = —Vkpdp
dp )

V (T, p) folgt also aus der Differentialgleichung in der zweiten Zeile. Damit
lasst sich dann auch der Warmefluss berechnen:

Pe
AQ=-T / V(T p)a(T, p)dp = TAS

Pa

FAzIT: Die wichtigen Koeffizienten sind hier also o, und k7.
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Abbildung 7.2: Skizze zum Versuch von Gay-Lussac

Die freie Ausdehnung (Versuch von Gay-Lussac)

Ein isoliertes Gesamtsystem ist in zwei Kammern unterteilt. In Kammer I be-
findet sich zu Beginn ein Gas und in II ein Vakuum. Dann wird die trennende
Zwischenwand entfernt (siehe Abbildung 7.2).

FRAGESTELLUNG: Gegeben seien V, und V., d.h. die Volumina, die das Gas
vor und nach dem Wegziehen der Wand zur Verfiigung stehen. Uns
interessieren AT und Ap.

POTENTIAL: Es ist AQ = AA = 0 und somit U = const., auferdem sind V,
und V. bekannt, wihle also S(U,V, N).

ERGEBNISSE:

e mit gegebenem Potential und Zustandsgleichungen:
Fithre AT und Ap mit Hilfe der Zustandsgleichungen S =
S(U,V,N), T=T(U,V,N), p=p(U,V,N) auf gegebene Gro-
fen zuriick.
Evtl. kann man ein unbekanntes U (T, V,, N) aus T(U,V, N)
erschlieflen.

e Ist U nur temperaturabhingig, also nicht explizit volumenab-
hangig (wie beim idealen Gas), so gilt AT = 0.

FAZIT: Der wichtige Koeffizient ist hier (%),

Der Joule-Thomson-Versuch

Siehe die ausfiihrliche Beschreibung von Kapitel 6. Es gilt hier H = const..
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= AT =T(H,pe,N) —T(H,ps, N)

1

dT 1
i (@),

Der wichtige Koeffizient ist hier also der isenthalpische Spannungskoeffizient B .
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Kapitel 8

Thermodynamische Stabilitat
und Phasenubergange

8.1 Thermodynamische Stabilitat

Endzusténde thermodynamischer Ausgleichsprozesse sind durch Extremalprin-
zipien gekennzeichnet (sieche Abschnitt 6.2.2)

Problem: Wir haben bei der Betrachtung von Ausgleichsprozessen stets nur
d(...) = 0, also Stationaritat gepriift. So stellt sich mithin die Frage, ob
die gefundenen Endzusténde wirklich auch stabil sind, d.h. ob es sich tat-
sdchlich um die gesuchten Extrema handelt.

U

o

(]

Abbildung 8.1: Extremum, aber kein Minimum

In Abb. 8.1 liegt zwar der Fall dU(Xy) = 0 vor, aber dort liegt nicht das ther-
modynamische Gleichgewicht, denn U ist dort nicht minimal. D.h. prinzipiell

115
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wiirde zwar ein System, das sich exakt im Maximum befindet, dort verblei-
ben, allerdings fiihrt jede noch so kleine Auslenkung zum Entfernen von diesem
Gleichgewicht. D.h. das System strebt solch ein “labiles” Gleichgewicht niemals
an.

Eine genaue Analyse zeigt, dass die zweite Ableitung in den meisten Féllen {iber
das wirkliche Extremalverhalten entscheidet. Es sei an dieser Stelle nochmals
darauf hingewiesen, dass wir die folgenden Betrachtungen in der Energiedarstel-
lung durchfiihren. Das im folgenden hergeleitete Stabilitdtskriterium gilt also
lediglich fiir Potentiale, die ein Minimalprinzip erfiillen (also insbesondere nicht
fiir die Entropie ).

Stabilitétskriterium
Sei x; extensive Variablen (Vj € {1,...,n})
f = f(z1,...,x,) eine differenzierbare Funktion.

fi = %(xl ,,,,, x,) die partielle Ableitung von f nach der i-ten Va-
riablen.

A f (1‘1, ceey ,Tj_l,l'j(l'l, vy Tj—1, fj, Tjt+1, ...,.I'n),l'j_i_h ,.”L'n) -
fizi(x1,...,xj—1, fj, xj41, ..., xn) die Legendretransformierte von f
beziiglich ;.

Dann zeigt sich®:
S| i
Pf =) ——(d¥ ) (8.1)
o Yy

und somit ergibt sich als Stabilitdtskriterium (“Minimumskriterium”):

FPfr>0 o Wl'>0  Vi=1,..n (8.2)

2Die Herleitung von Formel (8.1) benutzt zwar lediglich die Kettenregel, wird aber hier
wegen Threr Lange weggelassen.

Die im Stabilitétskriterium (identifiziere f = U) auftretenden Legendre-Transformationen
sind dann gerade die thermodynamischen Potentiale. Die zweifachen Ableitun-
gen miissen aber alle grofier Null sein. Das bedeutet:

Die Stabilititsbedingung (8.2) fithrt auch zu Anforderungen an das Vorzeichen
der TD-Koeffizienten, denn diese gehen ja gerade aus den zweiten Ableitungen
der Potentiale hervor.

Wenn die Stabilitdtsbedingung verletzt ist, kommt es zu Phaseniibergéngen.

BEMERKUNGEN:

e Ein grofier Nachteil des obigen Stabilitatskriteriums (8.2) ist, dass es ledig-
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lich fiir Ableitungen nach extensiven Variablen z; gilt, demnach sind auch
die Folgerungen fiir die Koeflizienten nur fiir solche Koeffizienten giiltig,
die aus zweifachen Ableitungen nach extensiven Grofien hervorgehen, also
insbesondere nicht fiir die von uns bisher betrachteten.

o Fiir die Ableitung nach intensiven Grofien dreht sich dias obige Stabilitéts-
kriterium gerade um. Der Grund hierfiir liegt in der Natur der Legendre-
Transformation (siche Kasten im folgenden Abschnitt 8.1.1).

Neben diesem unbewiesenen Weg wollen wir noch einen direkten Weg angeben,
der zeigt, wie die thermodynamischen Koeffizienten die Stabilitdt beeinflussen.
Bevor wir aber diesen Weg beschreiten, wollen wir uns zunichst noch mit der
Konvexitédt bzw. Konkavitdt von Potentialen beschiftigen.

8.1.1 Konvexitidt und Konkavitidt von Potentialen

(a) konkav (b) konvex

Abbildung 8.2: Konkave und konvexe Funktion

Ist f(x) konkav (s. Abb. 8.2 a), so folgt (mit 0 < A < 1):

fl@(N) = (1 =N f(zo) + Af(z1)
x(A) = (1—=XNzo+ Azy

Ist f(x) hingegen konvex (s. Abb. 8.2 b), so folgt:

flz(V) < (1=Xf(xo) + Af(x1)
x(A) = (1—=XNzo+ Azq

Umgangssprachlich ausgedriickt: Wenn man zwischen zwei beliebigen Punkten
2o und z; die Verbindungslinie zieht, dann liegen alle Funktionswerte von Punk-
ten zwischen z¢ und z; unterhalb (konvex) bzw. oberhalb (konkav) der Verbin-
dungslinie oder bestenfalls auf der Linie.
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BEMERKUNG: In differentieller Beschreibungsweise, d.h., wenn man die Punkte
xo und z7 beliebig nahe zusammen fiihrt, so fallen die Begriffe der
Konvexitit/Konkavitit gerade mit der Positivitat/Negativitdt der
zweiten Ableitung in diesem Punkt zusammen.

Es gilt:

Ist f(z) konvex/konkav in x, so ist f(y) konkav/konvexin y = %. Die Legendre-
Transformation vertauscht konvexes und konkaves Verhalten.

2
BEWEIs:  Sei % > 0 (& f ist konvex), dann ist

2 2
sl = sale) —ay)  mity =3l
9 [ofox Oa
- 5 laa 5]
B Ox
Sy

A A
N Ox N ox?
das heift, wenn es eine differenzierbare Umkehrfunktion y(z)gibt,
so gilt
*f . of
w>0 = 8—y2<07 WObely:%

und umgekehrt.

qed.

Die Entropie S(U,V, N;) ist konkav in den extensiven Variablen U, V, N;. Das
heifst:

| S(2() > (1= N)S(wo) +AS(a1) |

mit
x(A) = (1 —=XNzo+ Ary
zo = (Uo, Vo, Nio)
zy = (U1,Vi,Nn)

D.h. die Entropie zeigt bei Manipulation innerer Hemmungen konkaves Verhal-
ten.
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Die innere Energie U(S,V, N;) ist konvex in den extensiven Variablen S, V, N;.
Das heifit:

(U((N) < (1= \U(x0) + \U(21) |

mit
x(A) = (1—=XNzo+ Ay
ro = (S0, Vo, Nio)
1 = (Slv‘/laNH)

Die innere Energie zeigt folglich bei Manipulation innerer Hemmungen konvezes
Verhalten.

Beweis:  Wir beweisen zunéchst den Satz iiber die Entropie. Dazu betrach-
ten wir zwei Teilsysteme eines Systems 3. Das System >y habe die
Zustandsgrofen (1 — AUy, (1 — NV, (1 — AN)Nyo, das System 3 die
Zustandsgrofien AUy, A\Vi, AN;;. Dann gilt fiir das Gesamtsystem:

U = (1-NUo+ AU

Vo= 1=+

N, (1= AN + ANyt
=z(A) = (1—XNzo+ Ay

Am Anfang seien die Systeme isoliert, am Ende komplett offen. An-
fangs gilt:

S%x(A) = S((1=A)zo) + S(Az1)
Am Ende muss wegen des Maximalprinzips der Entropie gelten:
SA) = §%z(N)
Daraus folgt:

S(z(N)

Y

S (x(N)
S((1—=Nzo) + S(Azq)
= (1=X)S(zo) + AS(z1)

Dabei wurde benutzt, dass S homogen vom Grad 1 in allen Variablen
ist. Das Ergebnis ist aber gerade die behauptete Konkavitéit von S.

Der Beweis fiir die Konvexitét von U (S, V, N;) verlduft exakt analog.
Da aber fiir U im Gegensatz zur Entropie das Minimalprinzip gilt,
erhilt man am Ende konvexes Verhalten:

Uz(A) < (1 =NU(xo) + AU (z1)
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qed.

Mit dem vorherigen Satz (die Legendre-Transformation vertauscht konvexes und
konkaves Verhalten) gilt nun:

Die thermodynamischen Potentiale der Energiedarstellung sind konkav in
T, p, p; und konvex in S, V, N;.

8.1.2 Thermodynamische Stabilitét

Wir wissen, dass wir alle thermodynamischen Koeffizienten iiber die zweiten
Ableitungen von G darstellen kdnnen. Weiter haben wir gesehen, dass die Koef-
fizienten eine entscheidende Rolle bei Stabilitétsfragen spielen. Sei im folgenden
wieder, wie oben A € [0;1]

G(T,p, N;) ist konkav in T und p, d.h.:

G((1 = N)To + AT1, (1 — N)po + Ap1, Np)
(8.3)
> (1 = NG (To,po, Nio) + AG(T4,p1, Nin)

Um die Stabilitidt eines Systems mit freier Enthalpie G studieren zu konnen,
storen wir T', p nur ein wenig. Also:
T, =T+ AT, Ty="T, Stérung: AT
p1=p+Ap, po=p, Storung: Ap

Da wir die Auswirkungen einer kleinen Stérung betrachten, fithren wir auf bei-
den Seiten der Gleichung (8.3) eine Taylorentwicklung durch:

G(T,p, N) +A [Z8(T,p, N)AT + 9(T, p, N) Ap)
+3 S (T.p, N) (AT)® + 225 (T, p, N)ATAp + 5 (T,p, N) (Ap)°] +

0T op

> G(T,p,N) + A [34(Tp, )AT+ S (T, p, N)Ap]

+3 [ 52T, N)AT) + 258(T,p, V) 24T, )(Ap>}+

Man erhélt somit:

0?°G 0*°G 0*°G

A=) [aTz(T P N)ATY + 2700 (T.p, N)AT Ap 4 55 (T p. )(Ap)ﬂ >0

Da A(1 — \) grofer als Null ist, gilt:

[820 0?°G 0°G

(T N) (AT 4+ 207 N)AT A+ S S () (30 <0
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Definieren wir nun:

2 2
ZS(T.p.N) FS(T,p.N) )

Q(T7pa N) = T 5
- 86Tgp (T?p7 N) %pg (Tap7 N)

so konnen wir obige Gleichung umschreiben:

(AT, Ap )G(T,p,N) ( ﬁi ) <0 (8.4)

Da AT und Ap prinzipiell dabei beliebig sind, ist dies gerade die Definition
einer negativ semidefiniten Matriz.

Eigenschaften von GG

(i) G(T,p, N) ist negativ semidefinit.
(i)

0*G
0*G

det G(T,p,N) >0

(iii) Alle Eigenwerte von G sind nicht positiv.

Bedingung 2 folgt daraus, dass obige Ungleichung (8.4) ja fiir beliebige Werte
von AT und Ap gelten soll. Ware z.B die zweifache Ableitung nach T positiv,
so miisste man nur Ap gleich Null wahlen, und die obige Ungleichung wére nicht
mehr korrekt. Dasselbe gilt selbstverstindlich analog fiir die zweite Ableitung
nach p.

Wir haben den obigen Kasten aus dem Maximalprinzip abgeleitet; wegen der
Konkavitdt von G beziiglich 7" und p haben wir mehr als die blofe Stationariét
ausgenutzt. Insbesondere Bedingung 2 wurde durch die Konkavitdt impliziert;
wir wollen diese nun genauer betrachten.

T (0%°G

Cp = _N (W)p = Cp Z 0 (85)
1 <82G>

kp = —— | —=— =k >0 (8.6)
V\op? ),

Dies folgt direkt aus Bedingung 2. Ferner kann man ableiten:

a?a) <82G) ,<82G)2
il — ) - =detG(T,p,N) >0
<aT2 N\ ), \arap G(Tp,N)
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. 2 2 2
Mit (ng)p = —%cp, (%)T = —Vkr, ;T—gp = (%)p = Va,, folgt dann:
2
NVir [ VT3]
T N RT
2
Wegen cy = ¢p — %:—; (Formel 7.2) sehen wir somit (kr > 0; Formel 8.6):

Ccy 2 0 (87)

Fazit:

Positivitét dieser thermodynamischen Koeffizienten (cp, £, ¢y) impliziert dem-
nach thermodynamische Stabilitét, wie wir sie aus Erfahrung erwarten:

e Bei fester Temperatur verringert sich das Volumen unter Druckerh6hung
wegen xr > 0.

e Bei festem Volumen erhéht sich die Unordnung, also die Entropie, bei
Temperaturerh6hung wegen ¢y > 0.

e Bei konstantem Druck erhoht sich die Entropie bei TemperaturerhGhung
wegen c, > 0.
Dies ist insbesondere auch deshalb interessant, weil ¢, > 0 damit auch
aussagt, dass nicht alle Energie, die dem System durch die Temperaturer-
héhung zugefiihrt wird, durch eine Volumenvergréfierung (Volumenarbeit)
kompensiert werden kann, das ist aber gerade die Aussage des zweiten
Hauptsatzes der Thermodynamik.

Was aber geschieht, wenn wir uns mit unserem System in einen Bereich hinein-
bewegen, wo thermodynamische Stabilitdt nicht mehr gegeben ist? Dann muss
sich das System grundlegend dndern; es wechselt seine Phase.

8.2 Phaseniiberginge

Phaseniiberginge spielen eine sehr wichtige Rolle in der Natur, da sich die Ag-
gregatzustinde, z.B. fest oder fliissig, d&ndern kénnen. Betrachten wir ein

8.2.1 Konkretes Beispiel: Wasser

In Abb. 8.3 ist das Phasendiagramm zu sehen. Man liest so ein Diagramm fol-
gendermafien: Kennt man die Temperatur und den Druck, unter dem sich das
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P
Schmelzkurve
fest
Pciy-———=|-—=—=—=—-=--- :
iissi i Siedekurve
|
pr gaéfﬁrmig
1
Tr Te T

Sublimationskurve

Abbildung 8.3: Phasendiagramm von reinem Wasser

Wasser, in welcher Form auch immer, befindet, so kann man im Phasendia-
gramm diesen Punkt wie im Koordinatensystem (nur mit 7" und p statt mit x
und y) suchen. Je nachdem, in welchem Bereich er sich dann befindet. So liegt
z.B. bei niedriger Temperatur, aber hohem Druck die feste Phase vor.

BEMERKUNG: Im Gebiet der festen Phase (Eis) gibt es noch weitere Phasen,
die sich durch die Kristallstruktur unterscheiden; diese wurden hier
allerdings nicht eingezeichnet.

p

stetig

Pci-—-——=--=-----

Pr

unstetig
1

Tr Tc T

Abbildung 8.4: Zur Phasenumwandlung
BEMERKUNGEN:

e Auf den Koexistenzkurven existieren jeweils zwei Phasen gleichzeitig, zwi-
schen ihnen herrscht Phasengleichgewicht.

e Der Tripelpunkt ist der Schinttpunkt der drei Kurven, dort existieren alle
drei Phasen gleichzeitig. Er wird zur Eichung verwendet. Fiir Wasser gilt:
pr = 613,2Pa, Tp = 273,16 K.
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e Die Siedekurve endet im kritschen Punkt. Fiir Wasser gilt: pc = 22,09 MPa,
Te = 647,29 K. Auf einem Weg oberhalb des kritischen Punktes ist die
Phasenumwandlung gasférmig « fliissig stetig, darunter unstetig (s. Abb.
8.4).

fest

fllissig

T

Abbildung 8.5: Zur Dichteanomalie des Wassers

Sehr gut zu sehen im Phasendiagramm ist die bekannte Dichteanomalie des
Wassers, die allerdings nur fiir einen kleinen Bereich der Koexistenzkurve gilt,
némlich in der N#he des Tripelpunktes. Dies kann man folgendermafien sehen
(s. Abb. 8.5). Man setze sich auf den Punkt A; dort liegt Eis vor. Nun erhdhe
man den Druck kontinuierlich (eingezeichneter Pfeil). Das System wird dann
einen Zustand geringerer Dichte einnehmen. Wir sehen aber, dass wir dabei die
Koexistenzkurve passieren: Das Eis wird fliissig. Im fliissigen Zustand und in der
Umgebung des Tripelpunktes hat Wasser offenbar eine geringere Dichte als Eis.
Das ist als Dichteanomalie bekannt. Man sieht allerdings auch, dass man schliefs-
lich doch wieder zur festen Phase iibergeht. Denn die Wechselwirkungen, die die
Dichteanomalie verursachen (Wasser hat starke Dipol-Dipol-Wechselwirkungen
aufgrund seiner Struktur), kénnen den energetischen Vorteil der Kristallbildung
nicht beliebig kompensieren; je hoher der Druck, umso energetisch gilinstiger
ist eine Kristallbildung. Weitergehende Informationen sind in guten Chemiebii-
chern zu finden.

8.2.2 Geometrische Beschreibung von Phasen und Pha-
senumwandlungen

Betrachten wir ein Wasser-Eis-Gemisch. Am Anfang liegen nur Eiswiirfel vor,
am Ende nur noch Wasser. Dies geschieht dadurch, dass man eine konstan-
te Energiezufuhr gewéhrleistet, z.B. indem man ein Glas mit Eiswiirfeln ins
Zimmer stellt. Bei diesem Vorgang tritt eine stetige Umwandlung von Eis in
Wasser auf, wobei es neben den reinen Phasen auch Phasengemische gibt. Dies
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ist nicht zu verwechseln mit dem stetigen Ubergang durch Vermeiden des kriti-
schen Punktes bei fliissig-gasformig-Ubergsingen (oberer Weg in Abb. 8.4). Denn
in den Becher mit Eis-Wasser-Gemisch kann man trotzdem hineingreifen und
kleine Eiswiirfel herausholen, deren Phase unzweifelhaft fest steht. Das Eis hat
sich lediglich bereits zu einem gewissen Prozentsatz in Wasser umgewandelt.
Analog kann man beim Siedevorgang argumentieren - ein gewisser Prozentsatz
des Wassers hat sich in Gas umgewandelt. Vermeidet man hingegen die Sie-
dekurve, so findet die Umwandlung kontinuierlich statt: Die gesamte Substanz
ist dann weder richtig fliissig noch richtig gasformig, es ist nicht moglich, einen
gewissen Anteil als Fliissigkeit und den Rest als Gas zu identifizieren.

Kehren wir aber zuriick zu unserem Eis-Wasser-Phasengemisch. Man kann die
gemischten Phasen immer als Linearkombinationen reiner Phasen darstellen
(d.h. beispielsweise 70% Wasser, 30% Eis). Das bedeutet aber gerade, dass die
beteiligten Phasen (Wasser, Eis, Wasser-Eis-Gemisch) allesamt auf einer Gera-
den der U-Hyperflache liegen miissen. Zur Unterscheidung und Untersuchung
von Phasen und Phasengemischen bietet es sich demnach an, nach linearen Be-
reichen der U-Hyperfliche Ausschau zu halten.

Unsere Postulate 1-4 (Kapitel 2) haben noch keine Aussagen zu Phasen und
Phasengemischen gemacht. Hierzu stellen wir nun Postulat 5 auf:

PoOSTULAT 5

Jeder Gleichgewichtszustand ist eine reine Phase oder eine eindeutige Mischung
von reinen Phasen.

Abbildung 8.6: Eneregie- und Tangentialfliche fiir N; = const. VIe {1,...,L}

Wir wollen dies genau betrachten (Abb. 12.1):

Wir definieren uns dazu eine Energiefliche £(U) = {(U, S, V, N)|U = U(S,V, N;)}.
Dies ist nichts anderes als ein vierdimensionaler Graph (falls es nur eine Teilchen-
sorte ! gibt, ansonsten entsprechend héherdimensional); man tragt als Achsen
S, V, N; auf und als vierte Koordinate das U, das man erhilt, wenn man S, V, N
einsetzt. Vergleichbar ist dies mit einer dreidimensionalen Gebirgskarte, auf der
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die Koordinaten z,y aufgetragen sind und die Hohe durch h(z,y) gegeben ist.
Dann ist die entsprechende Fliche £(h) die Oberfliche des Gebirges.

Ferner sei T (€) die Tangentialfliiche im Zustand Z = (S,V, N;) an &, d.h. am
Punkt Z = (Z U(Z)).

Beachte: U ist konvex in S, V, N;. In unserer Gebirgsanalogie gesprochen: Es gibt
einen Talpunkt (oder eine Talsohle/-fliche), und aufierhalb geht es monoton im-
mer schneller steigend aufwirts. Dann liegt die Tangentialfliche stets aufserhalb
des Gebirges, d.h. unterhalb von £(U).

AuRerdem definieren wir die Beriihrungsmenge B: B = {Z = (U,S,V,N,)| Z €
EWU)NTZ(E)}, also durch die Menge an Punkten, die sowohl auf der Energiefla-
che als auch auf der Tangentialfliche liegen. Z heifst Berihrungspunkt. Benutzen
wir nochmals unser Gebirge, und betrachten wir als Beispiel alle Punkte mit mi-
nimalem % (bzw. U). Das ist also das Tal des Gebirges. Das kann ein einzelner
Punkt sein (der Tiefpunkt); dann besteht unsere Beriithrmenge, bezogen auf die
Tangentialfliche durch das Minimum, auch nur aus diesem Punkt. Es konnte
sich aber auch um eine ausgedehnte Talsohle handeln, d.h. eine Linie oder gar
Fléche mit konstantem A (bzw. U). Dann gehdren alle Punkte der Talsohle auch
zur Beriithrmenge, bezogen auf jene Tangentialfliche. Die Bertihrmenge ldsst sich
freilich auch fiir jede beliebige Tangentialfliche bestimmen.

Definition: Extremaler Punkt

Wir definieren: (direkt auf mehrere Phasen verallgemeinert):

Ist Z extremal, so gibt es keine zwei Punkte Z; und Z5 auf &, fiir die gilt:

Z=NZ1+(1=\)Z,

Dabei ist, wie iiblich, 0 < A < 1. Gibt es zwei solche Punkte Z; und Zs, so ist
7 micht extremal. Also auf deutsch: Findet man zwei Punkte Z; und Z5, deren
Verbindungslinie auch durch Z 14uft, liegt kein Extremum vor.

Es ist wichtig zu sehen, was dies bedeutet. Betrachten wir dazu wieder die Tal-
sohle, obwohl dieselben Uberlegungen auch fiir Bereiche fernab der Talsohle
gelten, denn die Konvexitit von U gilt fiir die gesamte Hyperflache. Stellen wir
uns also zundchst vor, wir hitten nur einen Tiefpunkt. Alle anderen Punkte
liegen dann hoher als der Tiefpunkt, so dass es niemals eine Verbindungslinie
zwischen zwei Punkten geben kann, die den Tiefpunkt enthélt (Abb. 8.7 a). Es
handelt sich also um ein Extremum. Anders sieht dies aus, falls wir eine ausge-
dehnte Talsohle, z.B. eine Gerade, haben. Dann gilt fiir alle Nicht-Randpunkte
der Geraden, dass es entlang der Geraden je einen Punkt links und rechts davon
gibt, auf deren Verbindung dann logischerweise der Nicht-Randpunkt liegt - wir
haben also damit nur an den beiden Randpunkten Extrema (Abb. 8.7 b).
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Z
1 Zs

Z Z 2y

(a) Z st extremaler (b) Z ist kein extremaler
Punkt Punkt

Abbildung 8.7: Zur Veranschaulichung der Definition eines extremalen Punktes

Wichtig ist auch, zu sehen, dass dieser Extremalbegriff nichts mit der {iblichen
Bedingung df = 0 zu tun hat. So gilt z.B. in Abb. 8.7 b am Punkt Z: df = 0.
Aber Z ist trotzdem kein Extremalpunkt. Umgekehrt sind auch Punkte extre-
mal, fiir die df = 0 nicht gilt. Im Extremfall einer strikt konvexen oder konkaven
Funktion sind alle Punkte extremal. Dies sieht man am leichtesten, wenn man
die Zeichnung einfach dreht (Abb. 8.8): Ganz offensichtlich ist auch hier Z ex-
tremal.

Zy

Abbildung 8.8: Auch ein Extremum...

Abb. 8.9 zeigt noch einige weitere Beispiele fiir Extrema bzw. keine Extrema.

Nun wollen wir natiirlich auch wissen, was man mit diesen Erkenntnissen anfan-
gen kann. Und dazu erinnern wir uns: Phasengemische liegen auf einer Geraden
der U-Hyperflache mit den reinen Phasen (Beispiel Eis < Eis-Wasser-Gemisch
— Wasser). Dies ist aber gerade die Bedingung, unter der Punkte nicht extremal
sind. Noch besser: U ist konvex, also ist es nur mdéglich, nicht-extremale Punkte
zu haben, falls diese Punkte auf einer Geraden liegen (und keine Randpunkte
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e Z
° L —

© Zl/Zz

(a) extremale Punkte

(b) nicht extremale Punkte

Abbildung 8.9: Weitere Beispiele

der Geraden sind)! Das heifit, es besteht eine eindeutige Beziehung zwischen
Extremalitdt und Phasenzustand:

Ist Z ein Extremalpunkt, so liegt bei Z eine reine Phase vor; falls Z nicht
extremal ist, so haben wir an diesem Punkt eine gemischte Phase.

Es gibt auch nicht eindeutige Gemische (Abb. 8.10); Z; bis Z, sind die einzigen
Extrempunkte in diesem Beispiel und représentieren vier verschiedene Phasen.
Aber keine Sorge, hier hilft uns Postulat 5: Solche nicht eindeutigen Gemische
sind physikalisch verboten.

Abbildung 8.10: Nicht eindeutiges Gemisch

Schauen wir uns Postulat 5 nochmal graphisch an: Gemischte Phasen sollen
eindeutig sein. Auf einer Geraden sind die Phasenverhiltnisse klar; auch bei
einem Dreieck kann man jeden Punkt im Dreieck mit Hilfe der drei Eckpunk-
te eindeutig einem Phasenverhaltnis (z.B. 1:2:3) zuordnen. Ab Polygonen mit
vier und mehr Ecken geht dies aber nicht mehr, weil sich jeder Punkt in der
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Ebene mit drei Punkten beschreiben lasst (bzw. mit zwei Vektoren, die densel-
ben Anfangspunkt haben); man kénnte in Abb. 8.10 den mittleren Punkt z.B.
mit Hilfe von Z; bis Z3 beschreiben oder z.B. auch mit Hilfe von Z5 bis Z4
usw. Genau das verbietet unser Postulat aber. Haben wir ein dreidimensionales
Gebilde (Beriihrungsmenge), das ist fiir mindestens fiinfdimensionale Graphen
& und Tz(€) moglich, so wire eine Pyramide mit dreieckiger Grundfliche (Te-
traeder) eindeutig, aber alles weitere nicht mehr usw. Wir erkennen also, dass
unser Bereich, in dem die Phase eindeutig sein soll, ein n-dimensionales Gebilde
mit genau n + 1 Eckpunkten sein muss. Man nennt solch eine Struktur einen
Simplez.

Die Beriihrungspunktmengen B sind stets Simplizes (Punkte, Geraden, Dreie
cke, Tetraeder usw.)

Da ein n-dimensionaler Simplex (oder kurz n-Simplex) genau n + 1 verschiede-
ne Eckpunkte hat, liegen im Phasengemisch n 4+ 1 Phasen vor. Ist U in einer
Umgebung strikt konvex, so sahen wir schon, dass damit alle Punkte Extrema
sind und in diesem Bereich nur eine reine Phase existiert (siehe z.B. Abb. 12.1).
Ist U hingegen nicht strikt konvex, so gibt es n-Simplizes und damit gemischte
Phasen. Da U allerdings eine Oberfliche darstellt, d.h. eine Dimension unter
der maximalen Dimension d (also der Anzahl der Parameter U, S, V, N,, Ny, ...)
liegt, ist n < d — 1.

Auf den Simplizes selbst ist U linear, d.h. die zweiten Ableitungen verschwinden.
Die thermodynamischen Koeffizienten zeigen also kein stabiles Verhalten; darauf
wollen wir spdter nochmals eingehen.

Betrachten wir im folgenden ein einkomponentiges System (z.B. Wasser). Die
Energiehyperfliche konnte dann z.B. so aussehen (die Koordinate N wurde weg-
gelassen, damit die Fliche zeichenbar bleibt) wie in Abb. 8.11 gezeigt.

U e Punkt (0-Simplex)

— Linie (1-Simplex)
‘\

Dreieck (2-Simplex)
Abbildung 8.11: Beispiel einer Energiehyperflache

9

Wir wollen dieses System nun diskutieren.

(i) Es gibt drei Gebiete, die aus einer Schar von 1-Simplizes bestehen. Da 1-
Simplizes Gemische aus zwei Phasen beschreiben, handelt es sich hierbei
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um die drei Koexistenzlinien. Man kann in Abb. 8.11 klar die drei Phasen
erkennen: Unterhalb des eingezeichneten Punktes befindet sich die fliissige
Phase, oberhalb das Gas, und der Bereich, der von den beiden anderen
abgetrennt ist, ist der Bereich der festen Phase.

(ii) Das Diagramm sieht deutlich anders aus als unser gewohntes T', p-Phasendiagramm.

Beachtet man aber: 5 5
U U

T—aS, P=—3y (8.8)
so haben wir eine Mdglichkeit, von der obigen S, V-Darstellung zum 7T, p-
Diagramm durch schlichtes Ableiten zu kommen. Wie man in (8.8) deut-
lich sieht werden im T, p-Diagramm lediglich die Anderungen von U in
(}en Variablen S und V aufgetragen (d.h. g—g gegen —g—g). Ist also die
Anderung von U in Richtung einer dieser Variablen konstant, d.h. es liegt
eine Linie mit konstanter Steigung vor (z.B.T = g—g = const.), so wird
diese auf einen Punkt im 7', p—Diagramm abgebildet. Die Summe dieser
Punkte bildet dann eine Koexistenzkurve.
In anderen Worten: Es zeigt sich, dass sich die 1-Simplizes bzgl. S, V wegen
der dortigen Linearitdt von U gerade auf einen Punkt im 7', p—Diagramm
zusammenziehen. Dadurch wird aus der Schar von 1-Simplizes gerade
eine Koexistenzkurve. Man bedenke bei der Vorstellung, dass im 7T, p-
Diagramm insgesamt weniger Information steckt, weil es ja nur zweidi-
mensional ist! Deutlich zu sehen ist das bei der Koexistenzlinie: Entlang
eines 1-Simplizes nimmt U konstant zu, was einer zunehmenden Umset-
zung z.B. von Eis in Wasser entspricht. Im T, p-Diagramm ist dieser Pro-
zess nicht zu finden (wie auch, U wird ja nicht aufgetragen): Man sieht
den Ubergang fest « fliissig nur als Uberquerung der (unendlich diinnen)
Koexistenzlinie; aus der Schar von 1-Simplizes ist eine Schar von Punkten
geworden, die die Koexistenzlinie bilden.

(iii) Die drei Gebiete enden auf einem 2-Simplex, der ein Gemisch aus drei

Phasen darstellt. Dort sind, analog zu den Koexistenzlinien, 7" = g—g und
p= —g—g konstant; es handelt sich um den Tripelpunkt im 7', p-Diagramm.

Auch das Dreieck ist dort zu einem Punkt kontrahiert, was allerdings eben-
falls zu erwarten war, da ja die ersten Ableitungen auch hier (innerhalb
des Simplizes) konstant sind (in einer Umgebung, in der {iberall d*U = 0
gilt, gilt logischerweise auch iiberall dU = const.). Man kann dieses Bild
auch allgemein erweitern: Jeder n-Simplex wird in der Phasendiagramm-
Darstellung auf einen Punkt kontrahiert.

(iv) Genau eines der drei Koexistenzgebiete endet in einem 0-Simplex, dem
sogenannten kritischen Punkt.

Und genau die Umgebung des kritischen Punktes wollen wir nun analysie-
ren. Dazu zeichnen wir jeweils einen Durchschnitt entlang der U, S-Ebene. Wir



8.2. PHASENUBERGANGE 131

schneiden uns also sozusagen kleine Scheibchen mit konstantem V' heraus; wiir-
den wir diese alle hintereinander legen, so hitten wir wieder den urspriinglichen
Graph. Dies zeigt Abb. 8.12.

U(S,V,N) Vi Voo o,

Vs

Vi

Koexistenzgebiet

Abbildung 8.12: Umgebung des kritischen Punktes

Man sieht also die Kurve U(.S) mit konstanten Parametern V und N. Fiir ver-
schiedene V' sieht man verschiedene Kurven, wobei V; < Vo < Vo < V3 < V)
gilt. Ferner erkennt man, dass im Koexistenzgebiet g—g = const. gilt. Aber wir
wissen noch mehr: Die Konstante ist ndmlich die Temperatur 7. Und somit kann
man eindeutig T¢ bestimmen. Stellt man im urspriinglichen Diagramm U (V)
statt U(S) dar, so kann man pc bestimmen. Beide Gréfien sind somit eindeutig

durch den Verlauf der Energiehyperfliche U gegeben.

Freie Energie:

U héngt nicht von den natiirlichen Variablen 7' und p ab, sondern von S
und V. In einem ersten Schritt gehen wir nun mittels grafischer Legendre-
Transformation zur freien Energie F(T,V, N) {iber. Dazu miissen wir das U(S)-
Diagramm Legendre-transformieren. Wir erinnern uns: Die Legendre-Transformation
vertauscht konvexes und konkaves Verhalten. Abb. 8.13 zeigt das Ergebnis.

Die Legendre-Transformation zieht die Gerade im U(S)-Diagramm auf einen
Punkt zusammen. Denn aus Steigungen werden in der Legendre-Transformation
Orte und umgekehrt. Da Geraden iiberall dieselbe Steigung haben, landet die
gesamte Gerade nach der Transformation an einem Ort, d.h. auf einem Punkt.

Man erkennt: S = —g—fTr ist unstetig fiir 7' < T¢ und stetig fiir 7' > T¢. Fir

T < T¢ liegen offenbar zwei Phasen vor; ein 1-Siplex auf der Energiehyperpflache

mit T = 9% = const. erzeugt einen Knick in F(T,V,N), der nur durch eine

Phasenénderung erklirbar ist.
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F(T,V,N) Vi
Va
Va

Ve
S

Koexistenzlinie

T(: T

Abbildung 8.13: Freie Energie F(T') mit N = const. fiir verschiedene Volumen
v

Freie Enthalpie:

Wir fiihren nochmals eine Legendre-Transformation durch und kommen so zu
G(T,p,N) in den natiirlichen Variablen T,p. In diesen Variablen ist G kon-
kav. Die Projektionen der drei Knicklinien auf die T, p-Ebene ergeben dann die
Koexistenzlinien bzw. das altbekannte Phasendiagramm in Abhéangigkeit von
T und p. Das muss auch so sein, denn im G(T, p, N)-Graph (mit N = const.)
wird jedem (7T, p) ein G zugeordnet, und aus dem zweidimensionalen wird ein
dreidimensionales Phasendiagramm (Abb. 8.14).

G(T,p,N)

Abbildung 8.14: Freie Enthalpie G(T, p) und Projektion auf die T, p-Ebene

Auf den Koexistenzlinien sind die ersten Ableitungen des Potentials G unstetig,
d.h.:
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v AT AT AT AT
My 3
T, Ts \Ic T8 N = const.
//k\
I
!
I
Pc p

Koexistenzgebiet

Abbildung 8.15: Zur Erlduterung der Ehrenfest’schen Klassifikation

%:SunstetigéAS:Sa—Sg;éO

95 — V unstetig = AV =V, — V3 #0
Dabei stehen « und g fiir fest, fliissig oder gasférmig. Ein solcher Phaseniiber-
gang heifst Phaseniibergang 1. Ordnung. Am kritischen Punkt sind alle ersten
Ableitungen von G stetig, mindestens eine zweite Ableitung ist jedoch unstetig.
Eine solche Phasenumwandlung heifit Phaseniibergang 2. Ordnung. Allgemein
gilt die Ehrenfestsche Klassifikation:

Ehrenfest’sche Klassifikation

Ein Phaseniibergang ist von n-ter Ordnung, wenn erstmals eine (oder mehrere)
der n-ten Ableitungen des Potentials G unstetig wird/werden.

Betrachten wir ein V, p-Diagramm (Abb. 8.15). Es zeigt sich:
V ist stetig fir T > T

V ist unstetig fir ' < T

Am kritischen Punkt ist V' stetig, aber %—V = —00 = KT = —%%—‘; = o0. Dies
entspricht der anfangs gemachten Bemerkung, die besagte, dass bei Phaseniiber-

gingen die thermodynamischen Koeffizienten singulér werden.

8.2.3 Qualitative Betrachtung von Phaseniibergingen

Wir studieren ein einkomponentiges System >, welches wir an ein Warmebad W
und ein Volumenbad V koppeln. Das Wiarmebad gibt dem System die Tempera-
tur 7" vor, der Druck p des Systems wird durch das Volumenbad fixiert. Auf diese
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Weise kdnnen wir 7" und p durchstimmen, wie wir es von Phasendiagrammen
kennen.

Wir wiahlen ein geeignetes Potential zur Betrachtung. Da wir uns 7" und p an-
schauen wollen, liegt es nahe, die freie Enthalpie zu betrachten: G(T,p, N) =
Nu(T,p). Betrachten wir ferner zwei Phasen mit Molzahlen N; und Ny (und
N = N;j + Ny = const..).

Frage: Unter welchen Bedingungen liegen die Phasen im Gleichgewicht vor?
Es gilt fiir beide Phasen:

Th=T=T

b1 =p2=Pp

Nach der Legendre-Transformation gilt:

Gl(TvpaNl) = Ul +p‘/l_SlT
GQ(TvpaNQ) == U2 +pV2—S2T
Daraus folgt:
G(T,p,N) = U+pV -5T

= (U1 +U2) +p(Vi + Vo) — (S1+ S2)T
= Gl(Tap7Nl)+G2(T7puN2)

Wir erhalten also mit der Gibbs-Duhem-Relation:

G(T,p,N) N1y (T, p) + Nopz(T, p)

Ni(p1 — p2) + Npo

Im Gleichgewicht wird G minimal. Wir machen nun eine Fallunterscheidung:

(1) pa(T,p) > p2(T, p)
Man sieht nun sofort, dass fiir Ny = 0 das Minimum erreicht ist, da man
ansonsten einen positiven Summanden addiert. Das heifst, dass nur Phase
2 im Gleichgewicht vorhanden ist.

(i) p1(T,p) < p2(T,p)
Analog erfiillt nun Ny = 0 die Minimalbedingung, folglich ist im Gleich-
gewicht nur Phase 1 vorhanden.
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(iii) (T, p) = p2(T' p)
Nun ist keine spezielle Verteilung ausgezeichnet, da G(T,p, N) = Npus
nicht mehr von N7 und N, abhéingt. Beide Phasen kénnen in einem belie-
bigen Verhiltnis koexistieren.

Koexistenzbedingung

Koexistenz zweier Phasen im Gleichgewicht ist also nur mdglich, falls die che-
mischen Potentiale beider Phasen gleich sind:

1 = U2 (8.9)

Dies ist auch graphisch sehr leicht zu sehen, wenn man sich G(N;) einmal auf-
zeichnet (Abb. 8.16).

G
1)_,

|
N C)
N o : N Ji5)
|
|

(2)

N N

Abbildung 8.16: Zur Minimumsbestimmung von G

Was bedeutet dies anschaulich? Wenn die beiden Phasen ein unterschiedliches
chemisches Potential haben, so existiert nur die Phase mit geringerem chemi-
schen Potential. An dieser Stelle ist es vielleicht sinnvoll, darauf zu verweisen,
dass man das chemische Potential nicht unbedingt mit chemischen Begriffen
wie Elektronegativitat verwechselt. Chemisches Potential ist ein Oberbegriff fiir
alles, was Teilchen dazu bewegen kann, sich in eine bestimmte Richtung zu be-
wegen. Da es in unseren bisherigen Systemen aber keine Ladungen oder sonstige
Wechselwirkungen gibt, ist eine chemische Wechselwirkung auch nicht moglich.
Wir konnen stattdessen fiir das chemische Potential im Ubergang fliissig «
gasformig den Dampfdruck des Wassers identifizieren (wobei der Dampfdruck
nicht gleich dem chemischen Potential ist), bzw. als Gegenspieler den Druck des
Gases. Der Dampfdruck ist dabei definiert als der Druck, der sich in einem ab-
geschlossenen Geféafi oberhalb der Fliissigkeit einstellen wiirde, da immer wieder
Teilchen die Fliissigkeit verlassen. Fiir fliissig-gasformig-Uberginge gilt:
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Phaseniibergang: fliissig - gasformig

Eine Substanz siedet, wenn der Dampfdruck der Fliissigkeit den dufseren Gas-
druck {iberschreitet (oder zumindest erreicht; dann verlduft die Umwandlung
allerdings nicht vollstdndig). Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Teilchen
die Fliissigkeit verlassen, grofer als die Wahrscheinlichkeit, dass Teilchen aus
dem Gas in die Fliissigkeit zuriickgedriickt werden. Die Siedetemperatur steigt
also mit dem &uferen Druck, der Siededruck sinkt mit steigender Temperatur
(da dann mehr Teilchen die Energie haben, die Fliissigkeit zu verlassen).

Am kritischen Punkt verliert der Dampfdruck seine Bedeutung, weil die ther-
mische Energie der einzelnen Teilchen so grof ist, dass die Fliissigkeit keinen
Bestand mehr hat und sich auch unter hohem Druck &hnlich wie ein kompri-
miertes Gas verhilt.

Allgemein ist unsere Erkenntnis also logisch: Solange es wahrscheinlicher ist,
dass ein Teilchen von Phase 1 zu Phase 2 wandert als umgekehrt, haben wir
kein Gleichgewicht. Bleiben Temperatur und Druck stets konstant (und somit
auch die chemischen Potentiale), so wandern also alle Teilchen in die wahrschein-
lichere Phase. Eiswiirfel in einem Glas schmelzen im Raum komplett, Wasser
im Kochtopf verdampft usw. Beeinflussen hingegen die Umwandlungen die du-
fere Temperatur bzw. den Druck, so dndern sich die chemischen Potentiale bis
zum Gleichgewicht. Das ist das Analogon zu einer chemischen Reaktion: Auch
dort wandern alle Teilchen solange entlings dem Gefille, bis sie dadurch das
Gefille kompensiert haben. Dieses fundamentale und eigentlich triviale Prinzip
findet man iiberall in der Chemie und Physik (z.B. beim Aufbauen des Hall-
Feldes beim Halleffekt, bei der Osmose durch eine Membran oder auch einfach
bei Wasser, das solange nachflieft, bis es iiberall dieselbe Hohe hat), und nichts
anderes haben wir hier fiir thermische Prozesse auch nachgewiesen. Dass wir als
Lésungen fiir Ungleichgewichte N1 = 0 bzw. No = 0 gefunden haben, lag an der
Tatsache, dass wir p und T konstant gehalten haben; damit kann das Gefélle
durch die wandernden Teilchen niemals ausgeglichen werden.

Betrachten wir wieder unser Phasendiagramm: Durch die Koexistenzbedingung
w1 (T,p) = pe(T,p) wird das T, p-Diagramm in zwei Bereiche unterteilt, wo
jeweils nur eine Phase vorliegt (Abb. 8.17). In Bereich 1 und 2 sind die Phasen
rein, auf der Koexistenzkurve koexistieren sie.

Entropieverhalten beim Phasdeniibergang

Wir wollen im folgenden das Entropie-Verhalten beim Phaseniibergang unter-
suchen. Wir betrachten hierzu die Funktion S(7T’,p) bei verschiedenen Driicken
unter, tiber und auf der Koexistenzkurve (p1, p2, po) und bei gleicher Tempera-
tur. Es gilt S = —g—g. Also:
~NZ4 Gebiet 1, p < po(T)

NZ#, Gebiet 2, p > po(T)

s(r.n) = {
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P
2
P2r----- (j’?’. Tr)
Potr----- \
0 Koexistenzkurve
1
Prt--f--
T

Abbildung 8.17: Beispiel einer Koexistenzkurve

Somit gilt beim Phaseniibergang:

. Opia Opy
AS(T) = N lim {(—> - (%) }
=05 \(NOT ) pepomyrs N T/ peporys

Die Differenz muss nun nicht unbedingt Null sein (auch wenn dies prinzipiell
nicht ausgeschlossen ist). Die Entropie verandert sich bei einem Phaseniibergang
i.a. unstetig. Fiir das Volumen V = % gilt mit analoger Rechnung dasselbe: Im
allgemeinen Fall wird sich das Volumen (und damit auch die Dichte) beim Pha-
seniibergang sprunghaft verindern. Das bekannteste Beispiel dafiir sind Eiswiir-
fel, die auf dem Wasser schwimmen, obwohl beide Phasen dieselbe Temperatur
haben. Also:

Entropie und Volumen #ndern sich beim Phaseniibergang i.a. unstetig.

Man betrachte dazu auch Abb. 8.18.

Betrachten wir die thermodynamischen Koeffizienten.

T (dS

v = (7).,
1AV

v = 7 ().,
1 fav

o= v (),

Alle diese thermodynamischen Koeffizienten sind singuldr beim Phaseniiber-
gang, wenn S und V unstetig sind (was in allen realen Problemen so ist).
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; -
To(po) T

To(po) T
Koexistenzkurve
Po
| isobarer
| Prozess
To(po) T

Abbildung 8.18: Unstetigkeiten in S und V' bei isobaren Prozessen

BEMERKUNG: Wir haben gesehen, dass beim Phaseniibergang c, = oo gilt. Es
muss also Warme zugefiihrt werden, ohne dass sich die Temperatur
dndert, um den Phaseniibergang durchzufiihren. Nur so ist ¢, = oo
zu realisieren. Diese zugefiihrte Wérme nennt man latente Warme:

QI =TAS

Dabei ist die Temperatur konstant. Auch die latente Wirme ist uns
aus dem Alltagsleben bekannt: Wir schwitzen und kiihlen damit den
Korper ab. Denn die Fliissigkeit auf der Haut verdunstet (wechselt
die Phase); die dafiir notige latente Warme wird der Haut entzogen,
und die Temperatur so reguliert.

8.2.4 Die Clausius-Clapeyron-Gleichung

Wie im letzten Abschnitt gesehen haben, existieren bei einem Phaseniibergang 1.
Ordnung zwei oder mehr Phasen. Fiir ein einkomponentiges Fluidum existieren
zwei Phasen auf den Koexistenzkurven.

Frage: Wodurch kann die Koexistenzkurve beschrieben werden?



8.2. PHASENUBERGANGE 139

Zur Losung dieses Problems betrachten wir uns die oben hergeleitete Koexis-
tenzbedingung (8.9) nochmals genauer:

0 = i (T,p(T)) — s (T, p(T))
é?mquaw—uﬂﬂp@M
_ 0w Opg (3M1 5N2> dp
T 9T 8T dp  Op

= ——AS+ AVﬂj

Dies folgt aus der Darstellung S = gg, V= BG und G = Ny, , wobeii = 1,2
je nach Phase ist.

Man erhélt somit die

beginmybox

Clausius-Clapeyron-Gleichung:

op AS
e (8.10)

endmybox

8.2.5 Van-der-Waals-Systeme

Das ideale Gas zeigt keinen Phaseniibergang, da alle Ableitungen von G stetig
sind. Auch anschaulich wére schwer zu verstehen, wie ein System von Teilchen,
die in keinster Weise untereinander wechselwirken (keine Anziehungskrifte, und
auch keine Stofle, denn die Wahrscheinlichkeit, dass zwei punktformige Teilchen
kollidieren, ist Null), irgendein geordnetes System schaffen konnen. Ein ideales
Gas kann somit kein reales einkomponentiges System (wie z.B. Wasser) korrekt
beschreiben. Eine bessere Beschreibung (inklusive Phaseniibergang) liefert das
van-der-Waals-System. Dazu betrachten wir die molare Zustandsgleichung, d.h.
die Zustandsgleichung fiir ein Mol:

- = (8.11)

Dabei ist v = % das Molvolumen, d.h. das Gesamtvolumen geteilt durch die
Stoffmenge (Anzahl Mole) im System. Um die Gleichung zu motivieren, miissen
wir uns iiberlegen, wie wir das System beschreiben wollen. Eine genaue Herlei-
tung folgt in Teil
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(i) Reale Molekiile haben ein Eigenvolumen Vipolekin. Damit vermindert sich
das insgesamt verfiigbare Volumen pro Mol Teilchen um das Kovolumen
b= Na - VMolekiil-

(ii) Da die Molekiile sich untereinander anziehen, ist der effektiv an der Wand
gemessene Druck geringer (die Teilchen werden ja von der Wand wegge-
zogen). Dies wird dadurch beriicksichtigt, dass ein weiterer Term subtra-
hiert wird, der eine umso geringere Rolle spielt, je grofer das Volumen ist.
Denn der beobachtete Effekt ist ein Oberflicheneffekt, aber die Oberflache
wichst schwicher an als das Volumen. Der Faktor v% ist hier allerdings in
dieser Form nicht erklarbar, wir werden dies aber nachholen. ¢ nennt man
den Binnendruck.

Anhand von Gleichung (8.11) sieht man:

Fiir v — oo geht die van-der-Waals-Gleichung in die ideale Gasgleichung {iber,
da weder Anziehungskrifte (bei riesigem Abstand der Teilchen) noch Eigenvo-
lumen der Teilchen eine Rolle spielen. Daher verhalten sich auch alle Gase bei
niedriger Dichte (grofer Teilchenabstand) und hoher Temperatur (Wechselwir-
kungen vernachléssigbar gegen die kinetische Energie der Molekiile) in etwa wie
ideale Gase.

Pc

Abbildung 8.19: p, V-Diagramm des van-der-Waals-Gases fiir verschiedene Tem-
peraturen T und N = const.

Zeichnet man das p, V-Diagramm (bei konstanter Temperatur T'), so erhélt man
ein Diagramm wie in Abb. 8.19. Es zeigt sich:

e Es gibt eine kritische Isotherme:

9p ( -
gileve) =01 .«
W(TCUVC):O
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-1
Denn: kp = —% g—g . Am kritischen Punkt ist x7 also divergent, was

einen eindeutigen Hinweis auf einen Phaseniibergang gibt.

o Fiir T' > T¢ ist g—"} < 0, also ist kK > 0. Das System ist folglich stabil

(sieche Abschnitt 8.1.2).

o Fiir T < Tound V < V= (T) baw. V > VH(T) ist 22 < 0, also ist auch
hier das System stabil.

e Falls jedoch T'< T und V—(T) < V < VH(T) ist, so gilt: g—"} > 0, d.h.
k7 < 0. Hier ist das System nicht stabil.

Fraglich ist nun, was genau in diesem instabilen Bereich geschieht. Genauer
gefragt: Wie wird sich das System beim Ubergang verhalten? Oder noch préziser:

v

Abbildung 8.20: Einige mdgliche (7) Wege beim Phaseniibergang

Frage: Welcher Weg wird nun vom System gegangen? (Abb. 8.20)

Antwort: Betrachten wir das chemische Potential:

dp = —s(T,p)dT + v(T,p)dp

Dies ist die bekannte Gibbs-Duhem-Relation (v = ¥, s = %). Wir betrachten
hier einen isothermen Prozess, d.h. dT" = 0. Also:

du = o(T,p)dp

Somit gilt also:
w(To,p) = / v(To, p)dp + ii(To, po)
p



142 KAPITEL 8. TD-STABILITAT UND PHASENUBERGANGE

Wir haben nun allerdings ein Problem: Wie wir gesehen haben, ist V' (p) (und da-
mit v(p)) keine Funktion, denn eine Funktion ordnet jedem p-Wert genau einen
Wert fiir V' zu. Wir teilen unser Integral also in drei eindeutige Integrations-
intervalle auf (Abb. 8.21). Diesen Intervallen werden die chemischen Potentiale
wr, porr und prrr zugeordnet. Der Schnitpunkt der p; entspricht dann dem Pha-
senilibergang.

v

Abbildung 8.21: Dreiteilung des Integrationswegs

Anhand der Abbildungen ?? bis wollen wir nachvollziehen, was geschieht.

Uberlegen wir uns zunichst, wie man s, iiberhaupt bestimmt. Wegen du = vdp
ist p also die Flache unter der Kurve v(p). Wir zunéchst iber Teil I. Das Ergebnis
ist in Abb. 8.22 a gezeigt. Mit steigendem p nimmt also die Fléche immer weiter
zu und wird maximal, wenn wir komplett {iber Teil I integriert, d.h. den ersten
Umkehrpunkt erreicht haben.

Dort angelangt fingt Teil IT an. Damit lduft man nun aber zuriick, d.h. man

()

‘ 1 un(p) 4 (p)
} E\ I
P ) P
(a)  Integration (b)  Integration (¢)  Integration
tiber Teil 1 iiber Teil 11 iiber Teil III

Abbildung 8.22: Integration von v(p)
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subtrahiert die Fliche, iiber die man integriert, nun von der Gesamtfliche.
wird also immer kleiner, bis man den zweiten Umkehrpunkt erreicht (Abb. 8.22
b).

Schliefslich integriert man {iber den sich anschlieffenden Teil III. Damit nimmt
p wieder zu (Abb. 8.22 c).

Den Verlauf von p kann man sich auch in einem Diagramm aufzeichnen. Zu-
néchst steigt p an, aber der Anstieg wird allmahlich schwicher. Ab dem Um-
kehrpunkt wird p wieder kleiner, bis man den zweiten Umkehrpunkt erreicht
und p wieder wéchst. Da allerdings v(p) im Verlaufe der Kurve stindig kleiner
wird, wird auch der Betrag der Steigung von p immer kleiner (Abb. 8.23).

: instabil
[y / /mctastahil
/ Hrir
i
metastabil ! stabil
M !
|
l
Ps »

Abbildung 8.23: Der Verlauf von p

Der wirkliche Verlauf wird nun stets durch das geringere chemische Potential
wiedergegeben, denn wenn ein System zwei Verhaltensmoglichkeiten hat, so wird
es stets die mit dem geringeren chemischen Potential verbundene Mdglichkeit
wéhlen. Dieses Prinzip des kleinsten Widerstandes hatten wir etwas weiter oben
schon betrachtet. Am Punkt pg gilt offensichtlich: p; = pyrr. Also koexistieren
hier zwei Phasen, und G = Ny hat hier einen Knick. Bei pg liegt folglich ein
Phaseniibergang vor.

Es liegt nun natiirlich nahe, zu fragen, wie man pg bestimmen kann. Die Me-
thode dazu nennt sich Maxwell-Konstruktion und ist in Abb. 8.24 gezeigt. Denn
wann ist prrr = pr? Im Bild wird dies ganz deutlich: Wenn die Fléiche F. gleich
der Fliche F_ ist. Denn in Teil I schiefst man zunéchst iiber das Ziel hinaus,
kehrt dann in Teil IT um und zieht dann wieder zuviel ab. Am Punkt pg kom-
pensiert sich gerade Beides. Somit ist der Verlauf des Systems bestimmt. Die
sprunghafte Anderung des Volumens kennen wir bereits als Charakteristikum
eines Phaseniibergangs. Somit konnen wir in Abb. 8.19 mit unseren Erkenntnis-
sen nun Koexistenzgebiet und Kurvenverlauf einzeichnen (Abb. 8.25).

BEMERKUNG: Das soeben konstruierte van-der-Waals-Gas beschreibt reale Sys-
teme sehr gut. Es zeigen sich im Experiment allerdings Hysterese-
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V

S .

Abbildung 8.24: Die Maxwellkonstruktion

Effekte (Abb. 8.26). Hysterese tritt generell bei Phaseniibergingen
erster Ordnung auf. Sie hingt mit der Metastabilitdt des Systems
zusammen. Denn wir wissen ja , dass es durchaus noch einen meta-
stabilen anderen Weg gibt (siche Abb. 8.23).Das Phasendiagramm
sieht dann aus wie in Abb. 8.26.

Diese Hystereseeffekte sind aus dem Alltag bekannt: Fliissigkeiten
z.B. konnen “iiberhitzen” oder “unterkiihlen”. Die Lebensdauer sol-
cher instabiler Zustadnde ist manchmal recht grofs. Allerdings bewir-
ken kleine Schwankungen oft sofort den Zusammenbruch des insta-
bilen Zustandes und den Ubergang in die stabile Phase. Beispiels-
weise reicht bei unterkiihlten Fliissigkeiten oft schon ein Schiitteln
oder Riihren, um sofortige Kristallisation zu erreichen.

8.2.6 Die Gibbs’sche Phasenregel

Allgemeine Aussagen iiber Phasendiagramme, d.h. ohne Betrachtung eines Mo-
dellsystems wie dem van-der-Waals-Gas, sind sehr kompliziert, wenngleich wich-
tig. Eine Grundaussage ist die Gibbssche Phasenregel:

Gibbs’sche Phasenregel

Koexistieren M Phasen eines L-Komponentigen Systems, so bilden diese eine
f = (L — M + 2)-dimensionale Mannigfaltigkeit des Zustandsraums.

/
|
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fliissig

gasformig

Koexistenzgebiet

Abbildung 8.25: p, V-Diagramm mit Koexistenzbereich

Das bedeutet insbesondere, dass wegen f > 0 nur L + 2 Phasen maximal ko-
existieren konnen. Der Tripelpunkt ist also bereits das Maximum an Phasenko-
existenz, das fiir Wasser erreichbar ist.

Die Begriindung findet die Gibbssche Phasenregel in folgender Uberlegung:
Wenn M Phasen im Gleichgewicht existieren, miissen die chemischen Poten-
tiale in jeder Phase fiir alle Komponenten gleich sein; d.h.
ugl):ugz):...:ul@) Vie{l,...,M}

Urspriinglich hat das System L + 2 Parameter, also L + 2 Freiheitsgrade. Bei M
Phasen, d.h. den obigen M Bedingungen, bleiben f = L 42— M Freiheitsgrade.
Maximal méglich, damit die Gleichung l6sbar bleibt, sind M = L + 2 Phasen in
Koexistenz.

Damit ist die Betrachtung der Thermodynamik abgeschlossen. Im folgenden Teil
werden wir uns der mikroskopischen Theorie widmen, die unsere makroskopi-
schen Schliisse rechtfertigt. Insbesondere der Entropie wird dabei eine Schliissel-
rolle zufallen. Wir haben bisher die Entropie als Grundkonzept {iber dQ = T'dS
eingefiihrt, aber begriindet wurde dieser Ansatz zunéchst eigentlich nur dadurch,
dass uns die Wirklichkeit Recht gibt. Ebenso ist bisher auch nicht einzusehen
gewesen, warum die Entropie immer zunimmt (oder hdchstens gleich bleibt).
All dies wird in der statistischen Mechanik geklart.
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Abbildung 8.26: Hystereseeffekt



Teil 11

Statistische Mechanik
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Kapitel 9
Das Grundproblem

Ziel der Statistischen Mechanik ist, wie bereits angesprochen, die mikroskopi-
sche Begriindung der Thermodynamik.

Es gibt 2 Wege zur Begriindung (Abb. 9.1):

(i) Begriindung nach Boltzmann:
Basiert auf der Ergodenhypothese und geht von der mikroskopischen, d. h
von der Hamilton’schen Dynamik, aus.

(ii) Begriindung nach Jaynes:
Basiert auf einem probabilistischen Ansatz, dem Jaynes’schen Prinzip.

SM

Ergoden- Jaynes’sches
hypothese Prinzip

Abbildung 9.1: Zur Begriindung der Thermodynamik durch die Statistische Me-
chanik

Zunichst fiihrt uns die Zielfiilhrung auf das Problem der Vorhersage der ma-
kroskopischen Variablen U, V und N . Das heifst es stellt sich die Frage nach
den Fundamentalgleichungen. Zur Beantwortung dieser Frage bietet es sich an,

149
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zunéchst den Begriff der Entropie S(U, V, N) zu begriinden, was wiederum zum
mikrokanonischen Ensemble fiihrt. Dies ist grob skizziert der Weg, den wir in
diesem Teil des Skriptes gehen wollen.

BEMERKUNGEN:

e Wir wollen die gesamte Theorie anhand der Ergodenhypothese herleiten,
und das Jaynes’sche Prinzip am Ende kurz diskutieren.

e Die dabei verwendete mikroskopische Theorie macht konzeptionell keinen
Unterschied zwischen klassischer und quantenmechanischer Betrachtung.
Die Art der Berechnung manifestiert sich jedoch im Resultat.



Kapitel 10

Grundlegende Begriffe

Bevor wir auf die Ergodizitét eingehen, wollen wir wichtige klassische und quan-
tenmechanische Begriffe kldren.

10.1 Klassischer Fall

Statistisches Ensemble

Sei die Gesamtheit G eine sehr groRe Anzahl identischer Systeme®.

x = (q,p) € I' ein Punkt im Phasenraum I' (="Phase? des Sys-
tems”), der im Fall punktférmiger Teilchen (f = 3N) die Dimension
dimT = 2f = 6N hat.

g(x) die Verteilungsdichte der Systeme iiber dem Phasenraum T, die
gemif G = [ g(x)dl die Gesamtheit G zuriickliefert.
r

Sei ferner zur Zeit ¢t die Phase x dieser Systeme durch die Angabe aller mikro-
skopischen Variablen (=Komponenten von x) festgelegt.

Dann ist zum einen
g(x) dl’

die Anzahl der Systeme, deren Phasen zur Zeit ¢ im infinitesimalen Phasen-
raumvolumen dI" = d?/z zusammenliegen.

Ljdentisch” heift hierbei, dass alle Systeme zumindest gleiche Teichenzahl N und gleiches
Volumen V haben.

2«Phase” bezeichnet hier nicht die thermodynamische Phase (fest, fliissig, gasférmig), son-
dern vielmehr die Gesamtheit der mikroskopischen Variablen (Ort, Geschwindigkeit jedes Mo-
lekiils), die den Zustand des Systems restlos festlegen.

151
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Und zum anderen )
g\xX
p(x) = o
die Warscheinlichkeitsdichte dafiir, dass ein beliebig aus der Gesamtheit heraus-
gegriffenes System zur Zeit ¢ eine Phase um den Punkt x besitzt.

Als statistisches Ensemble bezeichnet man dann die hier eingefiithrte Gesamtheit
G mit den obigen Eigenschaften und Funktionen.

Die Liouville-Gleichung

Die Gesamtzahl der Systeme dndert sich nicht, das bedeutet, dass sich die Zahl
der Systeme in einem Phasenraumbereich nur durch einen “Systemfluss durch
die Oberflache dieses Bereiches ergeben kann, das bedeutet es gilt (analog zur
Ladungserhaltung in der Elektrodynamik):

% +divj=0
mit j = gv = g%, der “Systemflussdichte”.
Wegen der kanonischen Bewegungsgleichungen ¢; = g—g und p; = —g—Z ist
OH OH
={a}. = — .4~ Vie{l,...,N
v=ti o= ({5} {-50})  view..m
und damit
_ 99 N~ [0(gd) | O(gpn)
’ = 54—2{ 9q; - Ip;

_ 9y g . 99 . 94i _ Opi
B at+;{a%qz+6pz’pl +gzi: dq: " o,

Oy dg OH 0g OH 0H 0H
T Z {5%‘ Op;  Op; 9g; * gzi: 0q;0p;  Op;0q;

i

=0
dg

woraus schliefslich die Liouville’sche Gleichung folgt:

dp

— —{H =0 10.1

5~ o} (10.1)
mit {*,-}, der Poissonklammer.

H, der Hamiltonfunktion.

BEMERKUNG: Fiir % = 0, also auch {H,p} = 0 nennt man das betreffende
statistische Ensemble G stationdr.
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Scharmittel

Als Scharmittel bezeichnet man den Mittelwert einer Observablen I iiber einem
Ensemble G zur Zeit t:

(F) = /F F(x,t) p(x)dl |. (10.2)

FEine wesentliche Eigenschaft des Scharmittels ist die Invarianz unter kanoni-
schen Transformationen3. Um diese Invarianz zu verdeutlichen? fiihrt man eine
neue Rechenoperation ein, indem man definiert

Spur f = /Ff(x) dar (10.3)
mit f:r—=C.

Demnach ist

| (F) = Spur (Fp)| (10.4)

und es gelten folgende weitere Rechenregeln, die alle direkt aus (10.3) folgen,
bzw. bereits bekannte Eigenschaften einer Spur sind.

(i) Spurf* = (Spur f)"
(ii) Spur (af 4+ Bg) = aSpurf + 3 Spurg Vo, € C
(ifi) Spur (f*f) > 0, falls die Werte von f auf einer Menge endlichen Maftes
ungleich Null sind.
(iv) Spur(fg) = Spur (gf)

Ferner gilt

Spur p(x) =1,

was gleichbedeutend mit der Aussage ist, dass sich jedes System zur Zeit ¢ in
irgendeiner Phase befindet.

Im allgemeinen ist das Scharmittel aus (10.2) natiirlich zeitabhingig ((F) =
(F) (t)), wobei sich die Zeitabhingigkeit zum einen iiber die Vorgabe einer zeit-
abhiingigen Wahrscheinlichkeitsdichte® p(x,t), oder zum anderen aus der Zeit-
abhiingigkeit der Observablen® F'(¢) ergeben kann. Mit der Liouville-Gleichung
(10.1) folgt fiir die Zeitentwicklung des Scharmittels sofort:

3Die Invarianz des Schamittels findet ihre Begriindung, genauso wie der Liouville’sche Satz
darin, dass die Funktionaldeterminante kanonischer Transformationen Eins ist.

4Die Spur ist von Haus aus invariant unter kanonische Transformationen.

5Die Zeitentwicklung wird hier durch die Liouville’sche Gleichung beschrieben.

6also aus den klassischen Bewegungsgleichungen
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d
S (F) = Spur (F (H,p})
bzw. mit der Bewegungsgleichung fiir Observablen ‘fi—f ={F,H}.

% (F)=Spur ({H,F}p)

Somit gilt:

Stationdre Gesamtheiten liefern fiir alle nicht explizit zeitabhingigen Observa-
blen auch zeitunabhingige Scharmittelwerte < F' >= const..

10.2 Quantenmechanischer Fall

Wie in den meisten Fillen der Physik ist auch hier der Ubergang zur Quan-
tenmechanik im Wesentlichen durch das Einfithren von Operatoren realisiert.
Genauer genommen gelten fiir unseren Fall die oben hergeleiteten Gleichungen
auch, wenn man folgende Ersetzungen macht:

Phasenraum I' — quantenmechanischer Zustandsraum H
Phase x — Zustand
Wahrscheinlichkeitsdichte p — Dichteoperator p.

Es folgen die analogen quantenmechanischen Definitionen und Herleitungen,
der bereits aus dem klassischen Fall bekannten Begriffe und Zusammenhinge.
Dabei sind die Definitionen im quantenmechanischen Fall zunéchst eingéngiger,
da man hier schon von vornherein an eine probabilistische Beschreibungsweise
gewdhnt ist.

Statistisches Ensemble

Seien ¥, Y, € H quantenmechanische Zustande (dim H = oo)
A quantenmechanische Observablen (Operatoren)
REINE GESAMTHEIT: Eine Gesamtheit G von identischen Systemen, die alle im

gleichen Zustand 1) prépariert sind” nennt man eine reine Gesamt-
heit. Den Mittelwert aus den Messungen der Observablen A in den

"Im Unterschied zur KM macht es hier Sinn, alle Systeme eines quantenmechanischen
Ensembles im selben Zustand 1) zu priaparieren, da die Messwerte quantenmechanischer Ob-
servablen durchaus verschieden sein kénnen, auch wenn sich die Zustdnde der Systeme nicht
unterscheiden.
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Systemen der reinen Gesamtheit G erhélt man dann bekanntlich als:
A = (W Ay) .
(4), = WA

QUANTENMECHANISCHE GESAMTHEIT: Betrachten wir nun eine Menge G von
reinen Gesamtheiten G, mit_ Zustdnden 1,, dann wollen wir den
Mittelwert der Observablen A in der reinen Gesamtheit G,, als

(&) = (al )

schreiben. Kommen die G, in G mit den Wahrscheinlichkeiten p,,
(>, pn = 1) vor, so heifit G eine quantenmechanische Gesamtheit:

G = GGn.
n=1

Und als Mittelwert der Observablen A iiber die Quantenmechanische
Gesamtheit (Scharmittel) schreiben wir:®

((A)) = pu () =3 palwul Alun) -

Die Spur und ihre Eigenschaften

Nun wollen wir die oben fiir Phasenraumfunktionen definierte Operation “Spur-”

so erweitern, dass man sie auch auf quantenmechanische Operatoren anwenden
kann.

Seien {In)} = {lon)}, {Im)} = {|¢om)} Orthonormalsysteme (ONS) im
Hilbertraum H.

Dann erhéilt man bekanntlich eine Matrixdarstellung des Operators A durch
Ap.n = (m| A|n). Deshalb ist es sinnvoll fiir die Spur eines Operators

SpurA := Z (n| A|n) (10.5)

zu schreiben.

8Das Ergebnis der doppelten Mittelung unterscheidet sich nicht von dem, das man erhalten
hitte, wenn man von vornherein eine Gesamtheit G von Systemen, in der die Systeme mit
der Wahrscheinlichkeit p, im Zustand v, prapariert sind betrachtet hitte. Eine gesonderte
Betrachtung der doppelten Mittelung ist also unnotig.
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BEMERKUNG: Die Spurbildung ist unabhéngig vom gewihlten ONS, denn:

S Wl A) = 303 Wl 160) (0ul Al (] [m)
| =0,/
= > (bul Alpn)

n

Desweiteren hat (10.5) die gleichen Eigenschaften, wie die im klassischen Fall
definierte Spur (10.3):

(i) SpurAf = (Spurg)*
(il) Spur (0421\—1— ﬂﬁ) = aSpurA + B SpurB Yo, € C
(iii) Spur (ETE) > 0 fiir A # 0, denn

Spur (A\T/T) = Z (n| AT A|n)

n

= > (| AT|m) (m| A|n)

n,m

= 3 (1 A) | An)

= Z}<m|g|n)‘2 >0

(iv) Spur (2@) = Spur (E/Al), denn®

> (nl AB|n)

n

Spur (A\E)

n,m n,m

Z (m| BA|m) = Spur (Eﬁ)

m

9Fiir drei und Operatoren gilt diese Aquivalenz nur, falls man die Operatoren in der Spur
zyklisch vertauscht.
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Dichteoperator p und Projektor P

Der Dichteoperator p ist, wie bereits angesprochen, das quantenmechanische
Analogon zur Phasenraumdichte p(x), er hat folgende Eigenschaften:

(i) p ist hermitesch: pf = p
(ii) p ist nichtnegativ: p > 0, das heifit p hat keine negativen Eigenwerte.
(iii) Spurp =1

Das Scharmittel, das oben aus der doppelten Mittelung <</A1>> folgte, kann nun
mit Hilfe des Dichteoperators ausgedriickt werden:

<//l\> = Spur (A\ﬁ) (10.6)

Der Projektor ’ﬁw = |¢) (¢ hat die selben Eigenschaften wie p, man kann ihn
als Dichteoperator einer reinen Gesamtheit verstehen.

)
(ii) P > 0, denn er hat nur die Eigenwerte 0 und 1.
) purP = 1, ohne Beweis.

)

~—~~

E>w = Spur (ﬁﬁw) ist der Mittelwert von A im Zustand [1)).

Wegen den Eigenschaften (i)-(iii) besitzt p nun eine Spektraldarstellung

n

und es gilt
Spurp = anspurpn = an =1,

das heifit die p,, sind Wahrscheinlichkeiten, und

p beschreibt die quantenmechanische Gesamtheit, in der sich die Systeme mit
der Wahrscheinlichkeit p,, im Zustand |¢,) = Pp |dm) = dnm |ém) befinden.
Die |¢,,) sind Eigenzustande von p.

BEMERKUNG: Die hier gemachten Betrachtungen fiir Spur, Dichteoperator und
Projektor gelten auch ganz allgemein fiir Nicht-Orthonormalsysteme,
also miissen die Zustidnde einer quantenmechanischen Gesamtheit
keine zusétzlichen Forderungen (Orthogonalitit,...) aufer der Nor-
miertheit erfiillen, damit die Gesamtheit durch den Dichteoperator
p beschrieben werden kann.
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Liouville’sche Gleichung

Wie beim Ubergang von der klassischen zur quantenmechanischen Bewegungs-
gleichung (Heisenberg-Gleichung) kann man die Liouville-Gleichung mit der Er-
setzung der Poissonklammer {-, -} durch den Kommutator % [+, ] auf ihre quan-
tenmechanische Entsprechung iibertragen:

Op 1[4

9% _ &, } —0 10.7

ot ih[ P (10.7)
mit H dem Hamilton-Operator.

Man kann aber auch mit Hilfe der oben gemachten Definitionen die quantenme-
chanische Form der Liouville-Gleichung herleiten. Es ist

op Py,
denn ag;t" = 0, weil die Zusténde der Systeme durch die Vorgabe bei ¢t = ¢ fiir
alle Zeiten durch |1, (t)) = U(t, to) [t (to) bestimmt sind, und sich damit die
Anzahl der Systeme in einem bestimmten Zustand nicht &ndern kann.

Aus der Schrodinger-Gleichung ih-2: |¢)) = H |) folgt fiir 73¢, = |¢) (W

=i R

multipliziert man diese Gleichung mit p,, und summiert iiber n, so folgt die
bekannte Liouville-Gleichung (10.7).

qed.
BEMERKUNGEN:

e Falls [ﬁ ,ﬁ} = 0, so verschwindet auch hier wieder die explizite Zeitab-

hangigkeit von p und man spricht von einem stationdren Ensemble.

e Fiir einen Operator A ohne explizite Zeitabhingigkeit gilt wieder:
d /-~ d 0
(1) = s (W)
~0p
= S A—
pur < 8t>
{ ~T5
- (a4

und folglich sind auch quantenmechanische Mittelwerte stationdrer Ge-
samtheiten konstant.
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Vergleich der Ensembles

klassisch quantenmechanisch
p(x) >0 p>0
Spur p=1 Spur p=1

(F), = Spur (Fp) <ﬁ>p = Spur (ﬁﬁ)

p reell p hermitesch

Anwendung werden diese Ensembles auf ganz natiirliche Weise in der Ergoden-
theorie finden.
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Kapitel 11

Erste Begrundung: Die
Ergodentheorie

Wir werden uns der Einfachheit halber zur Betrachtung der Ergodentheorie
zunichst auf den klassischen Fall zuriickziehen. In spéteren Abschnitten wer-
den wir wieder klassische und quantenmechanische Betrachtungen machen. Wie
anfangs erwdhnt, hingen unsere Endresultate von der gewdhlten Betrachtungs-
weise ab (Ideales klassisches Gas < Ideales Quantengas).

11.1 Zeitmittel und Gleichgewicht

Der Anspruch einer mikroskopischen Theorie ist die Vorhersage des Mefiwertes
a der Mefigrofe A (x), x = (q, p)-

Sei x(0) = x¢ die Phase des betrachteten Systems ¥ zur Zeit ¢ = 0.

Dann hat die Observable A des Systems zur Zeit ¢t = 0 den Wert A (x¢) und zu
Zeiten t > 0 die Wert A (x (¢,%q)).-

Der Mefiwert a von A in ¥ ist dann durch das Zeitmittel von A (x (¢,%)) gege-
ben:

a(xo) = A(xg) := lim 1 tdt’A (x(t',%0)) (11.1)

t—oo t 0

BEMERKUNG: Dass der Messwert einer Thermodynamischen Observable gera-
de durch das Zeitmittel dieser Observablen gegeben ist, lasst sich
auf zwei Arten verstehen, zum einen findet die mikroskopische Be-
wegung des Systems ist so schnell, daff man immer nur einen Mit-
telwert messen kann, und zum anderen ist man an Momentanwer-
ten des Systems gernicht interessiert, da diese ohnehin statistischen

161
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Schwankungen unterlegen sind. Man ist also an dem Messwert a der
Observable A interessiert, die das System im Gleichgewicht aufweist,
und ist deshalb auch bereit unter Umsténden “ewig” zu warten.

Probleme

(i) Ein Problem besteht nun darin, daf x(, o) fiir ein System von N =~ 1023
nicht integrabel ist. Damit wird es unmdglich, das obige Zeitmittel (11.1)
zu berechnen.

(ii) Neben diesem Problem stellt sich iiberhaupt die Frage nach der Existenz
des TD-Gleichgewichtes, d.h. die Frage nach der Existenz des obigen In-
tegrales, bzw. die Frage nach der Giiltigkeit folgender Gleichung:

lim A (x (t,%0)) =: Acleich (X0) = Acleich ; (11.2)

t—oo

wobel Agleich Unabhingig von xg ist.

Einen Ausweg finden wir in der Ergodizitt:

11.2 Ergodizitat und Ergodenhypothese

Ergodizitit

Ein Hamilton’sches System heiflt ergodisch, falls die Bahn x (¢,xo) im Lauf der
Zeit t fast alle Phasen x mit H (x) = F erreicht.
x (t,x¢) fahrt also fast die gesamte Energie-Hyperflache ab.

BEMERKUNG: “fast alle Phasen” heifst hier, dass Punktmengen vom Mafs Null
auf der Energiehyperfliche ausgenommen sind.
Ist also eine Energiehyperfliche dreidimensional, so ist ein System
trotzdem noch ergodisch, auch wenn x(¢,x¢) ganze zweidimensio-
nale Ebenen in der Energiehyperfliche nicht streift. Denn das n-
dimensinale Maf eines Objektes mit Dimension d < (n — 1) ist Null.

Folgerungen

(i) Falls ein Hamilton’sches System ergodisch ist, dann ist das Zeitmittel
A (x0) unabhingig von der Anfangsphase xo mit H (xo) = E, da fiir fast
alle Anfangsphasen im Laufe der Zeit fast alle Konfigurationen auf der

Energiehyperfliche durchlaufen werden.
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(ii) Falls ein System ergodisch ist, dann ist Agileich (Xo) unabhingig von xq
mit H (xg) = E. Damit gilt die in (11.2) geforderte Gleichheit und die
Existenz des Gleichgewichtes ist gewihrleistet, womit Problem (ii) geldst
ware.

Die Folgerungen (i) und (ii) resultieren in der Existenz eines statistischen En-
sembles mit einer Dichtefunktion p (x), das alle im Laufe der Zeit durchlaufene
Phasen eines Systems als einzelne Systeme enthilt. Fiir jede Zeit ¢ enthilt das
Ensemble also ein System, das sich in der Phase x(¢) befindet.

Das Zeitmittel (11.1) ist dann gleich dem Scharmittel {iber das Ensemble, das
durch p (x) beschrieben wird.

A(xp) = A= (A) = Spur (4p)

oder kurz:

| Scharmittel = Zeitmittel |

Damit umgeht man das Problem (i), da man das Zeitmittel nun nichtmehr
explizit ausrechnen, x also nichtmehr kennen muss.

BEMERKUNG:

e Wir kommen spiter auf eine Begriindung von Folgerung (ii) durch Fol-
gerung (i) zuriick. Letztere folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass die
Bahn wirklich ALLE Punkte abfahren soll. Das heifst aber, dass man jede
Umgebung des Startpunktes in endlicher Zeit verlassen muss; da man in
endlicher Zeit aber nicht unendlich viele Punkte abfahren kann, muss das
System auch wieder in die Umgebung des Anfangspunktes zuriickkehren.
Damit ist es also letztendlich egal, wo bzw. wann man mit der Messung
beginnt, da man ohnehin wieder beliebig genau an diese Stelle zuriickkeh-
ren wird. Der zeitliche Mittelwert von A ist somit fiir alle Startpunkte
gleich.

e Ergodizitét ist die korrekte mathematische Definition fiir einen Sachver-
halt, den wir aus der Erfahrung kennen: Wenn in einem System alles zu-
fallig durcheinander liuft (Brownsche Molekularbewegung), dann gelangt
jedes Teilchen auf Dauer iiberall hin.

Fazit: Durch die Annahme der Ergodizitit werden die Probleme (i) und (ii)
gelGst.

Ergodenhypothese

Makroskopische Systeme sind ergodisch.
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11.3 Verschiedene Ensembles

Bei den oben durchgefiihrten Betrachtungen gingen wir implizit davon aus, dass
unser Ensemble isoliert ist, also U, V, N = const.. Man nennt ein solches Ensem-
ble, das von der Umwelt isoliert ist ein mikrokanonischen Ensemble. Da im
Gesamtsystem durch die Isolation U, V und N konstant gehalten werden, ist es
wenig verwunderlich, dass wir aus dem mikrokanonische Ensemble spéter eine
mikroskopische Begriindung fiir die Entropie S(U, V, N) erhalten.

Entsprechend fiithren andere Ensembles auf weitere Themodynamische Poten-
tiale. Die wichtigsten sind in Tabelle 11.1 aufgefiihrt.

Ensemble Variablen Potential Umwelt

Mikrokanonisches (U,V,N) S(U,V,N) Isoliertes System

Ensemble
Kanonisches (T,V,N) F(T,V,N) Kopplung an
Ensemble Wérmebad
Grofskanonisches (T,V, ) Q(T,V, ) Kopplung an
Ensemble Wérme- und

Teilchenbad

Tabelle 11.1: Die wichtigsten Ensembles mit zugehorigen TD-Potentialen.

Zunichst wollen wir das mikrokanonische Ensemble betrachten, und hierfiir p
und p bestimmen.



Kapitel 12

Das Mikrokanonische
Ensemble

Situation: Wir geben ein isoliertes makroskopisches System (U, V, N = const.)
vOr.

Ziel: Bestimmung von p und p.

Wir werden diese Zielsetzung sowohl induktiv als auch deduktiv verfolgen.

12.1 Induktive Betrachtung

12.1.1 Klassischer Fall

Wir wissen, dass sich unter der Annahme der Ergodizitat fiir die Mefsgrofe
A(x,t) ein Gleichgewichtszustand Agieich einstellt, der von der Anfangsphase
X0 unabhingig ist.

Frage: Wie sieht die Dichtefunktion p,,; des mikrokanonischen Ensembles aus?

Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir die thermodynamische Observa-
ble A(x) im TD-Gleichgewicht. Da sich die Phase eines isolierten Systems nicht
von der Energiehyperfliche entfernen kann (Energieerhaltung), gilt:

Adieier = —— 'z A(x) (12.1)

Zmk JH(x)=U
mit Zmk, der mikrokanonischen Zustandssumme.

165
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Da sich das System nach Vorraussetzung im TD-Gleichgwicht befindet, hingt
die Observable A nicht von der Phase des Systems ab! (Ergodizitét), d.h. A(x) =
AGleich, demnach folgt:

AGleich
AGleich = ~ o / d*z,
mk H(x)=U

und die Zustandssumme ist somit gegeben durch

Tk = / d* x|,
H(x)=U

die Fliche der Energieschale im Phasenraum, also die Menge aller Phasen, die
ein isoliertes System einnehmen kann.

Schreibt man (12.1) um, so kann man durch Vergleich mit der Definition (10.2)
auf die mikrokanonische Dichtefunktion schliefsen:

Agleich = /Fde:v [Zimké(ﬂ (x) — U)] Ax) .

Pmk

Insgesamt haben wir also:

Dichtefunktion und Zustandssumme des mikrokanonischen Ensem-
bles im klassischen Fall

1 %) =
Pk (%) = ZLmka(H (x)—U)_{ K SofiltlsH ) =0 (19.9)
Zmk = / d* x5 (H (x) —U) (12.3)

T

12.1.2 Quantenmechanischer Fall

Wir argumentieren wie im klassischen Fall. Der Mittelwert der Observablen
A (=Messwert) ergibt sich aus den Mersswerten in den einzelnen Zusténden,
dividiert durch die Anzahl moglicher Zusténde, es ist also:

1 .
Acleich = 7 Z (n| Aln)

1Hier méchten wir daran erinnern, dass die Phasen Systems, d.h. die einzelnen Unter-
systeme der Gesamtheit nach obiger Konstruktion des Ensembles den Zeiten entsprechen, in
denen sich das Gesamtsystem befindet. Im Gleichgewicht ist aber keine Thermodynamische
Observable mehr zeitabhingig. Als eine Folge der Ergodizitdt ist damit auch der Messwert
der Observablen in jeder Phase gleich.
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wobei |n) Eigenzustand von H ist mit Eigenwerten zwischen U — dU und U ist.
Wir fithren hierfiir folgende Kurzschreibweise ein:

U—-dU<(@n|Hn)<U & |n)eH(U|dU).

Dass wir hier einen Energiebereich als Eigenwerte zulassen, soll darauf hinwei-
sen, dass man die Energie eines Systems in endlicher Zeit nicht beliebig scharf
messen kann, was wiederum aus der Unschérferelation von Heisenberg folgt.

Im Gleichgewicht ist nun
<7’L| A\|7’L> = AGlcich v |n> € H(U | dU)

und man erhilt fir |n) € H(U | dU)

Zu =Y _ (nln) .

n

Fiihrt man, wie im klassischen Fall nun wieder eine Funktion ppy|qv) ein,
die die Summation (Integration) auf Zusténde |m) in der Energiehyperfliche
einschréankt, so 1dsst sich schreiben:

~ 1
AGleich = Z (m| AZ—mkPH(UIdU) Im) V|m)eH.

m

Insgesamt erhidlt man durch Vergleich mit (10.6) wieder:

Dichteoperator und Zustandssumme des mikrokanonischen Ensem-
bles im quantenmechanischen Fall

- 1
Pmk = Z—mka(U\aU)

Zuw = Y _ (m| prwjovy Im)  V|m) € H

m

BEMERKUNG: pp(yjov) ist damit gewissermafen ein Projektor auf den Unter-
raum der Energieschale.

Mittels des Spurbegriffes lassen sich der quantenmechanische und der klassische
Fall einheitlich formulieren:
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Dichte und Zustandssumme des mikrokanonischen Ensembles

klassisch:

1
prk = 7—0 (H (x) = U)

Zmk = Spur (6 (H (x) —U))
Agleich = Spur (pmrA)

quantenmechanisch:

- 1
Pmk = Z—mka(U\aU)

Zwmx = Spur (pr(viov))

Agleich = Spur (ﬁmkﬁ)

Das Bindeglied zwischen mikrokanonischem Ensemble und Thermodynamik liegt
in dem Zusammenhang zwischen p,x bzw. pnx und der Entropie S (U, V, N).
Bevor wir jedoch darauf genauer eingehen, wollen wir nun noch einen deduktiven
Weg zu pux bzw. pni aufzeigen.

12.2 Deduktiver Weg

Wiederum betrachten wir den klassischen und den quantenmechanischen Fall
getrennt.

12.2.1 Klassischer Fall

Situation: Wir betrachten ein isoliertes System aus N Teilchen (der Masse m)
in einem Kasten mit Volumen V und Energie F.

Die Hamiltonfunktion eines solchen Systems lautet:

N
1
H = — p? 4 yKasten VWWo(ri,rs, ...,
9= 3 gl VS o) |V roms ),
mit VKasten - dem Kastenpotential

VWW ' dem Wechselwirkungspotential der Teilchen untereinander

x € I, der Phase im Phasenraum.
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Die Energiehyperflache ist dann definiert als:
E(E,2V,N):={xeTl'|H(x)=FE}.

Die Bewegung eines autonomen Systems, d.h. eines Systems mit %—f{ = 0, ist

also in I' auf die Energiehyperfliche £ beschrinkt.

Die Ergodenhypothese sagt uns nun, daf es eine Dichtefunktion Cnp (x) mit
“Integral”-Normierung C > 0 gibt. Auflerdem wissen wir, dafs fiir Observablen
A(x,t) gilt:

A(xo) = (A) = Spur (pA) = C’N/Fde:rpA

fiir fast alle xo € £, wobei A (xo) = limy_.oc + [] dt' A (x (', %0))

Im induktiven Fall sind wir hiervon ausgegangen, um p,,x zu konstruieren.

Jetzt wollen wir von den Figenschaften ausgehen, die p als Wahrscheinlichkeits-
dichte haben muf, um py,x “passend” anzugeben.

(i) pmk > 0 (Positivitit)
p(x)=0,firallex ¢¢&

(ii) Da wir Gleichgewichtszustinde beschreiben wollen, muff p(x) zeitunab-
hdngig sein, nach dem Satz von Liouville (10.1) gilt also:

Ip
el g H)} =
5 0= {p,H} =0

(iii) Cx [pd* zp(x) =1 (Normierung)

Von diesen Eigenschaften ausgehend wollen wir p,,x moglichst einfach und plau-
sibel als Gleichverteilung annehmen:

Pmk (X) = %k& (E — H (x)) mikrokanonische Dichtefunktion (12.4)

Zok = Cn / d*/2 6 (F — H (x)) mikrokanonische Zustandssumme  (12.5)
r

Wir haben also das gleiche py gefunden, wie auf dem induktiven Weg.

BEMERKUNG: Zur Deutung und zur spiteren Betrachtung ist es sinnvoll, p nicht
nur auf der Energiehyperfliche, sondern auch auf der Energieschale
E(E,AE,V,N):={x €Tl | E—-AFE < H (x) < E} zu betrachten.
Griinde hierfiir sind:
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e Messungen (auch klassische) sind nie scharf. Deswegen hat E
stets den Fehler AE.

e Fiir Scharmittel sind stets Integrale iiber die Energiefliche zu

bestimmen. Diese sind recht kompliziert zu berechnen (Para-
metrisierung). Aus diesem Grund macht man sich eine Eigen-
schaft hochdimensionaler Kérper zu nutze:
Das Volumen eines hochdimensionalen Koérpers liegt knapp un-
ter der Korperoberfliche. Geht man nun von der Energieflache
E zur Energieschale AE mit % < 1 iiber, so macht man
trotz der extremen Diinne der Schale nahezu keine Fehler! Die
Integration iiber die Schale entspricht praktisch dem gesamten
Korpervolumen:

/ ...d2f:z:x/ ...d2f:z:x/ d
E(E,V,N) E(E,AE,V,N) H(x)<E

Der Korper ist also in diesem Fall eine 2f = 6 /N-dim Kugel,
womit die Verhéltnisse besonders einfach liegen.

e Fiir die nun durchzufiihrende Wahrscheinlichkeitsinterpretati-
on ist es ebenfalls giinstiger, von einem Volumen, der Energie-
schale, als von einer Fliche, der Energiefliche, auszugehen.

Ziel: Im folgenden wollen wir nun die mikrokanonische Dichtefunktion pl(nAkE)
und die Zustandssumme Zr(ka) innerhalb der Energieschale suchen, und

zeigen, dass pfﬁ{E) auch auf der Energieschale gleichverteilt ist.

Die Wahrscheinlichkeit W (A?/z), daR sich x in dem Volumenelement A%/ z der
Energieschale befindet, ist gerade durch

W (A% ) = Oy p S A (12.6)
bzw.
W (A*z) ~ C’N/ Pk (%) d* 2 (12.7)
A2f g
gegeben.

Man muf also zur Bestimmung von pfﬁ(E) (x), und damit zum Beweis der

Gleichverteilung auf € (F, AE,V, N) lediglich das Integral in ein Produkt mit
A2/ umschreiben.

Hierzu betrachten wir Abb. 12.1.

Sei nun  dS das infinitesimale Flachenelement von £.
n der Normaleneinheitsvektor der Energiefliche £(E,V, N) mit:

n e V«H (x)
|VxH (%)]
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|dn| g/H(x) =E
U ds K H(x)=FE - AE
) ola>
A4
~/
-

Abbildung 12.1: Energieflache

Dann ist das infinitesimale Volumenelement des Phasenraums gegeben durch

d*/x = dS|dn| ,
und die infinitesimale Energiedifferenz dF ist:
dE = (VxH (x))-dn
[VxH (x)][dn|

wegen Vi H (x) || dn. Damit lasst sich das Phasenraumvolumenelement schrei-

ben als:
dS dE

|V H (x)]
Das infinitesimale Energieschalenelement folgt daraus, wenn man dF durch AE
ersetzt:?

Az =

dS AFE
|V H (x)]
Substituiert man in (12.4) H(x) durch E’, so folgt aus (12.7) fiir die Wahr-
scheinlichkeit, dass das System eine Phase x aus A2fz annimmt:

A=

\ B dSdE’ 1
2f — —= = __ §(E-F
W) = on [ 7 B )

Pmk

Cy  dS ot
Zoote [V H (%)]
On oy
= A2
ZAE" T

Mit (12.6) folgt dann:

CNPI(nAkE)AQf:E = W (AQfx)
_On
ZmkAE

?Die Bezeichnung A2/ z ist dabei vielleicht im ersten Moment etwas irrefiihrend, da auch
A2l g kein endliches Volumen hat. Man meint hier ein in der Breite dS infinitesimales und in
der Energiedifferenz AFE endliches Element der Energieschale.

A% g
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Damit erhidlt man also innerhalb der Energieschale

— &, fallsx € &(E,AE,V,N
P = { Zon ( ) (12.8)
0, sonst
785 — 7, WAE = Cy / d* (12.9)
E£(E,AE,V,N)

Eine Anschauung fiir die Zustandssumme ist auch hier wieder das Phasenraum
volumen, das die Energieschale einnimmt (siehe Abbildung 12.2).

£(E,V,N)

Zrnk
£(E,AE,V,N)

/

/
/[
[—
E E—AFE
F—AE—

Abbildung 12.2: Integral iiber Energieschale

ZUE = AE Zp

= AF / d*
£(E,V,N)

12.2.2 Quantenmechanischer Fall

Situation: Wie im klassischen Fall betrachten wir ein System (mit Energie F)
aus N identischen Teilchen der Masse m in einem Kasten mit Volumen V.

Der Hamiltonoperator dieses Systems sieht wie folgt aus:

N
~ 1 o
H = E [%pi +VKaste (I‘n) +VWW (1‘1,1‘2,...,1‘]\[)
n=1
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Seien nun |¢) € H der Zustand des Systems im Hilbertraum H
Eqm (E,AE,V, N) die Energieschale im Hilbertraum, die durch

Eqm (E,AE,V,N) := {lw EH’E—A—E < (Y| Hp) < E+ ATE}

gegeben ist, sie entspricht der Energieschale im klassischen Fall?,
die Art der Energiegrenzen ist irrelevant. Wegen des Indeterminis-
muses der Quantenmechanik macht eine Energiefliche - die wegen
Meftungenauigkeiten klassisch schon fraglich war- hier keinen Sinn.

Hier ist 73A g der Projektor auf die Energieschale £y, (E, AE,V, N). Die Bewe-
gung des Systems ist auf diese Schale beschrénkt, wenn es sich um ein autonomes

System handelt, d.h. wenn %—If = 0 gilt.

Die Ergodenhypothese besagt nun abermals, daf es einen Dichteoperator Cnp
(Cn > 0, “Spur”-Normierung) gibt.

Fiir eine Observable A (t) gilt:
A(lo)) = (A) =Spur (pA) := Cn Y vl pA )

fiir fast alle |vo) € Eqm (B, AE,V, N), wobei A (|1h)) = lim—oo L[5 dt' (4 (') A (t')).

Wir geben nun nochmals die Eigenschaften von p an:

(i) p' = p > 0 (Hermititzitéit, Positivitét)

(i) Da wir Gleichgewichtszustédnde betrachten wollen, miissen wir zeitunab-
héngige p betrachten, folgt mit der Liouville-Gleichung (10.7):

op

081&

{p7 H} = 0 (Stationaritat)

(iii) On Y, {nlpln) = 1

Wieder nehmen wir fiir den mikrokanonischen Dichteoperator eine Gleichvertei-
lung an:

AE
ﬁ(mk ) = ZAE)PAE
mk

Wie im klassischen Fall gilt:

Zr(ka) = Spur (73AE)

Es handelt sich abermals um eine Gleichverteilung auf der Energieschale.

3Mathematisch muss man Eqm aber sehr wohl von £ unterscheiden, denn £ ist eine Punkt-
menge im Phasenraum, wéhrend £qm eine “Punktmenge” im Hilbertraum, also eine Menge
von Funktionen ist.
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12.3 Anschluff an die Thermodynamik

Was uns bisher fehlt, ist eine Verbindung des mikrokanonischen Ensembles zur
TD. Wir miissen uns also fragen, wie S (U, V, N) mit py zusammenhingt. Wir
geben wiederum 2 Moglichkeiten an:

12.3.1 Deduktiver Weg

Wir gehen von den folgenden 3 Dichten aus:

Klassische Energiefliche

pe () = 3 (H (x) ~ E)

Zmk = Cn / d* 26 (H (x) — E)
r
Klassische Energieschale
AE _ 7, fiir x € ¢ (E,AE,V,N)
Pml 0 , sonst
mk

7@ — oy / d*/z = Anz. der Konfig.en auf der Energieschale
<(E,AE,V,N)

Quantenmechanische Energieschale

Sam _ 1 5
mk — _(AE) AE
z5
Zr(rﬁE) = Spur (ﬁAE)

= dim&ym (E,AE,V,N)
Cn Z <7”L| 7/5AE |n>

n

mit Pa E, dem Projektor auf die Energieschale

Da wir uns in der Gleichgewichtsthermodynamik befinden, liegen stets statio-
nire Gesamtheiten vor, d.h.

0

o _,
ot

Um nun den Briickenschlag zur Thermodynamik zu schaffen, brauchen wir den
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Begriff der Entropie, wir wéhlen also das im folgenden illustrierte Vorgehen:

statistische Entropie & TD-Entropie
7 T 7

Definiere zu zeigen  Postuliere

Zunichst wollen wir eine statistische Entropie definieren, um dann zu zeigen,
dass sie den Postulaten der Thermodynamik geniigt.

Bevor wir aber richtig loslegen, miissen wir noch den Begriff der Information
einfithren.

Information (Ignoranzfunktion):

Gesucht ist ein Maf fiir die Unsicherheit eines statistischen Experimentes:
N
Ji==\> paln(p,)
n=1

BEISPIELE:

(1) pn = dn ny, d-h. bei Sicherheit gilt J = 0.

(ii) Fir die Gleichverteilung, d.h. bei grofiter Unsicherheit, wird J
maximal.

Weiterhin ldsst sich zeigen, dass J,wie ja auch die Entropie, additiv ist.

Darauf aufbauend definiert man nun die mikrokanonische Entropie Sy zu:*

mikrokanonische Entropie

g —kgSpur {pfﬁf) In (pfﬁ(E)) =kgln (Zr(nAkE)) , klassischer Fall
mk ‘=
—kpSpur (ﬁnﬁ{E) In (ﬁnﬁ{E)) , quantenmechanischer Fall

4zum klassischen Fall: Falls es Thnen geht wie mir, und Sie Probleme haben die Umformung

in der ersten Zeile des Kastens zu verstehen sei Ihnen hier eine Hilfestellung gegeben:
AE AE AE AE
spur [p{5" m (p07)] = /F P n () ar,

mit (12.8) folgt dann:

1 1
——In | ——= | dl’
/S<E,AE,V,N> 749 (fokE))

1 1
= ——In|—— dr
aD) < <AE>> /

ka ka N £(E,AE,V,N) ,

Z(AB)

mk
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Nun gilt es, alle Postulate bzw. Eigenschaften, die fiir S gelten, fiir Sy, nach-
zuweisen, um zu zeigen, daff Sy, = S gilt.

Man bemerke, dafi Spyx,im Gegensatz zu S, noch von AE abhéngt. Diese Ab-
héngigkeit verschwindet aber im makroskopischen Limes N — oo. Dies liegt an
der bereits weiter oben gemachten Bemerkung, dass das Volumen eines hochdi-
mensionalen Korpers knapp unter der Oberflache liegt, 14sst man die Dimension
also gegen Unendlich gehen, so fallen Volumen und gewissermafien Oberfliche
zusammen. Dies ist eine Aussage, die wir spéter fiir hochdimensionale Kugeln
beweisen wollen.

Fiir N — oo,also wenn die Dimension des Zustands- bzw. Phasenraumes gegen
Unendlich geht, liegt schon in der Schale knapp unterhalb der Energiefliche das
gesamte Volumen.

Es gilt also:
{x[xe&(E,AE,V,N)} ={x| H (x) < E}
bzw. R
{10) | 10) € Eqm (B, AE,V,N)} = { |6} | (W H [0) < B}
Das bedeutet pfﬁ{E) und ﬁmAkE)sind fiir hochdimensionale Zustandsrdume (N —
00) unabhingig von AFE.

Insbesondere kann das Mafy der Energieschale asymptotisch durch das Mafs des
Phasenraumbereiches ersetzt werden, der von der Energiefliche umschlossen
wird. Durch die damit verbundene Parametrisierung wird die Rechnung verein-
facht Deswegen rechnet man mit der Energieschale, nicht mit der Energieflache.

Bei genauer mathematischer Betrachtung stellt sich heraus, dass im klassischen
Fall
]\}im Smk = kB In (Q (E, V7 N))

mit Q(E,V,N), dem Phasenraumvolumen des Bereiches mit H (x) < E

und im quantenmechanischen Fall:

Jlim S = kp In (QE, V. N))

mit Q(E,V,N), dem “Zustandsraumvolumen” (Dimension des Hilber-
traumes) des Bereiches mit (¢| H |¢p) < E

gilt.?

5Die Bezeichnung Q(E, V, N) fiir das Zustands- bzw. Phasenraumvolumen ist hierbei durch-
aus absichtlich gewédhlt. Es wird spater noch gezeigt, dass das hier als Phasenraumvolumen
eingefiihrte 2 tatsiichlich mit dem grofikanonischen Ensemble Q (7', p, N) iibereinstimmt.
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Die Entropie ist in dieser Form, sowohl klassisch, als auch quantenmechanisch,
ein Maf fiir die Anzahl der Méglichkeiten, die das System annehmen kann (der
moglichen Zustinde, in denen sich das System befinden kann). Die Beziehung

Smk = kpInQ

nennt man auch Boltzmann-Formel.

Fiir die Zustandssumme, ob klassisch oder quantenmechanisch, gilt im selben
Limes:

: A
Jim Z0 =0, (12.10)
klassisch: Q (E,V,N) = C’N/ d* z
H(x)<E

= Volumen {x|H (x) < E}

quantenmechanisch: Q (E,V,N) = Cyn Z (n| Pin| By <E |n)
n,(n|Hn)<E
= Dimension {|1/)> | (v Hly) < E}

Fiir isolierte Systeme gilt zusétzlich £ = U und damit

\Smk(UMN) — kBan(U,V,N)‘

Ob diese Entropie Sy, die aufgestellten Postulate fiir die Entropie erfiillt, miis-
sen wir noch {iberpriifen. Das werden wir bei der Betrachtung des induktiven
Weges machen.

12.3.2 Induktiver Weg

Wir werden nun einem induktiven Weg zur Entropie Sy,i folgen. Hier wollen wir
insbesondere eine Identifikation mit dem idealen Gas vornehmen. Wir erwarten
aber, und erhalten spéter auch, das gleiche Resultat wie auf dem deduktivem
Weg.

Wie zu Beginn des letzten Abschnittes nehmen wir das mikrokanonische En-

(AE) ~(AE)

semble durch pn,p,., ~ bzw. pnﬁ(E gegeben an.

Die Mefiwerte von Observablen sind durch deren Mittelwerte (Scharmittel) ge-
geben.

Damit liegt uns eine statistische Theorie vor, die auf mikroskopischen Wechsel-
wirkungen beruht. Kennen wir also die Hamiltonfunktion, bzw. den Hamilton-
operator, eines Systems, so konnen wir die Mefiwerte von Observablen bestim-
men.
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Wie am Anfang des vorherigen Abschnittes miissen wir uns also wieder fragen,
ob man aus dem mikrokanonischen Ensemble die TD begriinden kann. Wir
versuchen also, aus pmk,pankE) bzw. Z)fﬁ{E) die Fundamentalgleichung fiir ein

einkomponentiges System zu bestimmen, konkret suchen wir also S (U, V, N).

Hier betrachten wir nur den klassischen Fall, um dann Riickschliisse auf den
quantenmechanischen Fall zu ziehen. Dafiir verwenden wir die Kenntnis, daf fiir
die innere Energie U eines idealen Gases (als Beispiel fiir ein einkomponentiges,
einfaches System) gilt:

3

mit kg, der Boltzmann-Konstante.
N, der Teilchenzahl.

T, der Temperatur

Wir beginnen unseren Weg mit dem Aquipartionsprizip (vgl. Virialtheorem®)

Sei H die Hamiltonfunktion des Systems.

Es gilt der Virialsatz, bzw das Aquipartitionstheorem :

o OH
l@:ck

mit dem Phasenraumvolumen

Ok
2 mQ(E,V,N)’

(12.11)

Q(E,V,N) Cn / d* z1
H(x)<E

CN/deJ?@(E—H(X)) ,
r

wobei
{z;} = )y, (en),} fiir1 <i<3N
U AP, (pr),} fir3n+1<i <6N
BEWEIs:  Wir rechnen das Scharmittel auf der linken Seite von (12.11) aus:

6Eine kleine Zusammenfassung zum Virialsatz findet sich im Anhang B
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OHN [y (42 OE - H ()
<:cZ 6£Ck> = ON/Fd T <x1(’“)xk> 7
Sy ——

=Pmk

_ 1 of 0
= O /d “"”Za O (F - H (x))

mk
N mk/ H d%/dmkxl O (E-H(x),

j#k,j=1
wobei im zweiten Schritt die Identitét” g—H5 (E—H (x)) = —aiG (E—H (x))
T Tk
verwendet wurde.
Integrieren wir zunichst den Term f dxj, partiell
/dx 52 O(E-H(x) = [0 (E—Hx)"™=>. — /OO i 250 (B - H (x))
k YOz, o ! Tr=700 oo kaxk

= —/d:ckdlk@ (E_H(X)) ’

wobei der Oberflachenterm [...|7* =% verschwindet, denn H (x)

oo und O (F — o0) = 0. Damit ist also:

<:vg—sz> = ovy [ T do [andue(E-H &)

J#k,j=1

T — 00
—

cNi/dﬁmme(E—H(x))
ka T

durch Einsetzen von Zmyx = Cy [ d*/z 6 (E — H(x)) folgt:

< ,8_H> _ 5 Onfp @20 (B - H (x))
ome/) T MOy [ d720(E—H (x))
Cy [d* 20 (E — H (x))

"COnZ [ @726 (E - H (x))
_ 5 [Felon ferre - He)]]
’ Cn [d?/2© (E — H (x))
o, [#EEV.N
" T Q(E,V,N)
- 6 _1
= (Sik _8_E an}

7Zur Klirung dieser Identitét ist vielleicht ein Blick in Anhang C hilfreich.
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qed.

Wir werden nun versuchen, das Aquipartitionsprinzip auf das klassische ideale
Gas anzuwenden. Damit wollen wir 2 mit der Energie F (= U) des Systemes ver-
kniipfen. Mit der Kenntnis der Energie U des idealen Gases hoffen wir dann, eine
Verbindung zwischen 7" und 2 zu finden. Dann kdnnen wir aber wiederum we-

gen & = W . hoffen, daf es uns gelingt, S (U, V, N)zu finden, bzw. mit

Q(U,V,N) verbinden. Durch Verallgemeinerung wiirden wir dann Sy (U, V, N)
identifizieren konnen.

Wenden wir uns nun also dem idealen Gas zu, es ist:

N 2
H (X) _ Z |:p71 + VKasten (rz) _ H(p) + VKasten
=1
mit VWi(x;) = { O(;) ’? i g , dem Kastenpotential.

Fiir das ideale Gas giltV (x1, X2, ..., xy) = 0, da die Teilchen untereinander nicht
wechselwirken.

Wir wahlen nun:
1=k>3N+1,

d.h. z;, bzw. 8%;@ betrifft nur die Impulskomponenten, so dafs also unter Ver-

wendung einer kanonischen Gleichung (32 = 7):
oH oH 1,
Timg— =Pnary—— — " Pn.a>
Oxy P, OPn,a mp '

WO Py odie a-Komponente von p,, ist.

Wenden wir nun das Aquipartitionsprinzip an, so folgt®:

1, \ / 0H\ [9 -

Summieren wir nun noch iiber alle Impulskomponenten, so erhalten wir:

<ZN: %pi> =3N [a% an(E7I/7N)] ,

n=1

8Hier sieht man das Aquipartitionsprinzip einmal anschaulich: Es ist gleichgiiltig, welche
Komponente oder welches Teilchen man sich anschaut: Der Erwartungswert ist stets gleich
(Aquipartion).
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Da keine Teilchen-Wechselwirkung vorliegt, ist alle Energie, die innerhalb des
Systems vorliegt kinetischer Natur:

Mo
<Z%Pi> = 2(H)
n=1

= 2F

Kurzum gilt:

3 [ -

Wie schon gesagt, gilt fiir ein isoliertes System E = U, weiterhin fiir das ideale
Gas U = 3kpNT.

Es folgt:
3 3. [0 !
1 i[Ic InQ(U,V,N)| (12.12)
T — U BIn s Vs .
Aus der TD kennen wir die Beziehung
1 0
7= %S (U,V,N) .

Und durch Vergleich erhalten wir wieder die Entropie, bzw. die Boltzmann-
Formel, die wir auch auf deduktivem Wege gefunden hatten:

S = ks Q (U, V, N) | (12.13)

Diese Formel ist nicht mehr vom idealen Gas abhingig, wir nehmen sie als
allgemeingiiltig an.

12.3.3 Nachweis der Entropiepostulate

Wie bereits angekiindigt, bleibt aber noch zu zeigen, dass Sk (U,V,N) den
Entropiepostulaten geniigt. Das soll, am Beispiel eines idealen Gases, nun schritt-
weise iiberpriift werden.

Dazu bestimmen wir zunéchst mit der Boltzmann-Formel aus H (x) die mikro-
kanonische Entropie Sy des idealen Gases.

QU,V,N) = cN/de'a:@(E—H(x))
r
N N
_ 3 3 _ _ 1/Kasten
= Cn II & [[ &m0 (E-H®P) -V ).
R8N n=1 R3N n=1

Fiihrt man nun die Integration iiber den Ortsanteil durch, und beachtet, dass
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e auferhalb des Kastens VK&t — o0 und damit O(E — H(p) — o0) = 0
gilt,

e innerhalb aber VX&tn — () und damit O(---) = O(E — H(p)) ist,

so erhidlt man aus dieser Integration gerade das Volumen V' des Kastens, bzw.
im Produkt dann V¥

Il
Q
z
<

z
%\
<
—=

&,
=
3
©)
&5

|
=
=
)

Q(U,V,N)

N
— CNVN/N 1 11 &px

i=1 2mPi SH n=1

1,2
Zn,a 2mpn,o¢§E n,o

Die Nebenbedingung
1 2 2
o ngapma <FEF<& ngapn)a <2mFE

ist aber gerade eine 3/N-dimensionale Kugelgleichung einer Kugel mit Radius
R = v2mkE. Bei Integration {iber den gesamten Impulsraum unter dieser Ne-

benbedingung erhilt man also das 3/ N-dimensionale Volumen Vi (\/ 2mE,3N )
einer Kugel mit Radius v2m£E. Damit ist also:

Q(E,V,N) = OnxVVIk (\/ZmE,BN). (12.14)

Berechnung des D-dimensionalen Volumens einer Kugel vom Radius
R:

Das D-dimensionale Volumen einer Kugel vom Radius R errechnet sich mit Hilfe
der Gammafunktion wie folgt:

D
T2

berechnen 14ft, wo die Gammafunktion I' definiert ist durch

Vk (R, D) = RP (12.15)

F(:c):/ dtt* e,
0



12.4. JAYNES’SCHES PRINZIP 183

und fir x =n e N

gilt.
Nach der Stirling-Formel® gilt:

n! ~ 27m(2) .
e

Fiir D = 3N und N — oo erhilt man also fiir das Volumen der Kugel:
3N
2

Vi (\/ZmE,D - 3N) ~ \/3%—N <%> (2mE)* (12.16)

Somit erhalten wir fiir die (mikrokanonische) Entropie des idealen Gases:

3TN
Suk (U, V,N) = kBN{anHn(r”meg] >+IHCN L 2.)1})

.
3 N N 2 N

3
N—oo dmme U |2 InCy
— 12.1
s kBN{an—Hn([ 3 N] )—i— N } (12.18)

Dabei werden die Terme in der Klammer isoliert betrachtet, und da man die
N-Abhéngigkeit von C'x nicht kennt, kann man diesen Term an der Stelle nicht
vernachléssigen.

Die Priifung der Entropieeigenschaften (Maximalprinzip, Konkavitat, Additi-
vitdt) mit Hilfe der oben gefundenen Entropie des idealen Gases erweist sich
immernoch als schwierig. Deswegen wihlen wir, in Anlehnung an den dedukti-
ven Weg, das Jaynes’sche Prinzip als Ausgangspunkt.

12.4 Jaynes’sches Prinzip

Schon bei der Einfiihrung der Entropie iiber die Information (Ignoranz) hat sich
die Idee eines probabilistischen Weges angedeutet, den wir nun als Jaynes’sches
Prinzip einfiihren wollen.

Das Jaynes’sche Prinzip, bzw. dessen Deutung, ist frei von einem Bezug zur
mikroskopischen Dynamik. Es geht von der Annahme aus, daf in einem, nicht
notwendigerweise makroskopischen, isolierten System die Elementarereignisse
wg, 1 = 1,2, ..., M mit den Wahrscheinlichkeiten p; auftreten.

Wir wollen nun die vorkommenden Grofien nochmals in Erinnerung rufen, bzw.
mit dem neuen Prinzip in Verbindung bringen.

9Die Stirling-Formel gilt exakt fiir n — oco.
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Ignoranzfunktion:
M
J (p17p27 "'7pIW) ==\ sz lnpl
i=1

mit p; = p(w;) der Wahrscheinlichkeit, dass das Elementarereignis w;
eintritt.

Es muf also gelten:

M
Zpi =1.
i=1

Auflerdem sind die MefSwerte a,b, ... der Mefigrifien A, B, ... gegeben durch:
M
a = Z aip;
i=1
M
b o= Y bipi,
i=1

wobei a;,b; die Werte der Mefsgrofen A, B im Elementarereignis w; sind.

BEMERKUNG: Die Ignoranzfunktion hat folgende Eigenschaften:

e Es gilt ein Maximalprinzip (Jaynes’sches Prinzip, siche unten)
o Additivitét
o Konkavitét

Das sind genau die Eigenschaften, die die Entropie laut der thermo-
dynamischen Postulate erfiillt, deshalb werden wir im anschliefsen-
den Abschnitt auch versuchen die Ignoranzfunktion mit der Entropie
zu verkniipfen. Zunéchst aber nun zum Jaynes’schen Prinzip.

Jaynes’sche Prinzip

Die Ignoranzfunktion J wird im Gleichgewichtszustand unter der Nebenbedin-
gung Zﬁl p; = 1 maximal. Das bedeutet, falls die Wahrscheinlichkeiten {p;}
im Gleichgewichtszustand die Werte {pgo)} annehmen, so gilt:

M
0 0 0 .
T, 08", 0\ = J(p1,pa o) Ypimit Y pi=1.

i=1
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BEISPIEL: Wir betrachten die statische Gleichverteilung, und werden nun .J
unter der Nebenbedingung Z?ilpi = 1 mit Hilfe von Lagrange-
Multiplikatoren 6'© maximieren:

%{J(m,. D) 52]91}
{ )\szlnpz_5zp1} =0

Allnp; +1]—-6 = 0

Inp; = - [é—i-l}

I
o

A

Da nun kein p; ausgewahlt wurde, gilt die letzte Zeile fiir alle p;, und
da die rechte Seite nur aus Konstanten besteht, sind alle p;gleich.

Mit der Nebenbedingung sz\il p; = 1 folgt dann

1

BEMERKUNG: Das Jaynes’sche Prinzip liefert also, unter der Nebenbedingung
Zij\il p; = 1, die schlieflich fiir alle Wahrscheinlichkeiten diskreter
Ereignisse gilt, eine Gleichverteilung der Wahrscheinlichkeiten fiir
alle Elementarereignisse.

Im folgenden betrachten wir nun den kontinuierlichen Fall. Dazu verallgemeinern
wir die bisher betrachtete Ignoranzfunktion J des diskreten Falles:

Talp) = = [ dxp(x)n (20 (0),

mit E dem Ereignisraum,
A, dem Auflésungsvermdégen des Raumes E,

p(x), der Wahrscheinlichkeitsverteilung in E mit

[ pxix=1.

Wobei der Ereignisraum E sowohl Phasenraum, alsauch Ortsraum, sowie jeder
andere kontinuierliche Ereignisraum sein kann.

0Fiir die Lagrange-Multiplikatoren wird sonst meist das Symbol A verwendet, allerdings
ist dies hier durch den Vorfaktor bei der Ignoranzfunktion bereits belegt.
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BEISPIEL: Als konkretes Beispiel berechnen wir nun die kontinuierliche Dich-
teverteilung auf der Energieschale im Phasenraum I', und erwarten,
dass wir aus dem Jaynes’schen Prinzip die gleiche mikrokanonische
Dichteverteilung pfﬁ{E) erhalten, die wir schon frither gefunden ha-

ben. Im folgenden ist also x € T'.

Wir verwenden als (Normierungs-)Nebenbedingung;:

1 =Spur (p) :C’N/ A zp(x), (12.19)
£(E,AE,V,N)

wobei p(x)=0 Vx¢E(E,AE,V,N).

Nun soll, in Analogie zum diskreten Fall, p bestimmt werden. Dazu
miissen wir eine Funktionalableitung!!, sowie Lagrange-Multiplikatoren
& verwenden.

0
—— 3 Ja(p) —C / a? =0
3P(X){ alr) Y E(E,AE,V,N) xp(x)}

“Aln(Ap(x))+1]-6Cy = 0

m@ape) = - (% +1)

Damit folgt also auch hier, dass p(x) nicht abhéngig von der Konfigu-
ration x € £(F,AFE,V,N) ist. Unter Ausnutzung der Nebenbedin-

gung (12.19), und mit ZI(IS(E) = fg(E AEV.N) d?! x folgt schlieRlich:

mk

0 , sonst

» {ﬁ , fallsx € E(E,AE,V,N)
plx) =

BEMERKUNG: Analog zum diskreten Fall liefert das Jaynes’sche Prinzip auch
bei einem “kontinuierlichen Spektrum von Elementarereignissen” ei-
ne Gleichverteilung auf dem energetisch erlaubten Bereich. Diese
Gleichverteilung wird durch die bereits bekannte mikrokanonische

Zustandsdichte p(x) = pfﬁ(E)(x), die sich im Falle der Gleichvertei-

lung direkt aus dem Kehrwert der Zustandssumme ergibt, beschrie-
ben.

12.5 Nachweis der Entropieeigenschaften

Wir wollen nun iiberpriifen, ob die Entropieeigenschaften erfiillt sind. Wir hoffen
auflerdem, dass uns diese Untersuchung der Entropieeichenschaften zu einer
geeigneten Wahl von Cy fithren wird.

1 Eine kurze Zusammenfassung zur Funktionalableitung, die in der Physik auch oft als
Variationsableitung bezeichnet wird, findet sich im Anhang C.
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12.5.1 Extensivitat

Erinnern wir uns zunéchst an die mikrokanonische Entropie:

3
N —oo 4 5 1
Sur(U,V,N) =~ kBN{mVHnG ”meﬂ] >+ nCN}

3 N N

Betrachten wir diese, so bemerken wir zunéchst, daft der erste Term kgN In V'
nicht extensiv ist, da In V' nicht extensiv ist.

Wir werden nun Cy so wéhlen, dafs der erste und der dritte Term zusammen
extensiv werden, mit Hilfe der Stirling-Formel folgt:

1
Cy = a3Nm (12.20)

1 N
< (9

V2rN \N

Hiermit folgt:

3
drm U |2V 4 5

Dieser Ausdruck ist nun extensiv in U, V, N, d.h.
Sk AU, AV, AN) = X - S (U, V, N)

(siehe auch Formel 2.9)

Nun miissen wir noch « bestimmen, dies wird uns spater noch mit Hilfe von
Dimensionsbetrachtungen gelingen.

12.5.2 Stetige partielle Differenzierbarkeit

Die Entropie Sy des idealen Gases ist stetig differenzierbar. Die stetige partielle
Differenzierbarkeit fiir Syx ist aber wegen des allgemeinen Ausdruckes

Swk (U, V,N) = kg InQ (U, V, N)

allgemein giiltig, da Q (U, V, N) stetig partiell differenzierbar ist.

12.5.3 Positive Monotonie von S, in U,V

Die Entropie des idealen Gases steigt monoton in U, V. Das ist auch fiir den
allgemeinen Ausdruck Syx = kg lnQ der Fall, da Q (U, V, N) monoton in U,V
ansteigt.
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12.5.4 Maximalprinzip, Additivitidt und Konkavitat

Wie wir in einer der Bemerkung zum Jaynes’schen Prinzip bereits angedeutet
haben, ist es einfacher, die zu zeigenden Eigenschaften durch eine Verkniipfung
zwischen Entropie Sk und Ignoranz J (E,AFE,V,N) zu zeigen. Durch diese
Identifikation werden wir auch sehen, wie wir « und Cy letztendlich zu wahlen
haben.

Wir wollen also nun versuchen, Sy, auf Ja zuriickzufithren. Wir erinnern uns,
dafs wir umgekehrt vorgingen, als wir den deduktiven Weg gingen. Dort haben
wir aus der Information/Ignoranz die Entropie hergeleitet. Um nun also aus Ja
die Entropie Sk herzuleiten, gehen wir schrittweise vor:

12.5.4.1 Hochdimensionales Phasenraumvolumen

Zunichst wollen wir zeigen, daft das 6 N-dimensionale Phasenraumvolumen Q (U, V, N)
fiir N — oo in einer Energieschale £ (E, AE,V, N) mit beliebig kleiner Dicke

AF lokalisiert ist. Das haben wir schon vorher oft gesagt, wollen aber nun den
Beweis antreten, aus Komplexititsgriinden allerdings nur fiir eine Kugel.

Nach (12.14) folgt:
AQ(E,AE,V,N) = Q(E,V,N)-Q(E - AE,V,N)

— CopvN [VK (\/M 3N) — Vi (\/Qm (E - AE), 3N)} :

wobei VI der Ortsanteil und Vi (..) — Vi (..) der Anteil aus der Impulsintegra-
tion ist. Weiter folgt mit der Niherungsformel (12.15):

_ N__TZ 2 _ Ex

= OV ) [(2mE) 2m(E — AE)) ]
3N 3N

B N Tz sy | (0 AEN 2

= CyV oY) (2mE)>? |1 (1 — )

— Q(E,V,N) [1 _ % n(l—%)} ,

. . : AE\.
falls AE < Egilt, mit Taylor-Entwicklung von In (1 — 5£):

AQ(E,AE,V,N) ~ Q(E,V,N) [1 - e*%%}
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Gilt zusétzlich AE > £ so gilt weiter:

AQ(E,AE,V,N)~Q(E,V,N)-1

Wir sehen also, dass fiir + < 52 < 1
AQ(E,AE,V,N)~Q(E,V,N)
gilt.
Als Folge daraus ist unter der gleichen Voraussetzung;:
Z8P (B, V,N) = Cy / a2
£(E,AE,V,N)

= AQ(E,AE,V,N)
= Q(E,V,N)

Zusammenfassend gilt:

Falls + < 82 < 1 ist:

ZGF(B,V,N) ~ Q(BE,V,N). (12.21)

12.5.4.2 Identifikation von Entropie und Ignoranz

Um nun tatsichlich die Ignoranzfunktion J (bzw. J) mit der Entropie in Ver-
bindung zu bringen, setzen wir das Resultat (12.21) in die Boltzmann-Formel
(12.13) ein, und erhalten:

Sk ks InQ(E,V, N)

ap) 1 AE
= k2l )Z(AE) WA (12.22)

mk

Wir kennen weiterhin

a5 {ﬁ , fallsx € E(E,AE,V,N)
= mk

Pmi 0 , sonst
und
285 (B,V,N) = Cn / s
E(E,AE,V,N)

Setzen wir das in (12.22) ein, so erhalten wir

Smrx = —kpCn / d* x pl(nAkE) (x) In pﬁﬁ{E) (%),
e(E,AE,V,N)
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mit Cy = 21 (12.20) folgt:

1 AE 1 AE
Sk = —kBm /d2f$ (CY3NPEnk ) (X)) In (a3—N (a3prnk : (X))>

Es gilt also:

Swe (B, V,N) = <27 [ ()]
Fx) = o8P (x)
A = o 3N
A = kB

Somit ist es uns gelungen, Sy, bis auf Konstante mit der Ignoranz Ja zu iden-
tifizieren. Die zu beweisenden Eigenschaften der Entropie (Maximalprinzip, Ad-
ditivitdt, Konkavitat) sind also direkt an die entsprechenden Eigenschaften der
Ignoranz gekoppelt.

Wir wollen nun noch versuchen, « zu bestimmen. Wir wissen, dass fiir das ideale

Gas gilt:
3
drm U\ V . 5
Smk =kgN {ln [(Tﬁ) NCY + 5} )

Das Argument des Logarithmus muss nun dimensionslos sein, das heifit, dass

nach
1 U\? Vv
B m\| L
s N N

« die Dimension einer reziproken Wirkung hat

[a] = (Wirkung) ™"

_ (kg§m)3 = (Js)® = (Wirkung)?

Somit ist auch die Dimension von A festgelegt:
[A] = (Wirkung )*" .

Da A das Auflosungsvermogen des Phasen- bzw. Zustandsraumes ist, liegt es

nahe, o = % zu wahlen. Wir erhalten dann

Smk (U, V,N) = —kgSpur (pgﬁ{E) In (pl(nAkE)))
= %jh“’ {hwpfﬁf)} :

wobel mit Cny = W auch die Spur ohne Freiheit bestimmt ist:

N
Spur (...) = ﬁ / H (Pppd’ry) (...)
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gilt.

Wir fassen kurz zusammen:

191

Spurbegriff:
N Jr ngl Eppdir, (1) klassisch
Spur (...)
> (il () @) , quantenmechanisch
Mikrokanonisches Ensemble (klassisch):
1 L fallsx € £ (E,V,N)
= — — — Zm ’ s Vo
Pmk = ka(S(E H (x)) { 5 K 7 sonst
(AE) { —m ,  fallsxe€E(E,AE,V,N)
Pmik - mk
0 , sonst
1
ka —

— d* z =Spur (6 (E—H (x
ST Loy o (5B~ H (x))

Anzahl der annehmbaren Konfigurationen

@ _ L / 2
Z = — d“x =Spur (O (F - H (x
) NN Jemap v (& ()
Anzahl der annehmbaren Konfigurationen
1
a={A),,, = sy / 0> & A(%) pratc (x) = Spur (Apmi)

1 A A
a= <A>Pfﬁ<E) = NN /dezer (x) pfnkE) (x) = Spur (Apl(nkE))
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Mikrokanonisches Ensemble (quantenmechanisch):

Ein zu enger Analogieschluss zur Klassischen Mechanik ist hier im Sinne einer
Energiehyperfliche nicht moéglich, da in der Quantenmechanik die Energie nicht
scharf gemessen werden kann (auch nicht theoretisch). Deshalb tauchen hier nur
die Grofen fiir Energieschalen £(E, AE,V, N) auf:

B(AE)

(am) _
Spur P(AE)

Pmk

wobei P(AE) der Projektor auf die Energieschale g (E, AE,V, N) ist.

ZI(nAkE) = Spur PP

= Dimension des zugénglichen Zustandsraumes

o <2>“AE> N ZpgAE) <¢§AE)‘ A ¢§-AE)> = Spur (Aﬁ(mim)

Pk

Mit Hilfe des Jaynes’schen Prinzips und dem Zusammenhang zwischen Entropie
und Ignoranzfunktion folgt weiterhin:

(i) Fir ein isoliertes N-Teilchensystem im Volumen V existiert das
Boltzmann-Funktional

S(p) = —ksSpur (plnp)

(ii) Der Gleichgewichtszustand wird durch eine stationdre, mikrokanonische
Wahrscheinlichkeitsverteilung pmi beschrieben, wobei pyx das Funktional
S (p) maximiert:

Sute (U.V, N) = max  (p) = § (puui) , mit Spur (p) = 1
P

Wir bemerken, daff im letzten Kasten alles vorher gesagte zusammengefasst
wurde. Es zeigt sich, dass die gleiche Situation, wie in Postulat 3 vorliegt. Die
Entropie, hier das Boltzmann-Funktional, “selektiert” die Gleichgewichtskonfi-
guration des Systemes. Schauen wir uns den Kasten genauer an, so erkennen wir
in (i) sogar Postulat 2, denn hier wird die Existenz des Boltzmann-Funktionales
postuliert.

BEMERKUNG: Wir haben gesehen, dass die Entwicklung der statistischen Me-
chanik fiir den klassischen und den quantenmechanischen Fall vom
Konzept her analog ist.

Anhand des Nernst’schen Theoremes wollen wir jetzt aber zeigen,
dass die Resultate, je nach gewdhltem Ansatz (klassisch oder quan-
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tenmechanisch) unterschiedlich sein kénnen. Wir betrachten dazu
das Verhalten von Sy fiir 7' — 0, also ein System, dessen Energie
E gegen die Grundzustandsenergie F, geht.

KLASSISCH gilt:

e wegen E = 3NkgT:

T—0
— 0,

E
o wegenQ (E,V,N) = CyVNVi (\/ZmE, 3N) (12.14):

QE,V,N) =20

e wegen der Boltzmann-Formel Sy, = kg InQ(F,V, N) (12.13):

Sk (B, V,N) 220 0

Insgesamt folgt also:

Sk (B, V,N) =2 —o0 |

was im Widerspruch zu Postulat 4, dem Nernst’schen Theorem steht.

QUANTENMECHANISCH kann bei T' = 0 genau ein Zustand besetzt
werden, ndmlich der Grundzustand, damit ist die Dimension des
zugéinglichen Zustandsraumes (Zustandssumme)

AE)

AT

Im Limes N — oo ist ZI(nAkE) =Q(E,V,N) (12.21), somit gilt
QE,V,N)=1,

und aus der Boltzmann-Formel folgt fiir T = 0, im Gegensatz zum
klassischen Fall:

Swk = ksInQ(E,V,N)
pu— 0’

was im Einklang mit dem Nernst’schen Theorem steht.
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Kapitel 13

Andere wichtige Ensembles

Das mikrokanonische Ensemble entspricht dem Zugang, den wir auch in den
Postulaten der TD gewé&hlt haben:

Energie U, Volumen V und Teilchenzahl N sind vorgegeben, wir suchen die
Entropie S.

Deswegen haben wir fiir den Anschlufs der Statistischen Mechanik (SM) an die
Thermodynamik (TD) auch die mikrokanonische Entropie Sy, (U,V,N) ver-
wendet.

Wie wir schon an den Potentialen der TD sahen, ist diese Konstellation der Va-
riablenabhéngigkeit aber fiir praxisbezogene Rechnungen komplett unbrauch-
bar. Deswegen wollen wir, neben dem mikrokanonischen Ensemble, Ensembles
einfithren, die praxisbezogenere Variablenabhingigkeiten haben. Den Weg hier-
fiir kennen wir bereits, ausgehend von der mikrokaninischen Entropie Sy, (U, V, N)
wechselt man durch einfaches Auflésen in die Energiedarstellung U,k (S, V, N).
Von Uy kann man nun durch Legendre-Transformation zu den bereits bespro-
chenen! TD-Potentialen wechseln.

Entropiedarstellung Auflsen Energiedarstellung Legendre-Trafo beliebige
Smk (U, V, N) Unk(S,V, N) Potentiale

Obwohl wir nun ein Verfahren gefunden haben, leichter handhabbare Potentiale
zu finden, wollen wir diese im folgenden direkt aus der SM bestimmen.

13.1 Kanonisches Ensemble

Ziel: Bestimmung der kanonischen freien Energie Fy (T, V, N).

Isiehe Abschnitt 6.2

195
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Wir koppeln das betrachtete System an ein Warmebad der Temperatur Tyy. Des-
weiteren werden Volumen V' und Teilchenzahl N konstant gehalten. Das heifst

alle Systeme des kanonischen Ensembles haben gleiches Volumen und gleiche
Teilchenzahl.

Zunichst wollen wir mit Hilfe das Jaynes’schen Prinzips die kanonische Entro-
pie Sk bestimmen. Um das Jaynes’sche Prinzip anwenden zu kénnen, muss das
Syste, probabilistisch beschreibbar sein, deshalb miissen die Teilchenzahl N, das
Volumen V und die innere Energie des Systems konstant gehalten werden. Na-
tiirlich fliefst durch die Kopplung an ein Warmebad stindig Energie vom System
ins Bad und zuriick, die Energie selbst ist also nicht statisch konstant, sondern
schwakt vielmehr um einen festen Mittelwert (H) = Uy. Dier Anwendbarkeit
des Jaynes’schen Prizips wird also durch folgende Punkte gewahrleistet:

e N = const.
e IV = const.

e (H) = Uy = const.

Wir wenden nun also das Jaynes’sche Prinzip an.

Nebenbedingungen sind zum einen die Normierung der Wahrscheinlichkeitsdich-
te:

Spur (p) =1,

und zum anderen muss auch Uy festgehalten werden, was einleuchtet, weil die
freie Energie Fi.(T,V, N) nicht explizit von U abhingt

Spur (Hp) = Ux.

Zur Maximierung von
S (p) = —kpSpur (plnp) (13.1)

nutzen wir den Lagrange-Mechanismus. Wir fithren also die Lagrange-Multiplikatoren
A1 und Ag ein, und bilden die Funktionalableitung;:

0
o {—kpSpur (plnp) — A\;Spur (p) — A2Spur (Hp)} =0,

mit (_%Spur (AF (p)) = Ag-ﬁ folgt dann also:

—kg [lnp—i—l]—)\l —XH =0

A1 A2 B
exp{— (E—i-l) —%H}—p

und somit:
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I
o

0
o {=kpSpur (plnp) — A\iSpur (p) — A\2Spur (Hp)}
kpllnp+1]—M —AH = 0
I

A Ao B
o= () -mn} - 0

Mit 8 = 2—;, Zik = exp{— (2‘—; + 1)} gilt also:

_ exp{-pH}
Pr = —
Zx = Spur exp{—0H}
— A2
g = o

Da py das Funktional in (13.1) maximiert, gilt nun also:
Sk = ngxg (p) =5 (p)
= —kgSpur (pxInpy)
—kpSpur [px (—InZx — BH)]
= kpln ZSpur (px) + ksBSpur (Hpy)

und nach Einsetzen der Nebenbedingungen folgt:
Sk = kg (In Zy + ﬂUk) . (13.2)

Nun l4sst sich noch der Faktor 8, und vor allem die kanonische Freie Energie
bestimmen. Wir erinnern uns an die Legendre-Transformation aus der TD:

F=U-TS,
formt man (13.2) um, so folgt:

In Zk 1
- = Ux— —=5%.
8 “ ket
Nach Vergleich mit der Legendre-Transformation leuchtet ein, dass der Faktor
bei Sk die Temperatur sein muss, und wir erhalten:

1 1
T = —— -
i O P
und schliefilich: Wz
o= ——2% = _kpT InZ

B
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Wir fassen zusammen:

Kanonisches Ensemble (klassisch):

Kanonische Verteilung: Pk = @(p{zﬂ
Kanonische Zustandssumme: Zy (T,V,N) = Spur ekxp {-BH}
Kanonische freie Energie: Fi (T,V,N) = —% InZy (T,V,N)
Kanonische Mefswerte: (A) = Spur (Apy)

Kanonisches Ensemble (quantenmechanisch):

exp {—ﬂﬁ }
Kanonische Verteilung: Pk =— <
Zx
Kanonische Zustandssumme: Zy (T,V,N) = Spur exp {—ﬁﬁ }
1
Kanonische freie Energie: Fi (T,V,N) = ~3 In Zy (T, V,N)
Kanonische Mefiwerte: <E> = Spur (gﬁk)

13.2 Groflkanonisches Ensemble

Ziel: Qg (T,V, ) bestimmen.
Situation:

e Kopple System an Warmebad der Temperatur Tyy.
e Kopple System an Teilchenbad mit dem chemischen Potential jivy.

e Volumen V wird konstant gehalten.

Mit Hilfe des Jaynes’schen Prinzips kdnnen wir nun pg berechnen.

Das Jaynes’sche Prinzip ist hier anwendbar, da

e IV = const
o (N) = Ng

o (H) = Uy, auch hier ist E natiirlich nicht konstant.
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Wir wenden nun wiederum das Lagrange-Verfahren an, wir wollen S (p) =

—kpSpur (plnp) unter den Nebenbedingungen

Spur (p) =1 (Normierung)
Spur (Hp) = Uy
Spur (Np) = Ny

maximieren:

0
o {—kpSpur (plnp) — AiSpur (p) — A2Spur (Hp) — A3 (Np)}

U 6%Spur

—kg [1np+ 1] — A — X H — \3N
\

A1 Ao A3
()2 o8y
exp{ (kB+ > ks ks }
Mit 3 = ,;\—; und Z%k = exp {— (,;\—é + 1)} erhalten wir:

exp{—f(H — uN)}

Pgk = 7
gk
Zge = Spur (exp{-p(H — uN)})
— AQ
T
_ .
o= Ao
Es gilt nun:
See = max$(p) = S (pe)

= —kpSpur (pgxIn pgex), Einsetzen von pgi
—kgSpur (ng (— In ng — BH + ,8;1,]\7)))

kg In ZgSpur (pgi + ksBSpur (H pgk) — ksfpSpur (N pgk)

= kplnZy + kpPBUgk — kBulNgk, nach Einsetzen der Nebenbed.en

Oder kiirzer:

InZ
_ 1%k = Ugk — TSgk — /LNgk = ng (Ta V, :u)

Wir fassen wiederum zusammen:

0

oF
— Aa_p
0
p
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Groftkanonisches Ensemble (klassisch):

exp{—f(H — pN)}
Lok
Grofkanonische Zustandssumme: Zg =  Spur {exp (=03 (H — uN))}
In Zg (T, V, N)
p
Grofikanonischer Mefwert: (A), = Spur (Apgk)

Grofikanonische Verteilung:  pg =

Grofskanonisches TD-Potential: g =

Groftkanonisches Ensemble (quantenmechanisch):

s (-9}

Grofkanonische Verteilung:  pgx =

Lok
Grofikanonische Zustandssumme:  Zg, =  Spur {exp (—ﬂ (ﬁ — uﬁ ))}
InZg (T,V,N
Groflkanonisches TD-Potential: g = —%

Grofkanonischer Mefswert: <X> L Spur (Epgk)
g




Kapitel 14

Schwankungen und
Aquivalenz der Ensembles

Nun haben wir die 3 Verteilungsfunktionen pk, px und pg der 3 Ensembles
aufgestellt. Diese waren notwendig, um eine korrekte Verkniipfung mit der TD
zu finden (Mikrokanonisches Ensemble), bzw. um eine Verkniipfung mit der
Praxis zu erleichtern (Kanonische und Grofkanonisches Ensemble). Aus den
Verteilungsfunktionen der entsprechenden Ensembles konnten die entsprechen-
den Potentiale Sk (U, V,N), Fx (T, V,N), bzw. Qg (T, V, ) bestimmt werden.
Die jeweils {ibrigen Potentiale lassen sich durch Legendre-Trafo bestimmen:

Smk(UaVaN) = Umk(Sv‘/vN) = ka(Tv‘/vN) < ka(Tv‘/vﬂ)
auflésen Legendre-Trafo Legendre-Trafo

Sk(Uv‘/vN) = Uk(S,V,N) = Fk(TaVvN) <~ Qk(T’V’M)

Sgx (U, V, N) & Uw(S,V,N) = Fy (T, V,N) = Qu (T, V, 1)

Uns stellt sich nun die Frage, ob

Smk = Sk = Sk

Umk = Uk = ng ? ka = Tk = Tgk
Fok = Fe=Fgx = Pk = Pk = Pgk
Qi = Qe = Qi Hmk = flk = Hgk

gilt, d.h. wir fragen uns, ob aus der Gleichheit der extensiven Variablen auch
die Gleichheit der intensiven Variablen folgt. Um auf diese Frage eine Antwort
zu finden, miissen wir uns zunéchst mit dem Begriff der Schwankungen (Fluk-
tuationen) auseinandersetzen.

201
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z Wa

-

a

>

Abbildung 14.1: System )

14.1 Fluktuationen

Wir betrachten ein System, das an ein Warmebad gekoppelt ist. (Abb.14.1)

Hier ist 3 ein isoliertes System mit konstanten (U JV,N ), 3 nicht isoliert mit
konstanten (V, N).

Das Volumen V und die Teilchenzahl N des Systemes konnen also, innerhalb
der Mefigenauigkeiten, exakt bestimmt werden. Betrachten wir jedoch die innere
Energie U, so sehen wir, wenn wir das System sehr genau betrachten, (statische)
Schwankungen.

Nach den Gesetzen, die wir in der TD gefunden haben, wiirden wir fiir das
System im Gleichgewicht erwarten, daff sich eine feste Temperatur T = Tw
einstellt, so daff auch die innere Energie Urp konstant wére.

Diese thermodynamische konstante innere Energie Urp ist gerade der Mittel-
wert, um den U streut. Diese Streuung konnen wir thermodynamisch nicht be-
schreiben.

Die gleichen Resultate erhilt man fiir das Volumen V', wenn man ein System
¥V an ein Volumenbad koppelt, bzw. fiir die Teilchenzahl N, wenn man ein
System XV an ein Teilchenbad koppelt.

Es gilt:

Jede definierte Kopplung eines Systemes an seine Umgebung entspricht einem
speziellen TD-Potential. Dabei sind die natiirlich extensiven Grofsen des Poten-
tiales gerade scharf einstellbar, alle anderen extensiven Grossen sind Schwan-
kungen unterworfen.

Wir haben bisher die Scharmittelwerte (U), (V) , (V) mit den Melwerten des
Systemes identifiziert. Wir miissen uns nun fragen, wann das iiberhaupt méglich
ist. Liegt ein System mit N — oo vor, das homogen ist, und sich im Gleichge-
wicht befindet, so erwarten wir zunéchst keine Schwankungen. Betrachten wir
jedoch ein beliebig kleines Teilsystem, so gehen wir durchaus davon aus, dafs
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(a) P (b) \Messung
Messung :

\a e

Messwert # Mittelwert Messwert ~ Mittelwert

(Makroskopisches System)
Abbildung 14.2: Mefiwert-Mittelwert-Kram

Schwankungen auftreten. Unser Ziel ist es, die Verteilungsfunktionen, die ein
System beschreiben, moglichst scharf zu halten. Das gelingt insbesondere fiir
makroskopische Systeme recht gut.

Bei einer Messung wird ein Wert gemessen, die gemessenen Werte streuen um
den Mittelwert. Es muff aber gefordert werden, daf diese Zufallsverteilung scharf
ist, d.h. daf

Mittelwert ~ Mefiwert

gilt. Wir hoffen also auf eine mdglichst scharfe Energieverteilung, so daf dier
Mefwert dem Mittelwert moglichst nahe kommt, wie in 14.2 skizziert.

Wir berechnen nun die relative Schwankung, die die ja im makroskopischen
Limes gerade verschwinden soll, fiir U und N in allen Ensembles. Die relative
Schwankung ist gegeben durch

Die Ensembles hiangen alle explizit von V ab, so daf stets I'(V') = 0 gilt.
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14.1.1 Kanonisches Ensemble

14.1.1.1 Betrachtung von U

U =
o?(H) =

(H)
((m - (m))?)
= (1)~ (1)’

Spur (H2e=PH)  Spur® (He PH)

Zy

_ 1 oa
7\ 02

_ 9 (10

08\ Ze 08

0% [
= a%(amﬁ>
32

= Tom (BFx)

Z

192\
Z 0B

Wir bemerken, daff Schwankungen offensichtlich mit der freien Energie zusam-
menh#ngen, bevor wir unsere Rechnung fortsetzen.

9 (0
B _%<6_ﬁ
)
98

0B
dr @
i (

= I{JBT2 < 8Fk

k —

R )
e
_ a(Fk_T%)ﬁ: 1
T%)

or

kT

82Fk>

T oT =~ OT?

0? Fy,

= —kgT?
B o

PFK _ 88 _ N

o2 — —or — _TCV:

Wir erhalten mit

= kgT?Necy

Wir bemerken, dafé sich reine statistische Gréfsen durch TD-Groflen ausdriicken

lassen.
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Wir bestimmen nun die relative Schwankung von Uy zu

o2 (H) kBTQNCV kBTQCV

wobei wir von U zu u = % iibergegangen sind, was zur Bildung des Limes
N — oo notwendig ist. Wir bemerken zunichst, dafs

' (Ux) \/%7

lim T (Uy) = 0.

N —o0

um weiter zu bemerken, das

Fazit: Wie erwartet verschwindet die Schwankung, wenn wir das makroskopi-
sche System betrachten. Die kanonische Energie ist dann scharf mefibar.

14.1.1.2 Betrachtung von N

o2 (N) = (N?) — (N)* = N} = N2 =0,

es gilt also
I'(N) =0,

also ist die Teilchenzahl scharf mefibar.

Fazit: Da N natiirliche Variable, weil durch Fi (T, V, N) vorgegeben, ist, schwankt
N nicht. Fiir N — oo sehen wir eine Aquivalenz mit dem mikrokanoni-
schen Ensemble, da die Schwankung T" (Uy) dann auch verschwindet.

14.1.2 Grofikanonisches Ensemble

14.1.2.1 Betrachtung von U

U = (H)
o (1) = ((H—(m)*)
= (H*)—(H)*

Wir wissen bereits, daf

=
|

(H = uN) + p(N)
((H = uN)?) + 20 ((H = uN) N) = 2 (N?)

~
=

)

~
Il
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gilt, und erhalten durch Einsetzen:
1 9\’ AW 9 \?
2 — 2 )p () _s 9N\ (9 2( 9 0
= (&) @{5<wﬁ ﬂ“@m)&w>+“<w)}“3“
~ CvN

Fiir die relative Schwankung gilt dann

CvN Cy 1
P ~\ Tz =\ ey SV ¥

Wie zu erwarten war, verschwindet also die Schwankung wieder im TD-Limes
fiir makroskopische Systeme.

14.1.2.2 Betrachtung von N

Negx = (N)
o®(Ngx) = (N?)—(N)?
_ Spur (N2e=AH=1N)) (Spur (Neﬁ(H“N))>2
Zgk Zgk

1 92 1 o 2
= ———Zx— —— | =—Z
32 Z g1 Opi? gk 5QZ§k <5M gk)

_ L (EL (‘9ng))
B2 \OuZg \ Op
1 92

= @Tmlnzgk

_ 12 (_angk)
B ou? B
1 02
TG
x kN

Fazit: Die Schwankung hingt nur vom grofsen TD-Potential ab, und 14t sich
wiederum nur durch TD-Grofsen ausdriicken.

Fiir die relative Schwankung erhalten wir:

02(Ngk) KT

' (Ngk) = <Ngk>2 N N2

Fazit: Im TD-Limes ist die Teilchenzahl N fest.
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14.1.3 Mikrokanonisches Ensemble
14.1.3.1 Betrachtung von U
Uk = (H)
2

o? (H) = (H
= T (Un) =0

)= (H)? = Uk, — (Unk)? = 0

14.1.3.2 Betrachtung von N

Ny = (N)
o (N) = (N?) —(N)* =0
= T (Nmk) =0

Fazit: Da das mikrokanonische System isoliert ist, sind N und U von fest vor-
gegeben, und keinen Schwankungen unterworfen.

14.1.4 Zusammenfassung

Mikrokanonisches Ensemble:

AU)? =0 . P
<( )2>pmk Impy_ oo <(AN[)]2> L =
<(AN) >pmk =0 my oo —F—2 = 0
Kanonisches Ensemble:
2 — 2 . ((a1)?)
<(AU)2>pk ksT?cy N N limy_ 00 _<(A]\[]J)2>pk = 0
((am) >pk = 0 lmy oo —5—2% = 0

Grofskanonisches Ensemble:

(avy), - x Ney (@),

P My oo —22% = 0

U
2 (AN)?
<(AN) >pgk > T th—»oo < N >pgk =0
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Wir bemerken, daff die Aquivalenz der 3 Ensembles auf dem Verschwinden der
Schwankungen im TD-Limes N — oo beruht. Die Aquivalenz zwischen mikroka-
nonischem und kanonischem Ensemble wollen wir nun auch noch auf direktem
Weg zeigen. Wir weisen schon jetzt darauf hin, daf sich ein tiefer Zusammen-
hang zwischen den beiden Zustandssummen zeigen wird.

14.2 Aquivalenz der Ensemble im TD-Limes

Zunichst wollen wir zeigen, dafs die freie Energie pro Teilchen im TD-Limes
identisch ist:

Fiir den TD-Limes einer Grofe A gilt:

TD-Limes A := lim A

N,V —o0, ni= % =const

Extensive Groflen Aqyq, wie Potentiale, wiren im TD-Limes divergent. Deswegen

gilt fiir diese:
Acxt

TD-Limes Aqyt := lim
ox N,V —o00, n=const N

Betrachten wir Potentiale P im TD-Limes, so kénnen wir auch einfach schreiben:

P
:= TD-Li —
P imes N

Um nun die Aquivalenz der freien Energie pro Teilchen im TD-Limes zu zeigen,
geniigt es zu zeigen, dafl

[ fuk (T,n) = fic (Tm) = fac (Tm) |

gilt, die anderen Potentiale folgen dann mit der Legendre-Trafo.
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Beweis:

0.B.d.A zeigen wir, dafs fix (T,n) = fx (T,n) gilt; im klassischen Fall erhalten
wir zunéchst aus

Zk (Ta Va N) = Spur exp {_ﬂH}

1
= NN /d2fx exp {—SH}

= [ an { i [ @5 (B - 00 e -0y,

wo {W /d”ms (E—H (x))} = Zmk (E,V,N)

/OO dE Zui (E,V,N)exp {—BH},
0

wo mit Zy (E,V,N) ~ Z8P (BE,V,N) ~ Q(E,V,N), fir 82 <« 1, N > 1
folgt:

2@ V.N) = [ aEQEv.N) e (-o8)
0

= /OO dE exp (751111( (B, V, N)) exp (—0F),
0 kg

unter Verwendung der Boltzmann-Formel

/OOO dE exp{—0[E — TSmx(E,V,N)|}

zunachst fiir die kanonische Zustandssumme
Ze (T, V. N) :/ dE exp {—B[E — TS}
0

folgt.

Wir sehen nun, dafs
A}im Zx (T, V,N) = exp{—fBFux (T,V,N)}

gilt.

Nutzen wir, dafy Sy im Gleichgewicht maximal wird, so konnen wir folgern, daf
[E — T'Spy] im Gleichgewicht mit E = Uy, minimal wird. Es muf also gelten:

0
= — [ —-TSn
0 8E[ J E=Upx
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Wir fiihren eine Taylorentwicklung von £ — TSy (E,V, N) um E = Uy durch:

E—TSw (E,V,N) = Umk — TSmk (Unk, V. N) +
851mk
1-T mk 7N E— m
+[ oFE N(Ukv )]( Vi) +
1 82Smk 2
*3 {_T OB ’V,N (U‘““’V’N)] (5 = V)" +

+O 83‘9”"“ (Ui, V, N) (E — Uni)®
8E3 VN mky V' mk ;

wobei

Unk — T'Smk(Unk, V, N) = Fx (Uni, V, N) [1 - T %5 V,N

(Umk; Va N):| = 07

1 _Tazsmk
2 V,N

B> 202,8°
828, 1 0| 0Su 10 1
2. — BT m’ Ui, V.N) = —— -2 mk (7 G VIN) = —— | S (U, VLN
N BT g5 |y U ViN) = =5 v ap UmeViN) = =5 |, o T U V)
1 1 oT OF -1
= (=) (== ) (U, V. N) & Ui, V,N) = [ kpT?Z= U V.N))
(kB)( TQ)( o )aEV,N( 3 ) <B 6TV,N( 3 ))
wo 85| (UmeV.N)= 95| 85| = Tg—g‘VN(Umk,V,N) — Ney so daR

fiir 0%, letztlich gilt | 0% = kpT?cy N |.

Schreiben wir nun die Taylorentwicklung nochmals kurz, so erhalten wir:

E — Uni)’ 9 S

( - k) o) ( 3k ‘
2058 OF

Damit wird zu untersuchende Zustandssumme zu

/0 4B exp {~B[E - TSui (E,V, N)]}

oo _ 2
~ \/2n0% dEexp{—ﬁ [ka (T,V,N) + %”
wobei wir Terme hoherer Ordnung vernachléssigt haben. Dies scheint gerecht-

fertigt, da sich der Integrand um E = U, konzentriert wie in 14.3 zu sehen.

Fiir F = Upyk geht also die Ausgangsfunktion exp {—(FE + ST Smx} liber in
exp {—fFmx (T,V,N)}. Da Fyy ja fiir E = Uy maximal wird, ist das auch fiir
exp {—BFux (T,V,N)} der Fall, wie man ja auch an 14.3 sieht.

Es gilt also fiir die kanonische Zustandssumme fiir E ~ Up:

(E — Upi)?
2012\,

E—TSux (E,V,N) = Fux (T, V, N)+

 Uni, V. N) (B — Umkf”)

)

Zx exXp {_ﬁka (T, Va N)} / dE exp
0

= eXp{—ﬂka(T,V,N)}ﬁaN/:j dIeXp{_;,;?}7

mk
20 N
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b —-BE

e e!ﬁTSmk

Zy o< exp(—BFuk)

F = Umk

Abbildung 14.3: Mikrokanonische Zustandssumme

WO T = (%) , dE = /20 nydx substituiert wurde.
20’N

Wir betrachten das Verhalten an der unteren Integralgrenze —\%:;7 Da Upnk
extensiv ist, gilt Uynx = O (N), und damit gilt auch, daf

Uk = OW) :O(\/N) — 00, flir N — oo,
o)
so daf fiir die kanonische Zustandssumme
Zy = exp {—BFux (T, V,N)}\/iO'N/ dCCCXp{—:CQ}

folgt. Mit dem Gauf-Integral folgt fiir die Zustandsumme

Zy. = V210N exp {—BFui (T, V,N)}.

Um nun zu zeigen, daf fux (T,n) = fi (T, n) gilt, schreiben wir zunéchst die
kanonische freie Energie

1
F (T,V,N) = — 5% (T,V,N)

= Fuc(T.V.N) = 5o (,/zmgv>
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auf, um dann den TD-Limes

fk (T, n)

TD-Limes Fy (T, V, N)
= lim e —

N,V —o0, n=% =const N

1%
Fuic (T,V,N) = L In (\/2mz2v)
= lim
N,V —o0, n:%:const N
_ - Fo (T, V, N)
N,V —o0, n:%:const N

= fmk (Ta n)

zu bestimmen. Somit haben wir die Aquivalenz von kanonischem und mikroka-
nonischem Ensemble gezeigt.

Bemerkung: Der Beweis fq = fi muf indirekt mittels wgx = wmi gefiihrt wer-

den. Dazu muR im ersten Schritt Zy mit [~ dE exp {—8[E — T Smx — ptNpr}
identifiziert werden, analog zum vorherigen Beweis, abgesehen davon, daf§
e P durch e=#H-1N) ersetzt wird. Dann wird in exp {—3Qui} durch
Taylorentwicklung die Ersetzung Q,x = Uk — TSk — Nk vorgenom-
men. Aus Qi = _m% folgt, analog zu Fy = Fpy + Korrektur, auch
Qg = Qi + Korrektur. Daraus folgt dann durch Bildung des TD-Limes,
wieder wie eben, wgi = wWik.

Zusammenhang:
Zmk (E,V,N) = Zx (T, V,N) = Zg (T, V, 1)
. Laplace bzgl. E A Laplace bzgl. N A
TD-Limes TD-Limes TD-Limes
\ \ \
Legendre bzgl. u=F Legendre bzgl. n=N
Smk (’U,, n) = fk (Ta n) = Wek (Ta ,LL)

14.3 Laplace-Transformation

Die Laplace-Trafo als Zusammenhang zwischen Z,, Zx und Zgy ergibt sich aus
dem ersten Schritt des Aquivalenzbeweises. Es gilt:
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Laplace-Trafo bzgl. E: L(...) = / dE ...e PE
0

oo

Laplace-Trafo bzgl. N: L (...) = ..ePHN

Bemerkung: Im TD-Limes (N — oo, V — 00, n = % = const) gilt allgemein,

daf die TD-Potentiale pro Teilchen fiir die verschiedenen Ensembles gleich
sind. Diese Aquivalenz beruht darauf, daf fiir die Schwankungen pro Teil-
chen die Proportionalitit % o \/—% gilt, und damit fiir den TD-Limes
limy . % = 0 die Schwankungen pro Teilchen verschwinden.

Bemerkung: Wie wir gefunden haben, divergieren am kritischen Punkt die
TD-Koeffizienten. Auf Grund des gefundenen Zusammmenhanges zwi-
schen Schwankung und TD-Koeffizienten bemerken wir nun, daf am kriti-
schen Punkt auch die Schwankungen divergieren. Dies zeichnet also Pha-
seniibergénge 2.0rdnung aus.
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Teil 111

Exakt losbare Modelle

215
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In diesem Teil wollen wir mit den Methoden der statistischen Mechanik einige
exakt 16sbare Modelle betrachten. Die Zahl solcher analytisch 16sbaren Modelle
ist duferst klein - zumeist miissen Naherungsmethoden angewendet oder Com-
putersimulationen geschrieben werden, wobei die derzeitigen Moglichkeiten zur
Simulierung einfacher Systeme sich auf Teilchenzahlen im Bereich von 10* — 10°
beschranken.
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Kapitel 15

Ideales, einkomponentiges,
klassisches Gas

Situation: N identische Teilchen ohne Wechselwirkung (keine inneren Frei-
heitsgrade) mit Masse m in einem Wiirfel der Kantenlénge L.

Das ist die einfachste mogliche Vielteilchen-Situation, die man sich vorstellen
kann. Unendlich kleine Teilchen, die sich gegenseitig nicht stéren, fliegen wild
durcheinander und prallen nur gegen die Wande. Als Behélter wihlen wir einen
Wiirfel; wir erwarten ja, dass das Verhalten des Gases nicht davon abhingt, ob
wir es nun in einem Wiirfel oder einem Kochtopf unterbringen, aber der Wiirfel
ist eindeutig leichter zu beschreiben. Klassisch stimmt die Annahme auch, dass
die dufere Form an sich keine Rolle spielt; quantenmechanisch ist die Aussage
so nicht mehr korrekt, aber dazu spéter.

Zunéichst betrachten wir die Hamiltonfunktion:
N p?
H(x) = E In W
(X) n=1 |:2m + (rn):|

219
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Das Potential V" ist das Wandpotential und somit:

o0, T &V
VW(rn):{ o fv

Logisch: Eindringen in die Wand geht nicht fiir ein klassisches Teilchen, aber
innen wird es durch nichts gestort.

Als nichstes wahlen wir ein Ensemble. Erste Idee wire das mikrokanonische En-
semble, aber das ist ungiinstig, da die innere Energie U schlecht steuerbar ist. Es
gibt auch kein Messgerét, was anzeigen konnte, wie grof die innere Energie des
Systems ist. Gegen das grofkanonische Ensemble spricht, dass p uninteressant
ist, weil dN = 0 gilt; es werden keine Teilchen erzeugt, und durch die Wand
werden auch bestimmt keine Teilchen kommen. Also bleibt das kanonische En-
semble {ibrig, was wir somit wéhlen. Gehen wir von grofien Teilchenzahlen aus
(und das wollen wir im folgenden), so sind die Unterschiede in den Ergebnis-
sen der Thermodynamik gleich Null, was die freie Wahl rechtfertigt. Zunéchst
berechnen wir die kanonische Zustandssumme:

Z(T,V,N) = Spure?

N
1 / 3, 73, —BH
= =% d3ppd®r,, e PHE)
o | 1L &pad’r
Nh oot
1 /ﬂd3 65N, B
= —_— X pne i=1 2m
1h3N
Nh ot

N
*/Hd% BN VY ()
n=1

Betrachten wir zunichst das zweite Integral, wo iiber die rdumlichen Koordi-
naten integriert wird. Wegen e®t¥ = e%e¥ schreiben wir das Integral zunéchst
um:

H

N

N
H d37°n e—BZﬁV:1 vWi(r) H (/ dST‘n e—ﬁVW(rn))
/n_l

n=1

Das Integral wird zunéchst {iber den gesamten R? ausgefiihrt; da aber e=BV" (rn)
fiir alle Orte aufserhalb des Kastens Null und fiir alle Orte innerhalb Eins ist,
vereinfacht sich das Integral dramatisch:

N
H /d3rne_ﬁvw(r“) =
R3

n=1

— =
/\
—

ISH
w
S

3

-

3
Il
-

[
=
<

3
Il
-

[
<
2
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Das erscheint auch logisch: Der Integrand ist Eins im Inneren des Systems und
Null aufien. Also muss das Volumen des Systems als Ergebnis herauskommen.
Wir hitten also eingangs auch iiber den Kochtopf integrieren kénnen; dann
stiinde nun das Volumen des Kochtopfs da.

Nun widmen wir uns dem Integral iiber die Impulse. Auch hier nutzen wir
zunéchst aus, dass e*TY = e%e¥ gilt:

N N b2 N 3 »2
H dgpn eiﬁ Zi:l 2m = H H dpnﬁa eiﬁﬁ
R3 R
n=1 n=1a=1

Dabei steht o = 1,2,3 fiir die drei Koordinaten. Nun muss man wissen (oder
nachschlagen), dass das GauRintegral [~ _dx e~*" als Ergebnis /7 liefert. Mit-

tels Integration durch Substitution sieht man somit, dass fix;o dre=a’ = /T

gilt. Also erhalten wir: ’

] (o) - T

n=1a=1 n=1a=1
2m7r)

Nun setzen wir alles zusammen und erhalten:

3N
2

3N

1 2mm\ 2

Die Stirling-Formel fiir grofe N (und N = 10?3 ist grof) lautet:
NN
N! ~ V2r N

eN

Also gilt beinahe exakt:

3N
2

VNeN 2mm
2y = e (%57)

1 (L)N
vV2r N n/\z}

Dabei ist n = & die Teilchendichte und A}, = ﬁ = /2L die soge-
nannte thermische de-Broglie- Wellenldnge.
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Bemerkung: Fiir uns hier hat Ay erst einmal keine besondere Bedeutung. Wir
definieren diese Grofie zunéchst lediglich, um die Zahl der Konstanten zu
reduzieren, und um das Ergebnis hier mit spiteren Ergebnissen vergleichen
zu kénnen. Wir werden allerdings sehen, dass Ar eine wichtige Grofe ist,
wenn wir quantenmechanische Systeme behandeln.

Als n#chstes wollen wir Fj(T,V, N) berechnen. Das ist ein iibliches Verfahren,
wenn man aus einem System thermodynamische Informationen gewinnen will:
Zunichst braucht man die Hamiltonfunktion, um die Zustandsumme im gewahl-
ten Ensemble zu bestimmen. Aus der Zustandsumme heraus kann man dann
das entsprechende thermodynamische Potential errechnen, und die Ableitungen
ergeben die thermodynamischen Koeffizienten, die uns Aussagen {iber das Ver-
halten des Systems machen. Somit haben wir den Bogen von der fundamentalen
Hamiltonfunktion bis zu den makroskopischen Beobachtungen geschlagen.

Fu(T,V,N) — —%ank(T,V,N)
I R (L)N
- 6 V21N \nA\3
= %[N ln n)\T)—l)—l-ln\/m}

Nun rechnen wir dies in f (7, V, N) im thermodynamischen Limes um, um eine
von der Teilchenzahl unabhéngige Grofie zu erhalten:

. 1
fk (T’ V’ N) o N, V—»ol)H}Ll const. NFk (T V N)

1 3
= 3 (ln (n)\T) — 1)

= kpT (In(nA}) — 1)

Wir haben dabei verwendet, dass limy_. o TN = 0 gilt. Also:

f(T.V,N) = kpT (n(n)) - 1)

Als n#chstes kénnen wir die Entropie in Abhéngigkeit von 7" und n = % be-
stimmen. Damit haben wir bereits einen entscheidenden Vorteil gegeniiber der
Entropie, die man aus dem mikrokanonischen Ensemble bekommt: Hier hingt
sie nur noch von den messbaren Variablen 7', V, N ab und nicht von U, V, N.
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Also:
(Tn) = —2| R(Tn)
Sk , - oT 'n k y TV
1 Oy
= —kp[ln(n\}) —1] - kBTW?m/\QTﬁ
3 /27h? 1
= —kp [ln (nx\gT) — 1} + kBTm m—kgﬁ
3.1
= —kp[In(nA}) —1] + keT 53— Mr g
= —kp[ln(nA}) —1] + ng
Also:

5
sp(T,n) =kp {— In (nA}) + 5]
Nun kénnen wir den ersten thermodynamischen Koeffizienten berechnen. Das
ist alles grundlegende Mathematik, nur Differentiation wird bendtigt, um vom
Potential zu den Koeffizienten zu gelangen.

ds
v = Torh
OAr
or
T AT
= kp—=3n\i =
BT

T 2

3
= -k
5kB

Das ist das uns bereits bekannte, klassische Ergebnis: Die Wiarmekapazitét bei
konstantem Volumen ist ebenfalls konstant. Das heifit, wenn man doppelt soviel
Wirme hineinsteckt, steigt die Temperatur auch doppelt so stark. Diesen Ef-
fekt konnen wir auch anschaulich verstehen: Die einzige Energie, die im System
gespeichert ist, ist die kinetische Energie der Teilchen. Hineingesteckte Warme-
energie geht also vollsténdig auf die Teilchen {iber. Da die Temperatur wiederum
proportional zur mittleren kinetischen Energie ist, steigt sie im selben Mafe wie
die kinetische Energie, d.h. proportional zur hineingesteckten Warmeenergie;
Proportionalititskoeffizient ist cy .

Eine einfache Uberlegung macht aber schon klar, dass das ideale Gas nicht der
Weisheit letzter Schluss sein kann: Wie soll denn Wiarme, d.h. Energie, auf ein
punktformiges Teilchen iibertragen werden, das mit nichts wechselwirkt und an
der Wand lediglich reflektiert wird? Die Annahme eines punktférmigen Teilchens
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ist sicherlich falsch, (s. a. Teil I, Kapitel 8, van-der-Waals-Gas), aber fiir grofe
Abstinde zwischen den Teilchen und hohe Temperaturen (um andere Wechsel-
wirkungen durch die hohe kinetische Energie mehr oder weniger zu verhindern)
ist das ideale Gas sicher eine gute Beschreibungsmoglichkeit.

Zunichst wollen wir aber noch etwas weiterrechnen. Mit der Legendre-Transformation
erhilt man die kalorische Zustandsgleichung u (T, V,N) =

ug(Tyn) = fu(T,n)+ Tsp(T,n)
3
= §kBT

Die Energie eines Teilchens ist also unabhéngig von Teilchenzahl oder Volumen
im Mittel %kBT. Man kann diesen Ausdruck verallgemeinern auf %kBT, wo-
bei f die Anzahl der Freiheitsgrade eines Teilchens sind, aber damit wiirden
wir hier zu weit abschweifen. Kurz gesagt sei, dass es beim dreidimensionalen
punktformigen Teilchen drei Freiheitsgrade gibt - einen fiir jede Raumrichtung.
Das sieht man auch sehr schén am Integral der Zustandssumme. Man erhilt als
Ergebnis Ap fiir jeden Freiheitsgrad, d.h. dreifach fiir die drei Raumrichtungen.
Hétte man 9 Dimensionen, so erhielte man pro Teilchen den Faktor A, der
beim Ableiten schlieklich einen Faktor 2 5 lbrig liefe.

Wir kénnen auch den Druck des Gases bestimmen:

VN = I (r N

Im thermodynamischen Limes erhilt man fiir pg, also den Druck “pro Teilchen™:

1

N,V —o00, n=const.

1

N,Vﬂolul,rle:const. W ’T’N NF]C (T, V, N)

1

= Na( \Tfan)

Der letzte Schritt folgte aus % = % mit Hilfe der Tatsache, dass N konstant
gehalten wird. Zwischenrechnung;:

0 0 On

o o

)

)) 9
on

/\Q’)

Sl o~

Il
A
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Also:

pk(Tv‘/vN) = N _n‘Tfk(Tvn)

[
|
S
>
oS}
~

Zwar sieht der Druck nun analog zu den Ausdriicken fiir s, und uy aus, aber
ein Druck pro Teilchen macht im Gegensatz zu einer Energie pro Teilchen wenig
physikalischen Sinn. Daher rechnen wir schnell den Gesamtdruck im thermody-
namischen Limes aus:

p(T,V,N) = Npy(T,V,N)
= nkBT
< pV = NEkgT

Das ist das beriihmte ideale Gasgesetz.

Bemerkung: [ (T, n) ist fiir T > 0 nicht singulér, es gibt also keinen Pha-
seniibergang. Allgemein gibt es bei Systemen ohne Wechselwirkung keine
Phaseniiberginge.

Fassen wir unsere Ergebnisse noch einmal zusammen:

fo(T,V,N) = kgT (In(n\}) —1)
3 5
sk(T,n) = kB —ln(n/\T)—i-E
3
U = ikBT
3
cy = §]€B

p(T,V,N) = nkpT




226 KAPITEL 15. IDEALES, EINKOMPONENTIGES, KLASSISCHES GAS



Kapitel 16

Quantengase

Wir betrachten nun Systeme, in denen quantenmechanische Wechselwirkungen
eine Rolle spielen. Dies ist z.B. fiir grofie Dichten der Fall. Dazu wihlen wir uns
wieder ein ideales Gas, das nun aber einem Prinzip gehorcht, das fiir die gesamte
Quantenmechanik bestimmend ist - dem Pauli-Prinzip. Fermionen diirfen nicht
am selben Ort sein; das werden punktférmige Teilchen aber i.a. sowieso nicht
sein. Aber auch eine Ann&herung wird abstoffende Wirkung haben. Damit haben
wir eine Teilchen-Teilchen-Wechselwirkung eingefiihrt, und somit werden wir
nun auch Effekte wie z.B. Phaseniibergénge nicht mehr ausschliefen kénnen.

Um die Situation korrekt zu beschreiben, brauchen wir nun den Spin der Teil-
chen. Auf Teilchen unterschiedlichen Spins wirkt das Pauli-Prinzip n&dmlich
nicht, auf Teilchen mit gleichem Spin schon.

Wir haben zunéchst wieder die gleiche Situation wie schon zuvor beim idealen
Gas: Wir sperren N Teilchen mit Masse m in einen Wiirfel der Kantenldnge L
(V = L?). Der Hamiltonoperator dieses Systems lautet nun:

. Norop2
N
= Sh,
n=1

Dabei ist V" wieder das Wandpotential und h,, der Ein-Teilchen-Hamiltonian:

N h2
h, = 5 A, +VW (r,)

m

Es gilt:
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Das kann man sich leicht klar machen, wenn man an auf fLm wirken lasst: Die
Ableitungen vertauschen und es gibt kein Wechselwirkungspotential, das von
mehreren Teilchen abhingt; die Ableitung des Potentials V" (r,,) nach r,, ist
Null.

Nun betrachten wir Losungen der Schrodingergleichung, zundchst fiir ein Teil-
chen:

hn\I]k,U(r7 53) = Ek,awk,a(r; SS)

Das ist die beriihmte Eigenwertgleichung HV = EWV. Die Indizes miissen aller-
dings erklart werden. ¥ ist durch die Randbedingungen eingeschrinkt. Es ist
bekannt, dass in der Quantenmechanik aufgrund des allgemeinen Wellencharak-
ters die Rander durchaus eine Rolle spielen. Folglich ist es fiir das Ergebnis e
nicht mehr egal, ob wir nun unseren Wiirfel verwenden oder einen Kochtopf;
die grundlegenden Eigenschaften allerdings bleiben nach wie vor dieselben. Die
Abhingigkeit von den Randbedingungen wird durch den Index k symbolisiert.
U hingt nicht mehr nur von r ab, sondern auch, wie bereits erwdhnt, vom
Spin der Teilchen. Da man nicht gleichzeitig alle drei Spinkomponenten messen
kann, muss man sich eine Quantisierungsachse fiir den Spin wéhlen; da dies in
der Theorie stets die 3-Achse ist, wollen wir dies hier auch nicht anders machen;
wir messen also entlang der z-Achse. Daher S5. Die Grofie des Spins entlang der
Quantisierungsachse kann natiirlich variieren. Allgemein gilt bei einem Teilchen
mit Spin S:
-S<o<§8

Im Spezialfall S = % sind fiir o nur zwei Werte moglich: o = :I:%.

Aufgrund der Tatsache, dass alle Teilchen in den Kasten gesperrt sind, gilt:
\Ilkﬁg(r, Sg) = 0

fiir alle r, die auf dem Kastenrand liegen (bzw. aufierhalb des Kastens).

Die Losung dieses Problems ist uns bekannt; die eingesperrten Wellenfunktionen
sind von der Form Asin (k47a), wobei ko = ®¢% und « eine der drei Raumko-
ordinaten z,, z ist. Da dies fiir alle drei Raumrichtungen unabhingig gilt, ist

lautet die allgemeine Losung fiir ¥ innerhalb des Kastens:

3
/8 .
‘I’k,o(r7 53) = V H S (karoz) Xo (53)
a=1

,/% ist ein Normierungsfaktor (eingesperrte Wellenfunktionen sind normier-
bar, d.h. <\IJ‘\IJ> = [ ¥*¥ = 1), wie wir gleich nachrechnen werden. Der Term
Xo (S3) beschreibt die Spinabhéngigkeit von ¥. Da Spinwellenfunktion und Orts-
wellenfunktion sich nicht beeinflussen, wird der Term einfach an den Ortsterm
heranmultipliziert, wie aus der Quantenmechanik bekannt.
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Wir normieren V. Dazu setzen wir bereits voraus, dass wir eine orthonormierte
Darstellung des Spins haben, so dass (xo(S3)|x+(93)) = 1 gilt. Dann miissen
wir nur noch das Integral {iber die Ortskoordinaten auswerten:

3 L 3
/ d3r H sin? (kara) = (/ dry sin? (k1r1)>
v 0

a=1 ) o )
</0 dx sin (Tx)>

Den ersten Schritt durften wir machen, weil die drei Raumkoordinaten unabhin-
gig sind; r; wurde dann der leichteren Ubersicht halber in = umbenannt. Wenn
wir dieses Integral ausrechnen wollen, empfiehlt sich zunichst eine Substitution:

MaT g — 2/, Dann erhilt man:
3
L M T .
dx’ sin® 2’
mam Jo

L
3
L
(/ dx sin® (mawx)>
0 L
L [T 3
= <—/ dz/sin2:17/>
T Jo

Der letzte Umformungsschritt gilt, weil sin? z’ m-periodisch ist, d.h. das Inte-
gral iiber m, Perioden ist m, mal das Integral iiber eine Periode. Das Integral
iiber eine Periode ist aber elementar durch einen kleinen Trick (ganz ohne For-
melsammlung!) auszuwerten; da man weiff, dass es vollig egal ist, mit welcher
Phasenverschiebung man {iber eine Periode integriert, weil ohnehin jede Phase
genau einmal auftaucht, gilt sofort:

s s
/ da' sin® 2’ = / da’ cos® o
0 0

Die Summe beider Integrale liefert aber gerade foﬁ dz' = m, folglich gilt:

v
) T
da' sin’2’ = =
0 2

Damit folgt also:

T 3
(£/ dx’sinzx’) =
™ Jo

~—— N[

SISEERS

Il
o< /N /N
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Damit haben wir den Normierungsfaktor zu 4/ % gefunden, denn dieser wird am
Anfang noch quadriert, weil man U*W bilden muss.

Betrachten wir das Beipiel S = %, dann wissen wir ferner, dass es zu jeder Orts-
wellenfunktion zwei Mdoglichkeiten fiir die Spinwellenfunktion gibt. Man findet
also stets zwei Eigenfunktionen mit jeweils gleichem Ortsanteil: ¥, 1 (r, S3) und

Uy, 1 (r, S3).

Uns interessiert natiirlich die Gesamtlosung. Da wir wissen, dass der Hamilto-
nian der Einzelteilchen jeweils mit allen anderen Hamiltonians vertauscht, ist
die Gesamtenergie die Summe der Einzelenergien der Teilchen:

N
E= Z Ek(),o(D)
i=1

Dabei ist Ek() () gerade jeweils die Ein-Teilchen-Energie:

h2 N\ 2
W = gy (<)

Ferner ist die Gesamtwellenfunktion das direkte Produkt aller Einzelwellenfunk-
tionen:

.....

=1

Das wollen wir nochmals kurz zusammenfassen:

Ein-Teilchen-Wellenfunktion:

3
8 . m; oT
U)o (T35 93,4) = 4/ v H sin (Ti,oc T )X,;(i) (S3,i)
a=1

Ein-Teilchen-Energie:
h? 2\ 2
Ex() o) = %(k(l))

N-Teilchen-Wellenfunktion:

N
V) o k) o) (F1, 931, TN, S8 ) = @21 Vi) o0 (T3, 93,0)

.....

N-Teilchen-Energie:

N
E= Z Ek(),o(D)
i=1
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Statt die Quantenzahlen m;, c() zu benutzen, ist es fiir die weiteren Rechnungen
allerdings viel bequemer, die Besetzungszahl n, einzufiihren. Nummeriere also
die Ein-Teilchen-Zusténde Wy , durch mit v =1,2,3...

Beispiel: S = %

[ m [o[v]
L] L ]1
1,1,1) | -1 |2
(1,1,2) | & | 3 |Die Sortierung der Zusténde ist prinzipiell egal.
(1,1,2) | -L |4
1,1,3) | £ |5
(1,1,3) | —5 | 6

Die Besetzungszahl n, gibt die Anzahl der Teilchen an, die sich im Zustand v
befinden. Es gilt ganz allgemein:

Fermionen: n,, = 0,1

Bosonen: 0 <n, <N

Beispiel: S = %, N =14

1. Teilchen: ¢y = Wy 1y 1
2. Teilchen: ¢ = \11(1)171))_%
3. Teilchen: ¢3 = Wy, 9) 1
4. Teilchen: ¢4 = Wy 5 3) 1

Mit unserer gewahlten Nummerierung hiefie das also:
711:17712:17713:07714:17715:1
Ferner ist n; = 0 fiir alle ¢ > 5.

Wozu machen wir das iiberhaupt? Nun, elementare Teilchen sind ununterscheid-
bar. Es spielt also keine Rolle fiir das System, welches Teilchen sich in einem
bestimmten Zustand befindet, sondern nur wieviele Teilchen sich in einem Zu-
stand aufhalten.

Wir kénnen also eine Besetzungszahlbasis bilden, die aus den verschiedenen mog-
lichen Wellenfunktionen besteht:

’nl,...,nl,,...>£\11k(1)7g(1) k(N),a'(N)

.....
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Ferner konnen wir einen Besetzungszahloperator einfithren, der die Anzahl der
Teilchen im Zustand v angibt:

Ny ’nl,...,n,,,...> = n, ‘nl,...,n,,,...>

Damit gibt es natiirlich auch einen Operator, der die Gesamtzahl der Teilchen
angibt:

N:Zm

v>1

Logisch: Die Summe iiber alle Teilchenzahlen der Zusténde ergibt die Gesamt-
zahl an Teilchen, weil jedes Teilchen in genau einem Zustand ist.

Wir fassen alle Eigenschaften zusammen:

fI:ZEVﬁU :E:Zezunl,

v>1 v>1
N = g n, = N = g ny
v>1 v>1
/ /
<n1, ey Ty ...‘nl, ey Ny, > = H(Sng.,ni
i>1

Z Z ‘nl,...,ny,...> <n'1,,n:,,| =1

n12>0 n, >0

Die ersten beiden Zeilen sind direkte Folge der bisherigen Definitionen; die Be-
setzungszahlbasis ist orthonormiert (Zeile 3) und vollstindig (Zeile 4).

Mit dieser Besetzungszahldarstellung haben wir eine sehr elegante und vor allem
bequeme Charakterisierung der N-Teilchenzusténde und -eigenwerte gefunden.
Allerdings ist dies nur fiir identische Teilchen mdglich, wie schon oben erwihnt,
ansonsten wire die Charakterisierung nicht eindeutig.

Ensemble-Wahl:

Die logische Idee nach der Berechnung des idealen Gases wére, erneut das ka-
nonische Ensemble zu verwenden. Also berechnen wir die kanonische Zustands-
summe:

Z,x = Spur e~BH

= Z <n1, vy My ...}efﬁﬁ}nl, ey My >

[e3
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Dabei lduft « iiber alle méglichen Zustéinde. Mit f (ﬁ) |¥) = f(E) |¥), wie
aus der Quantenmechanik bekannt, folgt:

Z <n1, ey My ...’eiﬁﬁ’nl, vy Ty > = Z <n1, vy Ty ...‘eiﬁEa ‘nl, vy Ty >
«@ «@
— Ze_ﬁEoc
«@

Im letzten Schritt wurde von der Orthonormiertheit der Besetzungszahlbasis
Gebrauch gemacht. Die Summe iiber alle Zustéinde wollen wir noch etwas anders
schreiben:

Y e BB = 3 B, nue

a 77/17~~~7"0020;Z,,nu:N

Wir miissen unterscheiden zwischen Bosonen und Fermionen:

Bosonen:
oo
S e B = 3 e B, ey
o N1yeeey Noo=0,3>, nu=N
Fermionen:

Ze—ﬁEa — Z e B, ey

@ n17~--7noo:O)Zu n,=N

Der einzige Unterschied besteht also darin, dass bei Bosonen die Besetzungszahl
eines Zustandes auch grofer als Eins sein kann. Alle Konfigurationen werden
unter der Nebenbedingung ) n, = N durchlaufen. Aufgrund dieser Nebenbe-
dingung sind die auftretenden Summen allerdings nicht einfach auswertbar. Das
kanonische Ensemble ist aus rechnerischen Griinden folglich keine gute Wahl.
Daher gehen wir zum groftkanonischen Ensemble tiber. Die Rechnung ist dhnlich,
allerdings mit einem entscheidenden Unterschied:

Zg(T,V, 1) = Spur e_B(H_”N)
= Z Z<n17...,nu,...‘e_ﬁ(ﬁ—uN)‘nl,...,nu,...>
N=0 «

Wieder 1auft « {iber alle moglichen Konfigurationen, aber zusatzlich taucht nun
noch eine Summe iiber alle moglichen Teilchenanzahlen N auf. Wir erinnern
uns: Im grofkanonischen Ensemble war es zuléssig, dass die Teilchenzahl fluk-
tuiert. o bezieht sich damit immer auf alle moglichen Konfigurationen mit einer
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bestimmten Teilchenzahl N. Analog zu vorher gilt somit:

o0 R R o0
Z Z<n1,...,ny,...‘efﬁ(HfﬂN)‘nl,...,n,,,...> = Z Z e Pl (ev—pmny
N=0 o N=0 n1,...,n0s>0, 3, n,=N
_ Z e B, (Ev—mny
N1yeeey Moo >0

Die letzte Umformung ist der eigentliche Kniiller bei der ganzen Sache: Vorher
mussten wir noch darauf achten, dass die Summe aller Besetzungszahlen wieder
N ergibt. Das hat sich jetzt eriibrigt, weil N selbst von 0 bis co lduft und somit
jeder denkbare Zustand moglich ist (und auch genau einmal gezahlt wird). Wir
konnen das Ergebnis freilich noch elementar umformen:

Z e B (Ev—mny Z ﬁ e Blev—p)n,

N, Moo >0 N1, yNoo >0 v=1

n1=0mn2=0

— [i e-ﬁ(£1-u)"1‘| [i e—ﬁ(é‘z—u)“z]

n1=0 n2=0
- 10_0[ li e—ﬁ(au—u)nu]
v=1 [n,=0
— ﬁ li (e—mau—u))"”]
v=1 [n,=0

Diese Rechnung gilt selbstversténdlich nur fiir Bosonen, da keine Besetzungszahl
bei Fermionen grofier werden darf als Eins. In den eckigen Klammern sehen wir
eine geometrische Reihe. Es gilt: 07 j2" = ﬁ, falls = betragsmafig kleiner
als Eins ist. Und hier sehen wir gleich ein Problem: Die Exponentialfunktion
ist stets grofer Null, aber kleiner als Eins ist sie nur dann, wenn ¢, — p fiir
alle verschiedenen ¢, grofier als Null ist. Da ¢, selbst grofier als Null ist, oder
genauer gesagt: €, = %kﬁ > 0, ist also p < 0 hinreichend dafiir, dass die
Zustandssumme endlich ist; eine unendliche Zustandssumme (fiir alle TV, )
wire unphysikalisch, weil die Ableitungen und damit die Potentiale nicht mehr
definiert wéren. Zugleich ist ;1 < 0 aber auch notwendig, weil die kleinste Energie
¢ zwar immer noch positiv ist, aber prinzipiell beliebig klein sein kann: £, geht fiir
einen unendlich grofien Kasten gegen Null. ;4 ist aber vom Volumen des Kastens
unabhingig, weil es im grofkanonischen Ensemble fest vorgegeben ist (wie auch
die Temperatur). Da die Vorgénge aber nur im thermodynamischen Limes, d.h.
fiir unendlich grofle Systeme, richtig sind, darf das von aufen vorgegebene p
nicht positiv sein.
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Unter der allgemeinen Bedingung fiir Bosonen, dass p < 0 gilt, kénnen wir nun
die Zustandssumme allgemein ausrechnen:

11 [i (e‘ﬁ(”‘”)m] - 1 [r—e)

v=1 [n,=0

Die Zustandssumme von Fermionen soll natiirlich auch nicht unterschlagen wer-
den. Der einzige Unterschied besteht darin, dass die Summen {iber die Beset-
zungszahlen nun nicht mehr von 0 bis oo laufen, sondern nur noch von 0 bis 1.
Das heifst:

Zyp = ﬁ [21: (e—ﬁ(eu—m)"”

v=1 |Ln,=0

Die iibrige Rechnung bis dorthin ist vollig analog zu der Rechnung fiir Bosonen.
Natiirlich kénnen wir dies direkt auswerten:

ﬁ [21: (emsyu))nu] _ ﬁ (14 etern]

v=1 Ln,=0 v=1

Hier gilt die Einschrénkung p < 0 nicht, was allerdings auch nicht zu erwarten
war. Wir kénnen die Ergebnisse also zusammenfassen:

Die Zustandssumme fiir Bosonen (u < 0) lautet:

- 1
Zge(T,V,p) = H{m}
v=1

Und fiir Fermionen (ubeliebig) lautet sie:

Za(T,Vom) = ] [1 —|—e’5(5v*#)}
v=1

Das zur groffkanonischen Zustandssumme passende Potential ist das groftkano-
nische Potential. Dies wollen wir nun berechnen:

1
ng (Tu VJ IU/) = _B In qu (Tu VJ ,U/)
— FhpTY In [1 + e~Blev—n)

v=1

Dabei wurde von der Regel In (zy) = Inz + Iny Gebrauch gemacht. Das jeweils
obere Vorzeichen gilt fiir Fermionen, das untere fiir Bosonen.



236

Mittlere Besetzungszahldichte:
Mittel im Zustand v/ vorliegen.

<ﬁu’>

Zgk

1
——Spur

KAPITEL 16. QUANTENGASE

Wir fragen uns nun, wieviele Teilchen im

Spur (12, fgr)

(ﬁl,/e_ﬁ(ﬁ_“N))

Wir wissen bereits durch die Berechnung der Zustandssumme Zg, dass gilt:

Spur (e_ﬁ(ﬁ_“m)

Vollig analog erhilt man somit:

Spur (ﬁyle*ﬁ(ﬁf“m)

Dies kann man wie folgt umformen:

>

N1,y Moo >0

n,,/e_ﬁ ZV(EV_N)TLU

Also sehen wir:

1 N
——Spur (ﬁy,e_B(H_

Z gk

Qg1 hatten wir aber bereits berech

6_6 Zu(au_ﬂ)nu

.....

S e AT

N1, Noo >0

10
6851/

>

N1y Noo >0

6_6 Ey(au_ﬂ)nu

>

N, Moo >0

L9
6851/

1 9
--—7Z
B0e, "

6_6 EV(EU_IJ’)”U

1 0
-7
Bng Oeyr gk

0 (—l In Zg;g)

851/ 6

HN))

0
k

net. Somit erhélt man den Erwartungswert

fiir die Besetzungszahl im Zustand v/ einfach durch Ableiten nach dem entspre-

chenden Energieeigenwert:

<ﬁu’>

1
eBleyr—m) +1
n (e — 1)
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Fiir Fermionen gilt das +, fiir Bosonen das —.

1

Zs (EV’ - M) eﬁ(fw—ﬂ) +1

heift Fermi-Dirac-Verteilung und gilt nur fiir Fermionen (i beliebig).

1

n-(ev =1 = B

heifst Bose-Einstein-Verteilung und gilt nur fiir Bosonen (x < 0).

Oder anders geschrieben:
1

n+(@) = gy

wobei fiir Bosonen die Einschrankung x > 0 gilt. Schauen wir uns die so ent-
stehenden Verteilungen an. Bei Fermionen kann x alle reellen Werte annehmen.
Somit kann e”* alle postiven Werte annehmen. Der Nenner bewegt sich also im
Bereich zwischen 1 und oo und somit der gesamte Ausdruck im Bereich zwischen
0 und 1. Das ist auch gut so, denn wir wissen ja, dass maximal ein Teilchen einen
Zustand besetzen kann. Ein Erwartungswert von z.B. 0,5 gibt folglich an, dass
dieser Zustand mit 50% Wahrscheinlichkeit besetzt ist. Es ergibt sich Abb. 16.1.
Fiir Energien unterhalb von p sind praktisch alle Zustdnde besetzt (ny ~ 1);
oberhalb sind praktisch alle Zustinde unbesetzt (ny ~ 0).

Bei Bosonen ist der Bereich fiir = auf positive reelle Zahlen beschrénkt; folglich
kann e”® nur Werte zwischen 1 und oo annehmen. Damit bewegt sich der Nenner
im Wertebereich von 0 bis co und somit kann auch der gesamte Ausdruck alle
positiven reellen Werte annehmen. Es sei noch erwdhnt, dass die Betrachtung
nur im thermodynamischen Limes vollstandig korrekt ist und daher auch belie-
big hohe Besetzungszahlen mdglich sind. Erst dann ist es auch korrekt, aus der
Punktfolge eine stetige Funktion zu machen, wie oben geschehen. Fiir Bosonen
ergibt sich Abb. 16.2. Je ndher die Energie am Potential p liegt, umso grofser
ist die Besetzungszahl.

Sehr interessant ist auch das Verhalten der Verteilungen bei 7' — 0, d.h. § — oo.
Fiir Fermionen bedeutet dies, dass ny fiir x < 0 Eins wird und fiir > 0 Null
(fiir = 0 ist ny. = 1). Dies zeigt auch Abb. 16.3. Die Zusténde bis zur Energie
¢ = pu werden komplett aufgefiillt, dariiber sind alle Zustédnde unbesetzt. Dieses
Phinomen kennen wir aus der Festkorperphysik als Fermikante. Die Fermiener-
gie ist somit gleich . Das sollte uns auch nicht {iberraschen, schliefilich ist das
Elektronengas in einem Festkorper ein Fermionengas.

Fiir Bosonen zeigt sich ein anderer Effekt: Die Verteilung wird immer schmaler
fiir T — 0, bis sie schlieflich in einem Peak bei © = 0 endet (Abb. 16.4). Auch
das ist uns nicht unbekannt: Es bildet sich ein Bose-Einstein-Kondensat.
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Abbildung 16.1: Fermi-Dirac-Verteilung
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Abbildung 16.2: Bose-Einstein-Verteilung
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4

Fermi-Kante x

Abbildung 16.3: Fermi-Dirac-Verteilung fiir 7' = 0

L. A

=0

Abbildung 16.4: Bose-Einstein-Verteilung fiir 7' = 0
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Schauen wir, ob man die Situation fiir 7' = 0 nicht auch intuitiv verstehen kann.
T = 0 heift, dass keinerlei (kinetische) Energie zur Verfiigung steht. Angenom-
men man hat keinerlei weitere Einschrankungen fiir die Teilchen, was wiirde
man erwarten? Natiirlich dass sie alle in das tiefste Energieniveau fallen, denn
fiir hohere Energien miisste man die Teilchen ja kinetisch anregen, aber man hat
ja keine Energie zur Verfligung. Also befinden sich alle Teilchen im Grundzu-
stand. Das ist flir Bosonen auch der Fall. Fiir Fermionen ist dies allerdings nicht
moglich, denn mehr als ein Teilchen pro Zustand verletzt das Pauli-Prinzip. Al-
so fillt das erste Teilchen in den Grundzustand, das nichste Teilchen in den
nachsthoheren Energiezustand usw. (Entartungen nicht ausgeschlossen). Das
heifst, die Teilchen fiillen die Zustinde sukzessive auf bis zur Fermikante, wo al-
le Teilchen verbraucht sind. Dariiber geschieht nun nichts mehr, denn wir haben
ja keine Teilchen mehr und auch keine Energie, um einige Teilchen noch weiter
anzuheben.

Diese Uberlegungen sind nicht mehr exakt, wenn man zu einer realen Tempe-
ratur, d.h. T' > 0, iibergeht. Dann haben wir ndmlich noch Energie iibrig, um
Teilchen aus dem Grundzustand (Bosonen) bzw. {iber die Fermikante (Fermio-
nen) zu heben; die Verteilungen “verschmieren”.

Zustandsdichte: Um weitere Aussagen iiber Quantengase machen zu kénnen,
muss g5, weiter betrachtet werden. Wir hatten:

Qi(T,V,p) = FkpT» In [1:|:e—5(€u—u)

v=1

Das Problem liegt nun in der Auswertung der Summe. Da dieses Problem recht
hiufig auftritt, fragen wir, wie Y | f (&, fiir eine allgemeine Funktion f be-
stimmt werden kann. Dies fiihrt uns direkt zur Zustandsdichte. Hierzu iiber-
legen wir uns zunéchst, wie >, f (¢,) umgeschrieben werden konnte, wenn
jede Energie ¢, in der Summation exakt einmal vorkommt, d.h. jede Energie
nicht entartet ist bzw. jede Energie nur mit genau einem Zustand besetzt ist.
In unserem Beispiel liegt allerdings Entartung vor, denn die Besetzungszustén-
de unterscheiden sich auf jeden Fall noch in der Spinquantenzahl, ohne dass
dies Einfluss auf die Energie des Zustands hétte, so dass also jeder Zustand
mindestens zweifach entartet ist. Ferner machen auch die verschiedenen Raum-
richtungen keinen energetischen Unterschied in unserem Kasten, und es gibt
zudem vollig unterschiedliche Zusténde, die trotzdem die gleiche Energie haben
konnen (z.B. ist 4% + 3%+ 1% = 52+ 12+ 12). Betrachten wir aber zunichst einen
allgemeinen, nicht entarteten Fall. Dann konnen wir schreiben:

n(e) = 26 (e—ey)

S i) = /0°°dgn<g)f(5)
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n(e) ist die Zustandsdichte: Im Intervall [e, e + de] liegen gerade n (&) de Zustan-
de. Also ist n (¢) die Anzahl der Zusténde pro Energie.

Die angegebene Zustandsdichte wird im makroskopischen Bereich (L — oo) kon-
tinuierlich, denn dann gilt: |e, —e,-1| — 0. Im Limes geht also unsere Summe
>0y f (ey) zwingend in das Integral [, den (e) f (¢) iiber.

Wir konnen nun durch diesen Ubergang die Zustandsdichte unserer Bosonen
und Fermionen bestimmen. Anschliefend gelingt es uns dann auch, Qg4 durch
Integration statt Summation zu bestimmen. Fiir unseren Fall gilt zunéchst;:

(o) 25+1 h2 7T2 )
;f(fu) = Z Z f<%ﬁm)

o=1 mi,mz2,m3>1

Die erste Summe resultiert aus der Spin-Entartung: Fiir jede Ortswellenfunktion
gibt es noch 25 + 1 verschiedene Einstellungen fiir den Spin. Die Energie hingt
hingegen nur von den drei m, ab. Weil unterschiedliche Spins dieselbe Energie
liefernt, gilt:

25+1 h2 7T2 h2 7T2

o=1 mi,ma,m3>1 mi,ma,m3>1

- (57) 2o (55)

|m|>1

Die letzte Umformung wurde gemacht, um die Summe besser auswerten zu
kénnen. Nun wird iiber alle |m| > 1 summiert, d.h. jeder Wert fiir mq, ma, mg
taucht einmal mit positivem und einmal mit negativem Vorzeichen auf. D.h.
es gibt statt einem Vektor nun jeweils2® = 8 Vektoren, die sich nur in den
Vorzeichen der m, unterscheiden. Daher teilen wir wieder durch 8, um den
gemachten Fehler wieder zu korrigieren. Anschaulich gesprochen summieren wir
nun iiber eine Kugel und nicht nur {iber einen Oktanten, daher miissen wir,
wenn wir dasselbe Ergebnis erhalten wollen, wieder durch 8 dividieren.

(57) Zolai) - (57) 2 ()

|k|>0
= S
- (25+1) 3|kz>:o( ) <—k2)

:(28+1 32()f

|k|>0
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3
m .
— -Wiirfel
v
Abbildung 16.5: T -Wiirfel im k-Raum

Dabei haben wir f (k) := f (%kQ) definiert.

Betrachten wir also die Summe. Offensichtlich wird jeder (%)3—Wﬁrfe1 mit f (k?)
multipliziert (Abb. 16.5). Wir lassen nun das Volumen L° gegen unendlich ge-
hen. Dann wird die Summe zum Integral:

Vv N2 700y Vv
(2S+1)W|§0(f) FO) = s+

/d3kf(k2)

Jetzt wird auch klar, wozu wir den Faktor (%)3 kiinstlich eingefiihrt haben.
Denn wenn wir {iber k summieren, dann “belegt” jeder Vektor genau diesen
Platz im k-Raum und wird, wie oben gesehen, mit f (kz) multipliziert. Eindi-
mensional sieht man das noch leichter: Als Werte fiir £ sind nur alle ganzzahligen
Vielfachen von 7 mdglich, wie wir schon bei der Losung der Schrédingerglei-
chung gesehen haben. Also “belegt” jeder Wert von k auf der z-Achse eine Linge
von 7. Analog entstehen im dreidimensionalen k-Raum keine Strecken, sondern
Wiirfel. Zu jedem der k-Werte, und damit zu jedem dieser Wiirfel, gehort dann

ein entsprechender f (k?)-Wert.

Gehen wir nun zu grofien L iiber, so werden die Wiirfel beliebig klein. Und wenn
wir uns daran erinnern, wie man (dreidimensional) integriert, dann sehen wir,
dass dort jedes infinitesimale Volumenelement dxdydz mit dem entsprechen-
den Wert f (x) multipliziert wird. Genau dies ist hier aber der Fall: (%)3 ist
das Volumenelement und f (k?) der entsprechende Wert dazu. Somit ist obige
Umformung zum Integral korrekt.
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Um das Integral besser auszuwerten, schreiben wir es auf Kugelkoordinaten um.
Das liegt auch nahe, weil es ja fiir die Energie eines Zustands ohnehin nur auf
den Betrag von k ankommt; das Problem ist also kugelsymmetrisch. Da fiir
kugelsymmetrische Probleme

/ dadydz f (x) = 47 /OO drr*f (r)
R 0

gilt, konnen wir also unser Integral schreiben als:

(25 +1) (

Vv 31. F 2
Lo

Wir fiihrten die Substitution € =

(25+1)

(25 +1)

47V
(27)°

v

(2r)?

/Ooodksz(
<2h—?)%/000d56%f(5)

%kz aus. Damit gilt also:

h2
k2
2m )

Voo(am\® o< o Vo2m\? ,
= [Tan@re
0
Wir haben also erkannt:
Voo/2m)\?
ne) = (QSH)W (h—?> Ve

Wir berechnen nun Q,;, mithilfe der Zustandsdichte n (¢):

FhkpT> In [1 + e—ﬁ@v—m}

Dabei gilt:

:Fk:BT/ den(g)n [1 + 675(8*“)}
0

v>1

v
—(25+1) kBT)\—gf%t (2)
T

:t%/o dz/xIn [1+ ze "]

e
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z nennt man die Fugazitdt.

(T, Vi) = —(25+1) kBT%fgt ()
f%t (2) = :t%/oood:v\/fln [1+ze "]
A(Top) =

Als néchstes berechnen wir den Druck p (T, n= @) Aus der Euler-Relation

wissen wir:

Qgi (T,V,p) = —pV
Damit erhdlt man sofort den Druck in Abhingigkeit von u:
p(T.p) = (25+1) k:BTé 13 (2)
Auch n lasst sich leicht bestimmen:

<N> - _% ’T,VQQk(Tv V, )

Die einzige Grofie in gy, die p enthilt, ist die Fugazitét. Folglich erhélt man:

@25 +1) /1 e)

Wobei wir f (z) definiert haben als:

Und jetzt konnen wir prinzipiell den Druck in Abhéngigkeit von n bestimmen:

1
n = (2541) )\—Sff (eﬁ“)
T 2

Das lasst sich nach p auflésen und in p (T, i) einsetzen. Das wollen wir hier aber
nicht tun.
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Es macht Sinn, einfachere Ausdriicke fiir f& (z) und f3 (z) zu finden. Dazu

filhren wir eine Taylorentwicklung des Logarithmusses um ze~® = 0 durch. Die
Taylorentwicklung von In(1+y) um y = 0 findet man in einer Formelsammlung
(oder man rechnet sie aus):

In(1+y) = Z(—nﬂ'yj—?

j=1

Also:

) = looz:cn ze *
) =t [ devEm ez

2 [ o 1 o\
= iﬁ/o dmﬁ(—l)Z—,(%ze )

<
Il

Dieses Integral ist bekannt (auch hier hilft die Formelsammlung weiter):

/ dz J/re 7% = j7%?
0

Somit konnen wir die Rechnung fortsetzen:

oo

2 g1 jooxxe_j””— i 2)
zFﬁ;;(w)/o dovEe ™ = £ (%)

=172

Wegen f%i (z) = z%fgi (z) erhalten wir:

Damit ist auch die Bezeichnung logisch.

Wir wollen nun einige Grenzfélle betrachten. Zunéchst schauen wir uns den

klassischen Grenzfall hoher Temperaturen und kleiner Dichten an. Hohe Tem-

peratur bedeutet z < 1. Also kénnen wir in der Taylorentwicklung von fi (z)
2
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die hoheren Ordnungen weglassen:

1
p(Top) = 28+ ks /7 (2)
T 2
1 1, 3
= 254 1)kpT |z2F 52"+ 0(2°)
Ap 23
1
n o= (2S+1)—fi (2)
YA
1 1, 3
= (2541) 73 |2F =2 +0(=°)
Ap 23

Terme der Ordnung drei und hoéher werden im folgenden also vernachlissigt.
Zunichst 16sen wir n nach z auf und betrachten 0.B.d.A. nur den Fall mit
positivem Vorzeichen:

)\3

T n
25 +1

3

= z+—322
2

L 5 T
:}_ —
2%2 +z 2S+1n

Die zwei Losungen dieser quadratischen Gleichung sind bekannt:

[
[N

A
+

v

—1+4/1+ 3 n

n
—

2

Wir wissen, dass z grofer als Null sein muss, weil eine Exponentialfunktion
niemals negativ sein kann. Folglich kommt nur die Losung in Betracht, bei der
vor der Wurzel ein + steht:

23 )3,

—1+14/1+ 557"
90—

=

Fiir unsere Anfangsbedingungen (kleines n, grofies T') ist A3.n sehr klein darum
kann man die Wurzel mit 1+ x ~ 1+ %x nihern:

—1 A
—1+ 1274 ]
2

=

oy o
28 +1
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Dies setzen wir nun ein:

1 1
D 2S+ 1) kpT— {z + 2—522]
2

Nt
1 [ a8 10X
= (25 +1)kpT~ | 2L IR -
@5+ DksT g 1951+ 53 (2S+1)2n]

kT n—i—i /\;} n?
B 2325+ 1

Wir sehen also:

1 A3
p - 14— T
kgTn 2225 +1
pv Aan 3 3\2
= 1+7+O(z\n )
kT 23 (29 +1) (Arn)

Als Endergebnis haben wir also im klassischen Grenzfall erhalten:

pv /\?:’Fn 3 N2
= 1+ " Lo
kT 25 25+ 1) (0n)°)

Der zweite Term der rechten Seite ist der fithrende Term der Quantenkorrek-
tur zum idealen Gasgesetz. Wir sehen: Fiir T — oo und n — 0 erhalten wir
wieder das ideale Gasgesetz, wie wir es erwarten. Hier an dieser Stelle konnen
wir auch der thermischen de-Broglie-Wellenlénge eine anschauliche Bedeutung
geben. Wie wir sehen, hingt die Qualitdt der Naherung entscheidend von dem
Produkt aus der de-Broglie-Wellenldnge und n3 ab. Weil n die Teilchenzahl-
dichte in drei Dimensionen angibt, und die Teilchen halbwegs gleich verteilt sind
(was beim Gas in unserem Kasten anzunehmen ist), dann ist n~3 der mittlere
Teilchenabstand. Solange folglich A3.n viel kleiner als Eins ist, ist die thermische
de-Broglie-Wellenlénge wesentlich kleiner als der mittlere Teilchenabstand und
daher die Bedingung fiir quantenmechanische Wechselwirkungen nicht gegeben.
Der Wellencharakter wird von den anderen, weit entfernten Teilchen gar nicht
wahrgenommen: Das Gas verhilt sich klassisch.

Denselben Effekt beobachtet man auch bei anderen Wechselwirkungen: Grofie
Teilchenabstinde und hohe Temperaturen behindern auch Wechselwirkungen
wie z.B. Coulomb-Abstofiung oder van-der-Waals-Wechselwirkung. Daher kon-
nen selbst eindeutig nicht-ideale Gase wie z.B. Methan (C H,) oder Kohlendioxid
(CO3) schon bei Raumtemperatur und Normaldruck in relativ guter Naherung
klassisch beschrieben werden.

BEMERKUNG: VIRALREIHE

Die rechte Seite der Gasgleichung ;27 = Yool o Bu(T)n heifit Virialreihe und

B,(T) sind die Virialkoeffizienten. Hier ist By (T') =1 und B1(T) = #ﬁil)
2 (25+




248 KAPITEL 16. QUANTENGASE

BEMERKUNG:

Ji grofer als Null ist, wird fiir feste Dichte n, d.h. v = % = % fest,

23 (25+1)
und feste Temperatur T der Druck fiir das Fermigas (positives Vorzeichen, wur-
de gerade berechnet) gegeniiber dem idealen Gas erhoht und fiir das Bosegas
(analoge Rechnung liefert das umgekehrte Vorzeichen in der ersten Korrektur)
erniedrigt. Um dies einzusehen, schauen wir uns die Eigenschaften von Fer-
mionen und Bosonen an. Obwohl wir dies hier nicht explizit ausgefiihrt haben
(dafiir ist die Quantenmechanik zustindig), wissen wir, dass Fermionen eine
antisymmetrische und Bosonen eine symmetrische Wellenfunktion haben. Da-
mit ist klar, dass sich keine zwei Fermionen am selben Platz aufhalten kénnen,
denn dann wiirden sich beide Wellenfunktionen ausléschen; die Teilchen wiirden
aufhéren, zu existieren. Daher muss eine Ann#herung verhindert werden, d.h.
es gibt eine abstoflende Wechselwirkung zwischen den Fermionen, so dass sie
effektiv auseinandergedriickt werden. Der Druck steigt also. Umgekehrt haben
Bosonen kein Problem damit, sich an einem Ort zu befinden. Mehr noch, es ist
sogar giinstig fiir sie, denn dann 16schen sie sich nicht teilweise aus. Folglich ist
es schwierig, zusammengeklumpte Bosonen auseinander zu bringen, der Druck
sinkt also.

Jetzt konnte man sich wundern, weil erst einmal in der gesamten Rechnung
auf den ersten Blick nirgendwo symmetrische oder antisymmetrische Zusténde
verwendet wurden. Aber als wir die Besetzungszahlbasis als gegeben hinnah-
men, da haben wir uns die Konstruktion gespart und orthonormierte Zustinde
einfach angenommen. Dies geht aber nur, wenn man die urspriinglichen Zustéin-
de zunichst symmetrisiert/antisymmetrisiert. Damit ist diese Eigenschaft also
durchaus in die Rechnung eingeflossen.

Quantenbereich: Fermi-Gas Ziel ist es wieder, die thermische Zustandsglei-
chung zu bestimmen. Es ist hierzu wieder die Auswertung von f7 () (Druck p
2

der Fermionen) und f7 (z) (Dichte n der Fermionen) notwendig. Wir betrachten
2

hier den umgekehrten Grenzfall n — oo und 7' — 0, d.h. A3n > 1. Wir wissen

aber, dass gilt: A3n = (25 + 1) f1 (2). Somit ist f5 (z) viel grofer als Eins und

damit auch z selbst. Die Entwickziung nach kleinen2 z wie im klassischen Grenz-

fall ist mithin hier nicht moglich. Die f7 (2)- bzw. f (2)-Integrale miissen daher
2 2

ausgerechnet werden. Fiir grofie z stofit man dabei auf Divergenzen:

f%'(z) = %/Ooodz\/;ln[l—i-zez]

2 2 3 2 3 ze *
= Z)1Zs2m(1 - z drors———
ﬁ{[3x2 n( + ze )}o +3/0 x:ml_'_zem}

Um das Integral zu 16sen, wurde partiell integriert. Betrachten wir den ersten
Summanden. Setzen wir Null ein, so ist der Term offensichtlich Null. Lassen
wir stattdessen = gegen unendlich gehen, so ist auf den ersten Blick nicht klar,
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welches Ergebnis der Term liefert. Dies wird aber offensichtlich, wenn man den
Logarithmus entwickelt: In(1 + ze %) = ze ™ — 22%¢~%* + ... Multiplikation mit
einem Polynom dndert also nichts daran, dass dieser Term gegen Null geht, denn
e~ ® geht schneller gegen Null als jedes Polynom gegen unendlich, wie man leicht
aus der Reihenentwicklung der e-Funktion sieht. Also gilt:

2 2:ﬁln (1+ze_$) Oo—i—z/oodmx e _ 2/Ood:vx%7'ze—m
NZEUE o 3Jo L+ze [ — 713/ 1+ ze®
4 e 5 1
NG {/0 m21+%}

Fiir unseren Fall z — oo divergiert aber das Integral, denn fooo drz? wird
unendlich groR. Ahnliches gilt auch fiir f3(2):
2

njw

G = ai)

d[2 [~ .
= za[ﬁfo dmﬁln(l—l—ze )

2 [ d -
- ﬁz/o duJz— (In (1+2ze™"))
2 —x

= —Fz d:c\/Ei
5
/ do T2
0

2
ﬁ 1+ze®
Dies sieht aufserst dhnlich zu dem vorher berechneten Integral aus. Auch hier

divergiert das Integral fiir z — oo, denn fooo dx /T wird ebenfalls unendlich
grof.

Auf diese Weise ist es uns also nicht moglich, die zur p, n-Berechnung nétigen
Integrale auszuwerten. Wir miissen die Integrale genauer studieren.

Integralanalyse: Sei x(z) eine glatte Funktion von héchstens polynomiellem
Wachstum (wie es die ®-Potenzen in 7 (z) bzw. fi (z) sind). Nun betrachten
2 2

wir folgendes allgemeine Integral:

e 1
I(t) = d _—
0 = [ dox) =g
Der Integrand hat exakt die Form, die in fi (z) bzw. f (2) auftritt, denn es
2 2
gilt: z = eP*. Zunichst substituieren wir y = z — t:

/Ooodxx(w); = /Oodyx(ert)

ert4+1 —t e¥ +1

I e * ey
U (t+ +/ dy O (y +t)——
[ ( y)e”l]t W (v )(ey+1)2
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Hier wurde einmal partiell integriert; ¥ (t 4+ y) = fOHy dz x (z) ist die Stamm-
funktion von y. Zur Auswertung des ersten Summanden verwenden wir, dass x
und damit auch ¥ nur polynomiell wichst. Setzt man die untere Grenze (y = —t)
ein, so sieht man anhand der Definition von ¥ sofort, dass ¥(0) = 0 gilt. Fiir
y = oo wissen wir aber, dass eiy (fiir grofe y spielt die zusatzlich addierte Eins
keine Rolle mehr) schneller gegen Null geht als jedes Polynom gegen unendlich.
Folglich ergibt sich auch Null, und wir erhalten:

It = L W+

Dieses Integral interessiert uns nur fiir sehr grofe ¢, denn dieses ist mit sehr
grofen z gleichbedeutend (¢ = Bu). In diesem Fall geht die untere Grenze des
Integrals gegen —oo. Bleibt noch die Frage, wie sich ¥ (y + t) fiir grofie ¢ verhélt.
Hierzu betrachten wir zunéchst den Bereich, wo y klein gegen ¢ ist. Wir wissen
ganz allgemein, dass ¥ (y + t) ein Polynom ist. Schaut man sich unsere Funk-
tionen an, die fiir x in Frage kommen, namlich 2% und 22, so sehen wir, dass
sie (und damit auch die Stammfunktion) bis auf eine multiplikative Konstante
von der Form z“ sind. In unserem Fall:

Uy+o) = (o)

t* Y\«
“ 4
(1+3

(0%

Wir betrachten aber nur den Fall, dass y klein gegen t ist. Das heifit, dass
4 sehr nahe bei Null liegt. Damit konnen wir eine Taylorentwicklung von W
durchfiihren:

U(y+t) = f{Ha%%a(a—n(g)2+0<(%)3>}

e’ t
«

1
= — 4yt P Z(a—1D) A2+
- +y + ) (« )y +

= WO X0yt ) (O

Diese Taylorentwicklung gilt natiirlich nicht mehr, wenn wir in Bereiche kom-
men, wo y nicht mehr klein gegen ¢ ist. Aber da wir ¢ gegen unendlich gehen
lassen, muss dafiir auch y gegen unendlich gehen. Dann schaltet sich aber der
zweite Term ein, der im Integral steht: (eye+)2 ist fiir sehr grofie y von der Form
e~ Y, und dies geht, wie wir schon mehrfach erwidhnt haben, schneller gegen Null
als jedes Polynom, also auch unser ¥ (y + ¢). Also ist die Annahme, y sei klein
gegen t, gerechtfertigt, denn die Bereiche, wo dies nicht so ist, tragen (im Limes

t — 00) nichts zum Integral bei.

Wir setzen nun das getaylorte ¥ in das urspriingliche Integral ein und lassen
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die untere Grenze gegen unendlich laufen:

ey

> eY > l ! 2
/_Oody\ll(y—kt)i(ey_’_ly /_Oody [\IJ ) +x Oy +5x Oy +] @ 1)

v /O; Wi ej e TX® /Z Wy ej 1)?

42 ’(t)/ood 2, ¢
O | vy

Die einzelnen Integrale kann man nun leicht auswerten. Das erste Integral liefert

Eins; dies sieht man sofort wenn man sich erinnert, dass wir —ey’i

7 abgeleitet
haben und dadurch auf — H)g kamen. Beim zweiten und dritten Integral schlagt
man am besten in der Formelsammlung nach und erhélt als Endergebnis:

I eI (U R R UR B O

Also gilt fiir t — oo:

t 7T2
1) = [ @t Hre

Nun schauen wir uns konkret unsere zwei Fille an. Zunéchst betrachten wir f7.
2

Dann ist x () = 22, und mit t = Bu — oo folgt:

HON 3\F/ e BH+1
= 3ﬁ{</owdm%>+%g

4 f12 s 2
- ﬁﬂ%x ]0 W }

= ﬁ (5#)% (5# %

)

lolw
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Jetzt betrachten wir f7. Hier ist x (z) = 22, und wir erhalten:
2

7 )

5= (B +

Wie wir sehen, divergieren diese Grofen natiirlich immer noch fiir ¢ — oo, denn
am generellen Verhalten hat sich durch unsere N&herung nichts geéndert (das
wire auch dramatisch, dann hatten wir ndmlich sicherlich einen Fehler gemacht).
Aber wir haben nun eine Beschreibungsmdglichkeit fiir grofe ¢.

Berechnung des Drucks:

1 (2541
3o
1(28+1) | 8 s w 1
B o | v (Br)* + == (Bu) 1
@S+ | V8 5 1 .,

e [ MENC #]

Berechnung der Teilchenzahldichte:

n =

@50 pe )

T
@S+ | 4 08 T g
SR 3ﬁ(6u) + 5 (Bu) ]
(2S+1) \/5 3 1 2 -1
712 ﬁﬂ +6—\/§6 Iz 1

Zusammengefasst ergibt sich mit h = 27h und etwas Umformen:
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BEMERKUNG:

p und n sind Potenzreihen in (ﬁ—lﬂ) Bei kleinen Temperaturen , d.h. T — 0 =

ﬁiﬂ — 0 konnen Korrekturen hoherer Ordnung vernachléssigt werden.

Wir werden nun wie im klassischen Fall die thermische Zustandsgleichung be-
stimmen. Wir gehen dazu von unseren eben gemachten Ergebnissen aus und
vernachlissigen die Korrekturen héherer Ordnung. Die Temperatur soll klein
und die Dichte hoch sein, damit unsere Nidherungen entsprechend gut sind. n
soll nun nach p (7T, n) aufgelost werden. Dazu:
213
()|
1+ — 1=
8 \Bu

Nun gilt fiir kleine z folgende Néherung: (1 + z)™ ~ 1 + max. Folglich kénnen

wir schreiben:
4 3 2m 72/ 1)\?
~ (Z=@5+1)) Zpl1+—=(—
" <3(S+ )) h2“<+12<ﬂu)>

47 3 2m w2 1
= (Fesen) T (e )

Wir sehen hier schon, dass es zu einer quadratischen Gleichung kommt, wenn
wir mit p durchmultiplizieren. Dazu nehmen wir an, dass p # 0 ist. Dies haben
wir auch im Grunde schon die ganze Zeit angenommen, ansonsten wiirde ﬁl—# ja
divergieren. u = 0 macht auch im groftkanonischen Ensemble keinen Sinn, weil
dort p # 0 vorausgesetzt wird. Wir sehen somit:

2
2 47T 3 2m

win
win

@i

N . Y e
2m \ 4w (25 +1) 12 32 2m \ 47w (25 +1)
= /f — un%a—i— 7T—2io<
12 32

2

Wir haben a = 2 (é) ° definiert. Fiir w erhalten wir also:

2m \ 4w(25+1)

a2 721

2 1 12pE”
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Weil Bu > 1 gilt, muss p positiv sein. Daher ist das Vorzeichen ein +.

2 2
_ niaf,
2 ( 6[320477,%)

\hta Beim letzten Schritt wurde die Taylorentwicklung von /1 4+ x benutzt:
V14 ~1— jz fiir kleine 2. Und fiir groke n und 3 ist der zweite Summand
unter der Wurzel sicherlich sehr klein.

Nun kénnte man p (T, n) in p (1) einsetzen. Wir gehen aber einen anderen Weg
und fithren die Fermienergie ein. p (T, n), ausgedriickt {iber die Fermienergie
er, erlaubt es, die n-Abhéngigkeit der Zustandsgleichung p (T, n) iiber er aus-
zudriicken. Dies fiihrt letztendlich zu einer wesentlich {ibersichtlicheren Form
der thermischen Zustandsgleichung.

Einfiihrung der Fermienergie: Unser Ziel ist es nun, 4 (7, n) nicht aus der
n (u, T')-Gleichung zu bestimmen, sondern eine neue Beziehung zwischen p und
n zu finden, die dann als p (T, n) in p (u, T) eingesetzt wird. So erhilt man die
thermische Zustandsgleichung.

Wir wissen, dass die mittleren Besetzungszahlen durch

(e = ni (e —n(T,m))

gegeben sind. Hierin steckt u (T, n). Ist es nun mdglich, diese ny (g, — p (T, n))
mit n zu verbinden? Falls ja, so wire eine neue Relation zwischen n und u
gefunden und die so gefundene Relation kdnnte in die p-Gleichung eingesetzt
werden. Eine solche Relation gibt es aber, denn die Teilchenzahl des Systems
ist durch N gegeben und es gilt:
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Die Funktionen n wurden zuvor mittels der Zustandsdichte n (¢) in ein Energie-
Integral umgeschrieben. Also:

no= 5 Yone (e —p(Tn)

v>1
= %/Ooodsn(a)mr (e —u(T.n))

Zur Erinnerung: n (¢) beschreibt die Zahl der Zustinde im Energieintervall
[e, e+ del], ny (e, — u (T, n)) die Zahl der Teilchen pro Zustand. Damit gibt der
Integrand die Zahl der Teilchen im infinitesimalen Energieintervall [e, e + de] an;
iiber alle Energien integriert erhélt man folglich, wieder N, womit die Gleichung
korrekt ist.

Aus dieser Gleichung wére prinzipiell p (T, n) bestimmbar. Doch offenbart die
Integralgleichung grofiere Schwierigkeiten. Was haben wir also gewonnen? Die
Ideeist, u (T,n)in T um T = 0 zu entwickeln, da wir uns fiir den Quantenbereich
mit kleinen Temperaturen interessieren. Sodann ist eine Naherungslosung fiir
w (T, n) moglich.

Es gilt nun zunichst:

Le<pu(T,n)

%1—>mon+ (e—pu(Tm) = { 0, sonst

Dies hatten wir bei der Analyse des Fermigases gesehen: Unterhalb der durch
e = u(T,n) vorgegebenen Energie sind fiir T = 0 alle Zusténde besetzt (und
zwar genau mit einem Teilchen, weil es sich um Fermionen handelt), oberhalb
sind alle Zusténde unbesetzt. Somit gilt im Limes des absoluten Nullpunktes:

1 oo
n = V/o den(e)ng (e — p)
1 [(T=0,m)
= v /0 den(e)*1
1 [°F
= V/o den(g)

wobei ep = (T = 0,n) die Fermienergie ist. Wir wollen diese nun bestimmen.
Hierzu ist lediglich n = - [ de n (¢) nach ep aufzuldsen. Dazu setzen wir die
vorher errechnete Zustandsdichte ein:

2 14
n() = (25+1)— Ve =
T (kpT)? AT
Somit erhélt man:
eF
n = (25—1—1)i V3 Vede
T (kgT)? A\r Jo
4 Vv
= (25+41)— 2
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Damit haben wir das Endergebnis:

3 3R,
erln) = Gﬂ%ﬁﬂ)é&“
= pu(T=0,n)

Hier konnen wir das n einsetzen, das wir schon berechnet haben:

L2

3
2m 47

(25 +1) (F)z ?u%

B 3 % h2

er(n) = (4ﬁ(2s+1)) 2m
72 (1 2]5
1*?(@J]

Hohere Ordnungen wurden wieder vernachléssigt. Wir kdnnen auch hier wieder
ndhern und erhalten schliefilich:

= u

Er = U (Ta n)

5 ()|

Wir 16sen diese Gleichung nach u (7', n) auf:

2 L
0 = — —
W eI o
Die Losungen sind bekannt:
2 2
_EF r_ T
M2=5 T\ "

Wir beschrinken uns direkt auf das positive Vorzeichen, denn wir wissen, dass
w1 (T = 0) = ep gelten muss; daher muss das Vorzeichen positiv sein. Auch diese
Wurzel wird wieder gendhert und man erhélt schliefslich:

EIZB(z;) ) 2

7T2
W(Ton) = er(n) [1— ﬁ(

Nun endlich kann eine {ibersichtliche Form der thermischen Zustandsgleichung
gewonnen werden. Wir setzen die Naherung fiir u (T, n) in die anfingliche p-
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Gleichung ein:

= o) 5 [5G o (G))

Wir sehen:
5 5 7'r2 kBT 2 %
2 = 2 1— —
W= ) [ = (225)
5 572 [ kT \°
~ 2 1
F (")l o (5)
Und:
kpT\?2
(BT) = (kpT)*n™?

~ (kpT)’ e3>

Dies eingesetzt, erhalten wir fiir p:

p = (25+1) <2h—w;)% %51% {1 B 52_12 (siB(Z))Q}
3 (2]

Das sieht erst einmal ziemlich erschreckend aus. Wir lassen nun alle Terme

5 2
1+ % {(kBT)2 e

*

4
der Ordnung O ((;FL(RT)) >1'iber Bord fallen. Das miissen wir ohnehin, da wir

bisher auch nur Terme bis zur zweiten Ordnung betrachtet haben. Dann bleibt
allerdings nicht mehr soviel iibrig:

3
om\ 2 87 s 572 572\ [kpT\?>
= @S+ () ez 14 (- ) (2B
po= +)<h2> 15€F[+<8 24)(@)

2 2
14 5 (keT
12 Syl

= =—EfrNn
b)

Bei der letzten Umformung wurde von der Beziehung n = (25 + 1) (22) 75%

Gebrauch gemacht, die wir etwas weiter oben in der Formep (n) = (m)
hergeleitet hatten. Also gilt fiir das Fermigas bei kleinen Temperaturen:
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2
p(T,n) = —epn

2 (kT \?>
- 1+5L<B>

12 Er

Bemerkung: Es zeigt sich, dass p (7, n) als Reihe der Art

() = Zer (0) 320 (T) 27 (0)
i>0

geschrieben werden kann.

Interpretation: Wir wollen nun die gefundene thermische Zustandsgleichung
diskutieren. Hierzu betrachten wir das p, v-Diagramm . Es geht uns hierbei nur
um das qualitative Verhalten. Wir wissen:

2
EFp X N3

Daher gilt:

5 k 2
p x n3 1+C01’15t.*< 32 >
ns

Wegen n = % folgt automatisch:

p x v 3 [1 + const. % v3 (kBT)ﬂ

Das p, v-Diagramm sieht also qualitativ so aus wie in Abb. 16.6.

Fazit: Auffillig ist der bei T = 0 endliche Nullpunktsdruck p (T = 0,n) x n3.
Er ist auf das Pauliprinzip zuriickzufiihren. Da es kein Gebiet mit konstantem p
gibt, existiert kein Phaseniibergang, im Gegensatz z.B. zum van-der-Waals-Gas.

Cy-Bestimmung: Aus der Euler-Relation folgt:

Qo (T, V) = —p(T,V,u)V
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v=n"1

Abbildung 16.6: p, v-Diagramm fiir ein Fermigas

Damit kann ¢y berechnet werden:

S
Cv (Tu v, ILL) = Ta_T ’V,,u (Tu v, ILL)

0?Qgpe

o012 ‘V,,u
82
= TV—aTQIV# WV,

)
52 om\ ? 87 s 572 [ kpT >
e J— 2 1 JR— —51 - -
TV@T?{(‘” )< 2> 5" l* 3 (u)

= TV(2S+1) (2—m>

= T

(T,V, )

Also:

2m 3 273
CV—TV(2S+1)<h2> 3 k%

Nun kénnen wir auch cy (T,n) = CTV (T, V, i) berechnen. Zugleich schreiben
wir p mit der bereits gefundenen Beziehung zu cp um:

oy~ %(2s+ )(2]1—?) \/5[1——<kBT)2 :

E€F

= n~! ist. Die Beziehung n = (25 + 1) (h—m)2 %”EF ver-

zZl<

Wir wissen, dass
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CV A

X /
—kpt----- -

, klassisches ideales Gas

Abbildung 16.7: Temperaturabhéngigkeit der Warmekapazitit (schematisch)

wendend erhalten wir:

Fazit: Fiir kleine Temperaturen, d.h. ’“:;T < 1 gilt:
F

cy (Tyn) xT

Siehe auch Abb. 16.7. Fiir grofse Temperaturen geht das System allméahlich in
den klassischen Zustand iiber, d.h. ¢y = const.

Bemerkung: Im Sommerfeldmodell werden die Leitungselektronen im Me-
tall als freies Gas beschrieben. Da ep & leV~ 102K (fiir typische Dichten) sehr
grof} ist, ist ¢y von Metallen bei Raumtemperatur linear in 7, denn es gilt:
kEB—T < 1. Eine Erklarung hierfiir liefert das Pauli-Prinzip, denn bei niedrigen
Temperaturen kénnen nur wenige Elektronen nahe der Fermikante in héhere
Energieniveaus wechseln (Abb. 16.8: Nur die obersten Elektronen sind in der
Lage, in hohere Energiezusténde zu springen). Warmekapazitit beschreibt aber
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E(ék-’BT) 1

IAE

Abbildung 16.8: Besetzung bei niedrigen Temperaturen

die Fahigkeit des Korpers, Warme aufzunehmen. Wenn kaum Elektronen in der
Lage sind, in hohere Energieniveaus zu wechseln, ist es mit der Warmekapazitat
nicht weit her. Aber bei steigenden Temperaturen sind immer mehr Elektronen
in der Lage, Warme aufzunehmen, folglich steigt die Warmekapazitit pro Teil-
chen. Fiir grofle T' ist damit zu rechnen, dass alle Elektronen Energie aufnehmen
kénnen. Es gibt keine Hindernisse mehr, und wir bewegen uns wieder im klas-
sischen Fall des Aquipartitionstheorems, das ja eine konstante Wirmekapazitit
erwarten lasst.

16.1 Quantenfall: Bose-Gas

Wir betrachten ein System aus NV nicht miteinander wechselwirkenden Bosonen
(ganzzahliger Spin) im Volumen V. Durch die Ununterscheidbarkeit identischer
Teilchen ist die Berechnung der Zustandssumme schwierig, was wir bereits beim
Fermigas gemerkt haben. Schon im klassischen Fall haben wir eine Korrektur
gegeniiber dem idealen Gas erhalten, die einer Wechselwirkung dhnelt und beim
Bose-Gas zu einem Phaseniibergang (Bose-Einstein-Kondensat) fiihrt.

Unser bisheriges Vorgehen zur Aufstellung der thermischen Zustandsgleichung
fiir Quantengase sieht so aus: Wir haben (in voller Allgemeinheit aus dem im
groftkanonischen Ensemble bestimmten Q) berechnet:

kT
Ap

@5+1) 717 (2)

p(Top) = (25+1)"2- 1% (2)

n (T, )
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Dabei galt + fiir Fermionen und — fiir Bosonen. Aus p (T, 1) und n (T, 1) muss-
te dann durch Elimination von p die thermische Zustandsgleichung gewonnen
werden. Dies ist jedoch nur in Grenzfillen méglich; diese waren:

e klassischer Grenzfall: T' grof, M3n < 1, also z < 1

e Quantenfall Fermigas: T klein, A3n > 1, = IB_lu\ < 1, prinzipiell keine

Einschrankungen fiir p

e Quantenfall Bosegas: T klein, \3n > 1, = ﬁ <1, 1 <0, wobei =0
nur als Grenzfall realisierbar ist

Es zeigte sich bisher, dass sich im klassischen Fall eine Reihenentwicklung von
ff bzw. fgt wegen z < 1 anbot. Sodann erhielten wir eine thermische Zustands-
ngeichung fiir Fermionen und Bosonen im klassischen Grenzfall, in der sich schon
das grundsétzlich verschiedene Verhalten beider Arten andeutete.

Bei der Betrachtung des Quantenfalls fiir Fermionen war z < 1 nicht mehr ge-
geben, so dass fgt bzw. fgt iiber die Integrale bestimmt werden mussten. Hierbei
2 2
verwendeten wir die Integralapproximation zur Auffindung der thermischen Zu-
standsgleichung. Bei Bosonen tritt nun ein neues Problem auf, das das Aufstellen
der thermischen Zustandsgleichung erschwert. Denn fgt bzw. T zeigen ein un-
2 2

physikalisches Verhalten fiir z — 0. Dies liegt an der Bose-Einstein-Verteilung,
die statt der Fermi-Dirac-Verteilung zu verwenden ist. Das Problem ist also
genau folgendes:

Wir haben Qg = FkpT' Y-, In [l +e PE~H] welches aus Zy, gewonnen
wurde, iber ein Energie-Integral unter Einfiihrung der Zustandsdichte n (¢) aus-
gedriickt.
Vo
Qo = — (2S + 1) kpT— f5 (2)
YA
Hieraus wurden dann n und p abgeleitet.

P = 5+ 2L ()
T

(T = (5+1)5ff (@)
T

Die zentrale Idee war das Umschreiben der ) -Summe in das [, den (e)-
Integral fiir Q4. Hier kommt es im Bose-Fall aber zu Problemen, denn:

Zunéchst ist auch die Zustandsdichte n (¢) gegeben durch:
2

n() = (25—&-1)\/%

x Ve

1 s
/\—357‘/\/g
T
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Grund fiir die Gleichheit ist letztendlich die Spin-Unabhéngigkeit der Dispersi-
onsrelation ¢ (k) = %kQ, egal ob es sich um Fermionen oder Bosonen handelt.
Das heifit, in [;° den (¢) wird der Grundzustand mit € = 0 (da ko = Fmq — 0
fiir L — oo ist, geht somit auch ¢ (k) im Limes gegen Null) nicht beriicksichtigt,
da n (0)de = 0.

Bemerkung: Eine Grundzustandsenergie von exakt Null erreicht man durch
Modifikation der Randbedingungen zu %—‘i’|w:0 ;, = 0. Dies ist nur ein Re-
chentrick, der die Grundzustands-Energie auf Null zieht. Wir erinnern uns: Die
Randbedingungen hatten wir eingefiihrt, um konkret rechnen zu kénnen. Kor-
rekte Ergebnisse in unserem Grofkanonischen Ensemble erhalten wir aber nur
im thermodynamischen Limes, also insbesondere V' — oo. In diesem Limes aber
miissen die Effekte der Rénder verschwinden. Es gilt dann:

ka:%maa Mmeq > 0

und folglich ist ¢ = %kQ = 0 moglich. Dass nun auch k& = 0 erlaubt ist, sieht
man durch folgende Uberlegung: Die Randbedingungen ¥ = 0 an den Kaste-
nenden fiithrt dazu, dass man einen Sinus als Losung annimmt. Die Randbedin-
gungen %—‘i’ = 0 lassen folglich fiir U auf einen Cosinus schliefen. Die Losung
k = 0 fiihrt bei einem Sinus zu ¥ = 0, was wir allerdings grundsétzlich aus-
schliefen (die Nullfunktion ist keine Ldsung). cos 0 liefert aber Eins, insofern ist
U # 0, was wir als Losung zulassen. Ab jetzt wollen wir also mit den neuen
Randbedingungen rechnen.

Problem bei Bosonen ist nun, dass der Grundzustand nach der Bose-Einstein-
Verteilung extrem stark bevolkert sein kann. Das gab es bei Fermionen nicht:
Der Grundzustand war nur endlich oft besetzt (abhingig vom Spin S); bei der
extrem grofien Zahl N der Teilchen spielt es faktisch keine Rolle, den Grund-
zustand unberiicksichtigt zu lassen. Bei Bosonen miissen wir den Grundzustand
aber beriicksichtigen; tut man dies nicht, kommt es zu grofien Fehlern!

Wir betrachten das soeben gesagte nun quantitativ. Wie wir gesehen haben, gilt
im Falle vom Bosonen p < 0, d.h. 0 < z < 1. Problematisch im Hinblick auf
den vom Energie-Integral “vergessenen” Grundzustand ist nun gerade der Fall
@ — 0. Denn gerade dann wird der Grundzustand extrem stark bevolkert. Wir
sollten also fiir 4 — 0, d.h. fiir z — 1 schon rechnerische Probleme beispielsweise
inn(T,z), p(T,z) und T (n, z) sehen.

n-Betrachtung:
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Es gilt:
25 +1
Ap

= const. * T

3
2

Denn wir betrachten f3 (z) nochmals genau:
2

-

NI.» |
le| =

An der Stelle z = 1 folgt:

wlw| =

fa()=) -
2 7]

J

Wir wissen aber aus der Mathematik, dass diese Art von Summe konvergiert,
wenn der Exponent gréfser als Eins ist. Dies kann man auch leicht am #hnlichen
Integral [~ dx - sehen: Fiir a > 1 bleibt das Integral endlich. Diese Art der

Summe hat auch einen Namen: Riemansche Zeta-Funktion (hier: ¢ (2)).

Nun bilden wir:

d S
—n(T,z)|Z:1 = L—Fl)if%’(z)‘zzl

AS dz
_ (2s+1)21 -
1
)\% i= 1]2
B 2s+1 i 1
- 1

Jj= 177

Und diese Summe (¢ (3)) konvergiert nun nicht mehr. Das heift, die Ableitung
nach z im Punkt z = 1 ist unendlich. Es ist folglich nicht moéglich, nc zu
iiberschreiten.

Fazit: Es gibt eine kritische Dichte n¢, die die Obergrenze fiir n (T, z) dar-
stellt, da:

Denn wie man leicht sieht, wichst f; (z) streng monoton in z.
2
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T-Betrachtung:

h? 2 -3
T (n, = 2 3 5
2) (25 +1)3 27kaBn (f7 (2))

Diese Formel erh&lt man durch Umstellen der obigen Beziehung zwischen n und
/5 (2). Es gilt:
2

Te(n) = T(nz=1)

h2 2 3 7%
s (0)
(25’+1)3277ka

2
3

= const.*n

Wir bilden wieder die Ableitung und ahnen schon, was passiert:

dT h? 2 d _ -3
d_‘zzl = 2 ns d_ (fi (2)) ’z:l
< (25 + 1)3 2emkp Z N2
h2

o
/T\
wl o
N——
/~
S~

wles |
—
N
S~—"
——
|
wlen
QU
=~
/~
~
vl |
—~
I\
~—
N—
Y
|
—_

n 3
(25 + 1)% 2rmkp

Genau diese letzte Ableitung hatten wir aber eben schon berechnet und gesehen,

dass L (f%* (z)) |._, als Ergebnis ¢ (3), d-h. unendlich, hat. Da der Rest der

Gleichung nur aus Konstanten (ungleich Null) besteht, divergiert folglich die
Ableitung von T nach z an der Stelle z = 1. Zu beachten ist allerdings, dass die
Ableitung negativ ist! Wie man leicht sieht, fallt 7" mit z streng monoton, denn
diesmal steht f%_ (2) im Nenner.

Fazit: Es gibt, wie bei der Dichte, auch eine kritische Temperatur, die aller-
dings die Untergrenze fiir T (n, z) darstellt.

p-Betrachtung:

(25+1)

p(T,z) = kT 3
AT

5 ()

Diese Formel ist inzwischen hinlénglich bekannt. Es gilt:

pc(T) = pc(T,z=1)
25 +1

= kpT—5—f; (1)
T 2

5
= const. x T2
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Dass es sich bei f; (1) um ¢ (3) handelt, sieht man sofort durch Betrachtung

von f; (z). Natiirlich konvergiert diese Summe erst recht. Aber wir sehen auch,
2

dass wir wohl diesmal keine Divergenz in der Ableitung beobachten werden,
denn dort wird ¢ (2) auftauchen, und das konvergiert...

dp 25+1d
E‘z:l - kBT )\% Ef% (2)|z:1
25 +1 3
= kT ——s— —
155 (5)
= const.*T%

Fazit: Es gibt zwar einen kritischen Druck, der die Obergrenze fiir den Druck
darstellt, denn wie wir wissen, diirfen wir z = 1 nicht {iberschreiten. Wir sehen
allerdings keine Unstetigkeit in p = pc.

Grofies Fazit: Da n,p,T aber beliebig von aufien vorgegeben werden kénnen,
ist dieses Ergebnis unphysikalisch. Das Vorgehen war also FALSCH.

Losung des Problems: Wir miissen nun offensichtlich das Problem der Integral-
Berechnung l6sen, um auch den Fall © — 0 korrekt beschreiben zu kénnen. Dazu
werfen wir zunéichst einen Blick auf die 2,;-Reihe als Wurzel allen Ubels.

O0=¢gp<e1 <ex<e3< ..

ng (Ta V, ,LL) = kBT Z ln[l — 6*5(5:/*#)
v>0

Die Energien ¢; und das Potential Qg haben sich durch die neue Eichung (ver-
anderte Randbedingungen) verédndert. Wir spalten nun aus dieser Reihe den im
Integral problematischen Grundzustandsenergie-Term ab. Also:

Qe (T,V,p) = kpT (25 +1)In [1 - e—ﬁ@o—m]
+kgT Z In [1 - 675(8”7“)}
v>25+42

Der erste Term ist nun neu und enthilt nur die problematischen Grundzu-
standsterme. Da der Grundzustand aufgrund der verschiedenen méglichen Spins
(25 + 1)-fach entartet ist, taucht dieser Faktor im Term wieder auf. Die Summe
im zweiten Term lduft nun iiber alle anderen Zustinde aufler den Zustinden mit
der Grundzustandsenergie ey = 0. Unter der Beriicksichtigung, dass e’* = z gilt,
kann man den ersten Term auch schreiben als kT (25 + 1) In [1 — z]. Insgesamt
erhilt man:

Qi (T,V,u) = kT ((25+ 1)In[l—z2]+ /000 den(e)In[1 — 26_3‘1>
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Damit folgen wie frither die p- und n-Gleichung durch Ableitung des grofikano-
nischen Potentials:
1
p = _Vﬂgk
LY
V op TV

n =

Also:
kT A3 _
p = (QS—FI)?{—VTln[l—Z]—&—fg (z)}
Und:
1 09,
_V o ‘T.,V
100 9
Vo 0z 'V ou'mV
1. 00y
= oy ey
_ (25 +1) l)\3Tz
)\3T V1i-z

+fy (z)]

Zusammengefasst:

kgT A\
p = (zs+1)i3{_l1n[1—z]+f5(z)}
23, v :
NG ER)) 1 Mz
A2, Vi—z

+fs (z)}

Wir erkennen, dass es im Vergleich zum Ergebnis ohne gesonderte Grundzu-
standsbetrachtung Zusatzterme gibt. Wir wollen nun die Bedeutung des Zu-
satzterms in n diskutieren:

25+1 =z 254+1 ,_

= no+ Ngas

Es liegt der Verdacht nahe, dass eine physikalische Besonderheit, z.B. ein Pha-
seniibergang, auftritt. Wir wollen uns nun dem Bosegas Schritt fiir Schritt ni-
hern und den Phaseniibergang bzw. die thermische Zustandsgleichung diskutie-
ren. Ausgangspunkt sind dabei die folgenden Gleichungen:

D B 25+1 2541 ,_
T v In(1-2)+ X f% (2)

BELES WET CLS PP
T Ty 1= e
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Wie schon erwéhnt, stellt die Kombination beider Gleichungen (z eliminieren)
die thermische Zustandsgleichung dar. Es sei an dieser Stelle erwdhnt, dass der
klassische Grenzfall z <« 1 (d.h. hohe Temperatur) sowohl bei der Betrachtung
des Fermigases als auch bei der Betrachtung des Bose-Gases in dem Resultat
miinden wiirde, was wir ganz am Anfang unter “klassischer Grenzfall” bestimmt
haben. Wir interessieren uns hier jedoch nicht mehr fiir den klassischen Grenz-
fall, sondern fiir den Quantenfall (hohe Dichten, tiefe Temperaturen, nA3, > 1).
Wie wir wissen, gilt fiir Bosonen —oco < p < 0, was 0 < z < 1 impliziert.
Offensichtlich ist der interessante Quantenfall gerade fiir = — 1 besonders re-
levant, da dann 7' — 0 gilt. Nun stehen wir beim Aufstellen der thermischen
Zustandsgleichung vor dem Problem, dass eben jener Fall nicht mehr so einfach
wie der Fall z <« 1 behandelt werden kann (die p- bzw. n-Gleichungen lassen
sich nicht so einfach nach z auflésen). Wir werden letztendlich die n-Gleichung
graphisch nach z (n, T') auflosen. Hierbei spielt f%_ (z) eine entscheidende Rolle.

Es gilt zunéchst:

fg_ (1)=¢ <g) =1,342

3
f7 () =¢ (—) — 2,612
bl 2
- 1
rw=c(3)-o
2 2
Allgemein gilt zusétzlich (wie man leicht nachrechnet):

1 (2) = e f (2)

Die Riemannsche Zeta-Funktion ( (o) = }_;° -% ist uns ja bereits bekannt.

Wie f,, (z) allgemein aussieht, entnehmen wir Abb. 16.9. Die senkrechte Tan-

gente bei a = % im Punkt z = 1 ergibt sich wegen der Divergenz der Ableitung

(d.h. von f; (2)) fir z =1 (denn f; () = zd%f; (2)). Somit haben wir ein Bild
2 2 2

des Verlaufs der Funktionen, die die Abhéngigkeit von z in p (T, z) und n (T, 2)

letztendlich bestimmen. Dies ist ein erster Schritt in Richtung graphischer Auf-

16sung.

Wir sahen bei der ersten Betrachtung des Bosegases, dass eine Fallunterschei-
dung notwendig war. Wie und wo zeigt sich diese nun bei unserer neuen Be-
trachtung? Wir schreiben die n-Gleichung in bekannter Weise um:

28+1 ,_
T 2
Also:
25+1 .
no = M- fs (2) (16.1)
T 2
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o

2,612

1,342

Abbildung 16.9: f (2) fiir verschiedene «

Hierbei gibt - wie wir wissen - ng die Teilchendichte des (25 + 1)-fach entarteten,
tiefsten Ein-Teilchen-Energieniveaus ¢ (k) = 0 an. Fiir T — 0 geht n gegen no,
denn bei T' = 0 wird nur der Grundzustand von den Bosonen bevolkert. Das
Interessante ist nun, dass wir eine makroskopische Besetzung des Grundzustands
schon fiir deutlich hohere Temperaturen erhalten. Unterhalb einer kritischen
Temperatur bildet sich ein Bose-Einstein-Kondensat. Wie sieht man dies nun
genau ein? Die f; (z)-Funktion auf der rechten Seite von (16.1) ist wegen der
2

Einschrankung 0 < z < 1 auf [0; 2,612] beschriankt. Da n und T prinzipiell
jedoch beliebig gewdhlt werden kénnen, ist es sicher méglich, 7', n > 0 zu finden,
so dass

=ng > 0

gilt. Man kann also Dichte und Temperatur so wahlen, dass der Grundzustand
makroskopisch besetzt ist, ohne die Forderung 7" — 0 zu stellen.

Man beachte, dass es nichts Besonderes ist, dasss fiir 77 — 0 alle Bosonen in
den Grundzustand gehen. Klar, wenn keine Energie mehr vorhanden ist, miis-
sen alle Teilchen so “tief” wie moglich liegen, d.h. im Grundzustand. Und da
bei Bosonen keine Einschrinkungen vorliegen, werden sich auch alle Teilchen
im Grundzustand befinden. Das Besondere ist vielmehr, dass schon sehr viele
Bosonen auch fiir 7' > 0 schon in den Grundzustand iibergehen. Laut Bose-
Einstein-Bevokerung ist auch der Grundzustand fiir 7 > 0 leicht bevolkert.
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Dies impliziert aber ng =~ 0, da ng = % ist, wobei Ny die Zahl der Teilchen

im Grundzustand ist, und V' gegen unendlich geht. Es bedarf also schon enorm
vieler Bosonen im Grundzustand, um eine makroskopische Dichte ng > 0 zu
erreichen. Dies geschieht im Fall der Bose-Einstein-Kondensation letztendlich
aufgrund der Beschrianktheit der f%—Funktion, wie bereits gesehen.

Kurzum: Der Ubergang in das Kondensationsgebiet beginnt gerade dann, wenn
die Ungleichung gerade noch eine Gleichung ist, d.h. wenn ng gerade noch Null
ist, also bei n = %‘T# 5 (1) bzw. nA3. = (2S +1) f5 (1). Wir kénnen nun n
und T variieren, um diese Bedingung zu erfiillen. ’

e Bei fester Teilchenzahl (und festem Volumen), d.h. festem n, ergibt sich
so eine kritische Temperaur T¢ (n):

2mh? n )
Tc (n) = mkp ((28+1)f%_ (1)>

e Bei fester Temperatur T ist die kritische Dichte:

ne@) = s+ () sy

Wegen f; (1) = 2,612 konnen wir kritische Temperatur und kritischen Druck
2
schreiben als:

27h? n 3
T =
c(n) mks ((25+1)*2,612>
kaT

(2S+1)( 573 ) 2,612

nc (T)

Kondensation setzt dann ein, wenn

o bei festem n: T' < Te (n)

e bei festem T: n > ne (1)

wird. Dann wird ng > 0 und es liegt ein Bose-Einstein-Kondensat vor. Da n
umgekehrt proportional zur dritten Potenz des mittleren Teilchenabstandes ist,
zeigt sich, dass Kondensation dann einsetzt, wenn die thermische de-Broglie-
Wellenldnge in die Grofienordnung des mittleren Teilchenabstandes kommt.
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-n,)\%
25 +1
;;)\5} B
(nbaTb) V(]_ _ Z) + f%
2,612t---------------/~ [ _
|
|
(14, Ta) /‘\:\f%_
I
I
0 “a Zy 1 z

Abbildung 16.10: Graphische Losung fiir z (T, n)

Wir wollen nun das Verhalten beim Ubergang zum Kondensat genauer betrach-
ten. Hierzu interessiert uns das Verhalten von ~¢ in Abhéngigkeit der Tempe-

ratur T bei festem n. Wir kennen die Beziehungen

25+1 .
no = n_)\—gfé(z)
T 2
28+1 = 2541 ,_
S O BR e RC

Aus der zweiten Gleichung leiten wir nun z (T, n) ab, um z (7,n) dann in die
erste Gleichung einzusetzen. Die zweite Gleichung kann allerdings nur graphisch
nach z (T, n) aufgelost werden. Wir formen sie zunéchst um:

nAS, 2A3, _
9+1 ~ va-n

3 3
Graphische Auflésung bedeutet, den Schnittpunkt zwischen %fl und % +

f5 (2) fiir vorgegebenes n, T zu finden.
2

Zum besseren Verstandnis ist Abb. 16.10 da. Fiir zwei verschiedene Wertepaare
von n,T sind zwei verschiedene Losungen gezeichnet. Was der besseren Uber-
sicht wegen nicht eingezeichnet wurde ist die Tatsache, dass sich selbstverstind-

lich auch die Kurve % + f5 (2) fiir die verschiedenen Wertepaare &ndert.
2
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Man kann also auf diese Weise fiir beliebige n und T' das zugehorige z (T, n)

25+1
ist erfiillt. Damit ist automatisch ny > 0. Wir bestimmen nun z (T, n) im uns
interesswrenden thermodynamischen Limes. Denn wie wir sehen, steckt in der

3
bestimmen. Die Losung z; liegt im Kondensationsgebiet, denn ( Az )b > 2,612

Formel ( S+ 3 (z) offensichtlich ein freies V. Das Ergebnis setzen wir dann

in die no—Glelchung ein (wobei wir n festhalten, da uns nur die T-Abhingigkeit

e +f5 (2) gegen

fs (2)lauft. Das bedeutet, dass der Schnittpunkt im Kondensatlonsgeblet gegen
2
z = 1 lauft. Also kurz: V — 0o = z — 1.

interessiert). Falls V' — oo, so sieht man zunéchst, dass

3
Dies offenbart ein Problem. Seien ny, T, im Kondensationsgebiet, d.h. (2"5’\+T1 ) , >

n)\i}
25+1 ) b und

2,612. Dann ist z, = z(Tp,np) gerade der Schnittpunkt von (

3
% + f5 (z). Fihren wir nun den thermodynamischen Limes durch (V — oo,
2

n = const.), so haben wir gesehen, dass z;, das bei der Limesbildung konstant

bleibt, weil es nur von 7" und n abh#ngt, gegen Eins geht. Was ist nun aber

nAd

g, .. .
25 ) , iibereinstimmen

soll? Oder noch genauer: Kann der Schnittpunkt im thermodynamischen Limes
iiberhaupt existieren?

mit % + f5 (%), welches im Schnittpunkt mit (
2

Die Frage klért sich mit dem Verhalten von ﬁ im Falle V. — o0, 2 — 1.
Wir miissen an dieser Stelle annehmen, dass ﬁ endlich bleibt und somit
der Schnittpunkt weiter existiert. D.h. es muss
1
1 — -
Zz K V

gelten! Falls wir hingegen n und T so wihlen, dass wir nicht im Kondensati-

onsgebiet hegen so gibt es keine Probleme, denn der Schnittpunkt zwischen
2s+1 und 1 Vit T fg (z) liegt dann ohnehin bei z < 1, und das bleibt auch im

thermodynarmschen Limes so.

Die Losungen (Schnittpunkte) z (T, n) stellen sich im thermodynamischen Limes
also folgendermafen dar:

e Nicht-Kondensatbereich: z (T, n) ist Schnittpunkt, d.h. Losung von

nA\3 (25+1)z _
<2Sf1> = Va—g %
= [f3(2)

Denn hier ist z echt kleiner als Eins.
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e Kondensat-Bereich: z (T, n) ist Schnittpunkt, d.h. Losung von

nA3 (25+1)z _
(2Sf1)K = Vo TR

Im Limes bleibt z = 1 als Losung.

Allgemein:

Losung von 2nS—+1 fg ( ), falls 2"511 < fg (1)
1, falls 2s >fg (1)

Im ersten Fall bleibt das Gas gasférmig, im zweiten Fall wird es kondensieren.

Nun kénnen wir ng (T, n = const.) angeben:

2541 ,_
no = N— )\:31: f% (Z)
Da n konstant ist, folgt beziiglich T":
nA>
T>T, = L 5 (1
> To(n) = gt < f7 (1)

Hier erfiillt z die Bedingung %jl = f3 (), d.h. np = n —n = 0. Es ist kein
2
Kondensat vorhanden.

nA3,
T<Tc(n):>25 fg()
Hier ist z = 1. Also folgt fiir ng:
25’ + 1
o = nN— f% (1)
= n—-— 2S+1 * 2,612

Ar

Wegen 2"5’\%1 > f5 (1) ist ng > 0. Es liegt ein Kondensat vor.
2

Wir wissen: Im Limes ist @ =0 fir T > T¢. Fiir den Fall T < T kdnnen
wir schreiben:

n n)\3 f (1)
_ Al
- 1- E

I
—

I
A/
S
~

e
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Te T

Abbildung 16.11: % in Abhéngigkeit von T

Abb. 16.11 zeigt den Verlauf von @ in Abhéngigkeit von T'. Dieses Verhalten
erinnert an einen Phaseniibergang, der auftritt, obwohl keine Wechselwirkung
vorhanden ist. Fiir T' < T¢ liegt ein Phasengemisch vor, wobei die zweite Phase
neben dem Gas ein Kondensat ist. Das System geht bei T = 0 vollstindig in
den Kondensatzustand iiber.

Thermische Zustandsgleichung: Wir wollen nun endlich die eigentliche
thermische Zustandgleichung des Bosegases bestimmen. Aufgrund des Phasen-
iibergangs werden wir zwei verschiedene analytische Ausdriicke fiir die thermi-
sche Zustandsgleichung je nach Phase erhalten (Dies gilt im {ibrigen auch ganz
allgemein fiir thermische Potentiale).

Ausgangspunkt ist die Druckgleichung, die wir fiir die thermische Zustandsglei-
chung benétigen:

P 28 +1 25+1 ,_
= — % ln(l—Z)-‘v-Tf% (Z)

Wir interessieren uns abermals natiirlich nur fiir den thermodynamischen Limes.
Was geschieht dann mit ;77 Hierzu beachten wir, dass im Nicht-Kondensat-
Bereich z kleiner als Eins ist und somit der erste Term im Limes verschwindet,

wihrend im Kondensatbereich z — 1 gilt, aber (1 — z) proportional zu % ist.
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Somit gilt hier:

1
Vln(l—z) x %ln(%)

Also erhalten wir im Limes:

p Qiglfg_ (z(n,T)), falls n < nc (T)
kT 2§—§rlf__ (1), falls n > ne (T)
T 2

Im Kondensationsgebiet ist der Druck von n unabhéngig. Wir haben damit jetzt
fiir beide Phasen, also das gesamte System, die Zustandsgleichung bestimmt. Es
stellt sich nun noch die Frage, wie die Phasenkurve aussieht. Wir miissen uns
dazu die kritische Gleichung anschauen:

pc(T) = keT—z—Ff; (1)
T
ne@) = E25 )
T

3
ne = (25+1)< M) f5 (1)

Es folgt:

2

T — nc 3 h2
o\ @S+)f5 (1)) 2mmkg
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Y
|
I -]
‘l/ kritische Kurve (pc = cyue®)
\\
\
pe(Ts) |-
\
\
\
\
po(Th) ¢—
A B
o T
o(T1) v(Tz) ‘

Abbildung 16.12: Kritische Kurve des Bosegases

Nun setzen wir dies ein in die Gleichung fiir den Druck:

pem) = ki s+ (ZHE) )

- ngc s h2 _
= b <(2S+1)f%‘ (1)) <27rmk3) @5+ 75 (M)

1 1 3 _ h?
(25 +1)° (fg (1)> g ) (%>

5
= co*ng

Qulen

= n

In ¢ stecken nur Konstanten, so dass es Sinn macht, hier der Ubersichtlichkeit
halber eine neue Konstante einzufiihren. Wir erhalten also eine Phasengrenz-
kurve:

5
pc = Co*nG
5

= Co*vs°

Die Phasengrenzkurve ist in Abb. 16.12 gezeigt. Ferner sieht man den Verlauf
des Drucks in Abhéngigkeit des Volumens, das einem Teilchen zur Verfiigung
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n = const.

unmogliche
Konfiguration

pc ox T2

T
Abbildung 16.13: p, T-Diagramm des Bosegases

steht (inverse Teilchendichte bzw. spezifisches Volumen). Gut ist auch sichtbar,
dass der Druck im Kondensat-Bereich konstant bleibt. Was das bedeutet, kann
man sich in etwa vorstellen: Verkleinert man normalerweise das Volumen, so
nimmt der Druck zu. Hier geschieht dies nicht, d.h. die Teilchen werden in den
Grundzustand “gedriickt”, der Aufiendruck bleibt konstant.

Im Zwei-Phasen-Gebiet zwischen A und B liegt ein Gemisch aus einer gasfor-
migen Phase der Zusammensetzung B und einem Kondensat der Zusammenset-
zung A vor. An den Punkten A und B liegen reine Phasen vor. Das Kondensat
besitzt die Dichte oo bzw. das spezifische Volumen v = 0. Das Gas hat im Uber-
gangsgebiet die Dichte nc. Im Bereich L < . liegt nur Gas vor. Da z nach
der Losung in der Gas-Phase mit kleiner werdender Teilchendichte n bei fester

Temperatur monoton abnimmt und somit auch f; (z), fillt der Druck stetig
2

mit wachsendem spezifischen Volumen v.

Schauen wir uns auch noch das p.7-Diagramm an. Darin wird die Trennlinie
zwischen Gas und Kondensat gegeben durch:

Il
Q
[l

*
~

[N

pc (T)

C1

Il
N
3 ol
o
n
+
—_
S~—
7N\
>
[\v]
N~
N
o
—
—
S—

Weiter ist an der gefundenen p-Gleichung zu sehen, dass zu gegebenem 7" immer
p < pc (T) gilt (was wir auch schon im p, v-Diagramm sahen). Wir erhalten also
Abb. 16.13.
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P P
T = const. -
fliissig
&
P QQ" s .
& gasformig
v i

Abbildung 16.14: Verhalten des van-der-Waals-Gases

Bemerkungen:

e Es gibt kein Koexistenzgebiet mehr, sondern nur noch eine Koexistenz-
kurve.

e Oberhalb dieser Kurve existiert keine Phase, da p (T') < pc (T) ist.

e Die Koexistenzkure sieht der des gasformig-fliissig-Ubergangs von Wasser
zwar dhnlich, hat aber keinen kritischen Punkt.

e Im p,v-Diagramm verlaufen die Isothermen fiir v < vo komplett im Ko-
existenzgebiet, im Gegensatz z.B. zum van-der-Waals-Gas, wo das Koexis-
tenzgebiet Gas-Fliissigkeit natiirlich auch wieder verlassen wird. Bis zur
(theoretischen) Kompression auf einen Punkt bleibt hier allerdings der
Druck konstant, das Koexistenzgebiet wird nicht verlassen.

Aus der Tatsache, dass im p,v-Diagramm Isothermen fiir v < vc konstant
sind, kann man direkt folgern, dass es im p, T-Diagramm lediglich eine Ko-
existenzkurve gibt. Das sieht man ein, wenn man im p, T-Diagramm bei einer
Temperatur untersucht, welche Driicke auftreten. Fiir das Gas existieren alle
Driicke p mit p < p¢, fiir das Kondensat gibt es aber nur den Druck p¢, auch
wenn v zwischen 0 und v¢ variiert wird. Wir erinnern uns an das van-der-Waals-
Gas (Abb. 16.14). Leitet man aus dem p, v-Diagramm das p, T-Diagramm ab, so
sieht man, dass auch Driicke grofier als pc vorkommen. Es gibt also offensichtlich
ein Gebiet, wo nur die reine, fliissige Phase existiert.

Bestimmung von cy:  Wie bei allen bisher betrachteten Systemen wollen wir
auch hier die spezifische Warmekapazitit (bei konstantem Druck) bestimmen.
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Wir wissen:
z oS (T,V,N) |
N oT V,N

)
Tz (T,V.N

CV(Tv‘/vN) -

v
Weiter kénnen wir S durch €y, ausdriicken:

0 (T, V) |
oT Vip
oT Vi

S(T,V,p) =
=V

Dabei wurde von der Euler-Relation Q4 = —pV Gebrauch gemacht. Wir bilden
nun den thermodynamischen Limes von s (T, V, u):

. 1
5 (T7 ‘/7 M) - N,V—>olol,r£bl:const. NS (T, V’ 'u)

N,V —o0, n=const. [N oT Viu
10p (T, p(T,n))

i Ly
N,V —o00,n=const. N, oT V=N

Ist 2 (T, n) bekannt, so ist auch u (7, n) bekannt, da z = e ist. Der thermo-

dynamische Limes wird erst nach der Ableitung gebildet. Deshalb gilt fiir den
Druck noch:

kT kT
po= —@S+D)T—In(1-2)+ 25 +1) 5 f; (2)
T 2

Berechnen wir nun g—g (Achtung: z hangt auch noch von T ab!) und setzen das
Ergebnis in die Gleichung fiir s (T, n) ein, so erhalten wir:

s(T,n) = lim —(2s+1)%{m(1—z)+jlnz]

N,V —o00, n=const. —Z

28 +1 1[5 ._ _
‘HfBW §f% (Z)—f% (z)lnz]

Dazu sollte noch einiges gesagt werden:

e Man sieht mit f; (2) = z% fs (z) nach etwas Rechnen ein, dass gilt:
2 2
Ta%f%_ () = —f%_ (2)Inz.

e Wie man leicht nachrechnet, ist 5-TA\;> = 525
T

° T%ln(l—z):Tﬁ%iln(l—z): —“j’zz
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Im Limes miissen wir T" > T¢ und T < T¢ unterscheiden. Im Falle T' > T ist
z < 1. Das heifst, In (1 — 2) ist endlich, ebenso wie le, und es folgt:

S@Tn) = ki |2 () - £ (s

nAy. |2

Im Falle T' < T ist z = 1. Wir erinnern uns: Fiir z — 1 geht 1 — z gegen Null
wie &, d.h. (1 —2) « . AuRerdem geht In z gegen Null. Somit fillt der erste
Term erneut weg, und wir erhalten:

5 25 +1

S(TJ’L) = 5 n/\3 fﬁ()

Nun kann ¢y fiir beide Féille bestimmt werden.

Os

cv = Tﬁ\n

Fiir T > Tc gilt:

v = Tl (2 B0 s o]}

2S“fS (z) wegen ng = 0. Also

Oberhalb der kritischen Temperatur ist n =

kénnen wir ¢y umschreiben:

0 2541 5 _
Wie man leicht nachrechnet, ist 7-2:\;* = % sowie T2 Inz = —Inz. Wir
erhalten also;
25+1 15 _ 2S+1 5 _
cv = kg {W * Zf% (2) — RyE * §f% (z)lnz—!—lnz}
254+1 15 ,_ 5
= kg {—n/\i} * If% (2) — ilnz +lnz}
25+1 15 _ 3
= kB{ Y% *Zf% (2) — glnz}
Der andere Fall ist T' < T¢. Hier gilt:
0 5 25+ 1
v = Tl Sttt )]
15 25—!— 1

= IkB f's()
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cv
kg

o |

Abbildung 16.15: cy-Verlauf des Bosegases

Zusammengefasst:

25+1 15 ,_ 3 ..
cy = kB{W*Ifg (2)—§lnz}furT>Tc
15 2541 ,_
cy 1 kB n/\% f% (1) ir T < T¢

Da In z gegen Null geht, wenn z gegen Eins geht, ist ¢y also stetig beim Grenz-
iibergang. Wir wollen nun die 7-Abhéngigkeit von ¢y betrachten. Schauen wir
uns zunichst den Bereich kleinerer Temperaturen an. Wie man sofort sieht,
handelt es sich hier um eine T'2-Kurve. Im Bereich groflerer Temperaturen ist
das Verhalten nicht so klar. Wir wissen aber aus fritheren Betrachtungen, dass
sich auch das Bosegas bei hohen Temperaturen dem klassischen Grenzfall von
% anndhern wird. Das ungefdhre Temperaturverhalten zeigt Abb. 16.15.
Bemerkungen:

e Aufgrund der Form von ¢y (T'), die dem griechischen Buchstaben A dhnelt,
nennt man T¢ auch A-Punkt. Diese Kurve wurde experimentell fiir den
He*-Ubergang fliissig-suprafluid mit T = 2,18K bestitigt. (He* zeigt
bosonisches Verhalten, denn die Summe aller Spins ist ganzzahlig.) Ohne
Wechselwirkung wére T (n) = 3,14K. Bei He tritt folglich keine ideale
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Bose-Einstein-Kondensation auf, allerdings sind He*-Molekiile sicher auch
keine idealen Bosonen wie in unserer Rechnung.

Die cy-Kurve kann man sich folgendermafien erklaren: Im Grundzustand
sind die Atome vollkommen geordnet, die Entropie ist also Null. Mit dem
zuvor gefundenen Zusammenhang zwischen 7% und T ldsst sich so erkléren,
warum cy (T'=0) = 0 ist. Denn fiir sehr kleine 7" ist 22 immer noch
praktisch Eins, so dass also sowohl die Entropie wie auch deren Anderung
gerade Null ist. Damit ist ¢y am absoluten Nullpunkt auch Null (s.a. Abb.
16.11).



Kapitel 17

Magnetismus

Wir verlassen nun die Beschreibung von Gasen und untersuchen als néchstes ein
magnetisches System mit klassischen Methoden. Wir denken uns dabei einen
Korper zusammengesetzt aus ausrichtbaren Elementarmagneten (“Spins”), de-
ren Richtung (“Drehimpuls”) allgemein durch S gegeben sei. Die spinabhingige
Hamilton-Funktion ist dann gegeben durch:

1
H(sl,...,sN):—§}Z‘Jijsz-sj—thi
1,J,i#] i
, 1
mith = Eg,uBBo

In J;; stecken die Austauschintegrale, die letztendlich eine Art Kopplungskon-
stante der Spins darstellen. Der zweite Summand beschreibt gerade die Zeeman-
Verschiebung. Es gibt nun drei Moglichkeiten, die Spinprodukte S;S; zu berech-
nen. Dazu:

SiS; = aSizSju+ 8SiySjy+75i,25;2

(i) Heisenberg-Modell: « = =7v=1
(ii) X-Y-Modell: a =8=1,7=0
(iii) Ising-Modell: « =3=0,7=1

Wir betrachten im folgenden nur skalare Spins. Ising und Lorenz (1925) haben
das folgende Modell zur Beschreibung des Ferromagnetismus vorgeschlagen:

Gegeben sei ein periodisches Gitter mit Gitterpldtzen, deren Positionen durch
R, =ax(ng,.., nd)T gegeben sind, wobei 1 < n; < N. Es handelt sich folglich
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ot p———

J%

T

b 5=41

| s=-1

Abbildung 17.1: Illustration des Ising-Modells

um ein hyperkubisches Gitter mit Dimension d und Gitterkonstante a. An jedem
Gitterplatz befindet sich ein skalarer Spin S,,, der nur die Werte +1 oder —1
annimmt. Der Wechselwirkungshamiltonian ist nun:

1 N N
H = -2 Y JumSnSm—h) S
n=m=1,n#m n=1

mith = gupB

Dabei ist J,.,, die Wechselwirkungskonstante zwischen den Spins an Gitterplatz
m und n; der zweite Term beschreibt wieder die Zeeman-Wechselwirkung mit
einem HuReren Magnetfeld B = (0,0, B). Der Faktor % tritt auf, weil in der
Summe sowohl J,,,, als auch J,,, vorkommen und vollig identisch sind. Zur
Veranschaulichung ist fiir d = 2 das Gitter gezeigt (Abb. 17.1).
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17.1 Eindimensionales Ising-Modell mit reiner
Nachste-Nachbar-Wechselwirkung

Wir wollen im Ising-Modell den Fall reiner Néchste-Nachbar-Wechselwirkung
betrachten. Das heifst, J,,, ist J, wenn es sich bei m und n um zwei direk-
te Nachbarn handelt (d.h. die Verbindungslinie zwischen den beiden ist eine
Gitterlinie, die keinen weitern Gitterpunkt enthilt), und Null, falls nicht. Wir
betrachten nur den eindimensionalen Fall. Dann gilt:

{ Jfallsm=n=+1
Jnm =
0, sonst
Fiir die Hamiltonfunktion folgt dann:
N N
H = —JY SuSu1—h)Y S,
n=1 n=1

Dabei moégen periodische Randbedingung, d.h. Sy, = S, fiir alle n. Wir wollen
nun eine erste einfache Analyse dieser Hamiltonfunktion durchfiihren.

Grundzustand fiir B = 0:

1.Fall: Ferromagnetische Wechselwirkung, J > 0. Der Grundzustand minimiert
H, also gibt es folgende mdglichen Grundzustandskonfigurationen:

Tt

oder
WL

Der ferromagnetische Grundzustand ist also zweifach entartet. (Beachte:
wegen B = 0 ist der zweite Term stets Null!)

2.Fall: Antiferromagnetische Wechselwirkung, J < 0. Der Grundzustand lautet
dann

T

oder
LTI

Der antiferromagnetische Zustand ist also ebenfalls zweifach entartet.

Als néchstes wollen wir die thermodynamischen Eigenschaften des Systems un-
tersuchen. Dazu gehen wir ins kanonische Ensemble. Wir miissen uns kurz iiber-
legen, wie die Zustandssumme Z; = Spur (e ?#) in diesem Modell zu bestim-
men ist. Wir miissen bei der Spurbildung iiber alle durch H gegebenen Ener-
gien summieren. Diese héingen aber nur von der Spin-Konfiguration {S1,...Sx}
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ab. Das heifit, die Spur muss wie im quantenmechanischen Fall auch iiber alle
moglichen Spin-Konfigurationen berechnet werden. Weiter gibt es zwischen den
thermodynamischen Grofien unseres Magneten und dem vormals betrachteten
Gas folgende Analogien: T', u und S finden wir auch im Magneten wieder, aber
es macht wenig Sinn, einen Druck fiir den Magneten mit festen Gitterpunk-
ten zu definieren. Stattdessen ist die Magnetisierung eine messbare Grofe, so
dass wir nun statt p hier M betrachten. Analog verschwindet V aus der Be-
trachtung und B nimmt die Stelle ein; wir kénnen das Volumen des Kristalls
nicht mehr veréindern, wohl aber das dufsere Magnetfeld. Da wir einen starren
Kristall betrachten, gibt es keine Volumenarbeit —pdV mehr, dafiir aber Ma-
gnetisierungsarbeit —M dB. Wie man sieht, hingt H (und damit Z;) nun nicht
mehr von zwei extensiven und einer intensiven Grofe ab (T, V, N), sondern von
zwei intensiven und einer extensiven Grofe (7, B, N). Somit erhalten wir fiir
ein System mit den Spin-Werten +3:

Z,(T,B,N) = Spur (e "H)

= Z Z e~ BH(S1,....5N)

Si=+}  Sy=+}

Zur Berechnung:

N
H (Sl, ceey SN) = Z HO (Sn7 Sn-i—l)
n=1
mit
h
HO (Sn; SnJrl) = _JSnSnJrl - 5 (Sn + SnJrl)

Zum besseren Verstindnis sollte man sich ins Geddchtnis rufen, dass Sy4+1 = 53
gilt. Dann ist auch klar, warum im zweiten Term der Faktor % notwendig ist:
Man summiert ja im Endeffekt doppelt iiber alle S,. Ohne die periodischen
Randbedingungen hitten wir das nicht so umschreiben kénnen. Auf der anderen
Seite sieht man, dass man auf diese Weise nur an den Réndern einen Fehler
macht, der fiir geniigend grofse N zu vernachléssigen ist. Damit:

Zu(T,B.N) = Y .Y e PEi HoSnSi)
Si=+1 Sy=+1

51::‘:% SN::‘:% n=1

Die Zustandssumme ldsst sich nun mit der Transfermatrixmethode berechnen.
Wir definieren die Transfermatrix 2 durch:

@y = )

1
4 — —
8,8 = j:2
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T hat somit vier verschiedene Eintrége, weil fiir S bzw. S” nur jeweils die Werte
—|—% und —% moglich sind. Damit folgt:

Z (T,B,N) — Z Z e BHo(51,52)  —BHo(SN-1,5N) ,—BHo(SN,51)

=t} Sny=%3

= Z Z Z Tsl752...TSN717sNTSN,Sl

Si=+1 | Sp=+1 Sny=41

= Z Z TS1,S2-'- Z TSN725N71 Z TSN71,SNTSN7S1

Si=+1 | Sp=+1 Sn_1=+1 Sn=+3

Bis hierhin haben wir nur die Klammern geschickt umgesetzt. Was haben wir
erreicht? Nun, dazu schauen wir uns einmal die letzte Klammer an:

E Tsn_1,5nvTsn,s:
Sn=+1

Wir erinnern uns daran, wie die Matrixmultiplikation allgemein definiert ist.
Wenn A = BC ist, dann gilt (in Komponentenschreibweise):

Z Bacycyz
Yy

Wir erkennen also, dass es sich bei obigem Term um nichts anderes als eine
Matrixmultiplikation handelt. Also folgt:

Z TSNflysNTSNysl = (2)5N71_51
Sn=+1

Dies konnen wir wieder einsetzen:

Zy(T,B,N) = > | Y Ts.se- > Tsyasw— (LL) g, s,

51::‘:% 52::‘:% SNflzﬂ:%

Und wieder steht dort das Produkt zweier Matrizen. Wir konnen also schreiben:
Z TSN72SN71 (Q)SN—I-,SI = (T (TT))SN 2,51
Sy_1=+1
3
(2 ) SN 2,51

Der letzte Umformungsschritt ist moglich, weil die Matrixmultiplikation assozia-
tiv ist. Dieses Schema kénnen wir nun immer weiter fortsetzen. Wir setzen den
eben erhaltenen Term wieder in die Ausgangsformel ein, dort trifft er wieder auf
ein T, man erhalt T usw. Dies wiederholt sich so oft, bis man auf die Summe
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> Sp—t1 trifft. Wir zahlen kurz nach: Bei Sy_»,5; war die Potenz bereits 3,
d.h. bei S5, S wird sie N — 1 lauten:

Z Z TSI,S2 (szl)S%Sl

Si=+1 | Sa=41

Y @

Si=%1

Zk(TaBaN)

Den letzten Ausdruck kennen wir aber: Es handelt sich um die Spur der in den
Klammern stehenden Matrix! Also:

Zp(T,B,N) = Spur (V)

Diese Spur muss nun berechnet werden, denn sonst niitzt uns das Ergebnis,
so elegant es auch aussieht, wenig. Dazu muss zunsichst TV bestimmt werden.
Zunéchst berechnen wir dafiir 7. Die vier Matrixelemente erhalten wir, indem
wir fiir S und S’ jeweils =1 einsetzen. Links oben sei S = S’ = +i. Dann

erhalten wir:
efﬁHo(Jr%er%) efﬁHo(Jr%v*%)
675H0(+%77%) efﬁHo(Jr%v*%)
eﬁ%ﬂ-ﬁ% e—ﬁ%
= | st iost
B

. g eﬁ% e‘ﬁ%
o € eiﬁ% efﬁ%

Dies ist von der Form T = c¢x A, wobei ¢ ein konstanter Faktor ist. Seien A} und
)\, die Eigenwerte von A, dann sind c)\; = A\; und ¢\, = )\, die Eigenwerte von
T. (Das sieht man leicht: Aus Ax = ex folgt cAx = cex.) Die Eigenwerte der
Matrix lassen sich leicht berechnen; sie sind die Losungen des charakteristischen
Polynoms

118
I

Man erhélt also:

= cosh (ﬁg) + \/cosh2 (ﬁg) 4+ e B —1

Die Eigenwerte von T sind somit dieselben, nur noch mit P multipliziert.
Ferner sehen wir: Wenn J > 0, dann sind beide Eigenwerte positiv (weil e =77 —1
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kleiner als Null ist), ansonsten ist einer der beiden Eigenwerte negativ. Alle

Eigenwerte sind reell, denn cosh® (32) wird nie kleiner als Eins, weil coshz
selbst nie kleiner als Eins wird. Der Satz, dass eine reelle, symmetrische Matrix

reelle Eigenwerte hat, gilt allerdings auch allgemein.

Bleiben wir zunichst bei etwas allgemeineren Aussagen, um unsere Formeln
weiter zu vereinfachen. Wir kénnen unsere Matrix I’ diagonalisieren:

v = ()
= A
bzw.
MAM™ = T
Somit:
Zw(T,B,N) = Spur (V)

~ Spur ((aan)")
= Spur (MANM™)

Logisch: Schreibt man (M AM 71) N aus, so sieht man, dass immer ein M auf ein

M ~! folgt und sich gegenseitig aufhebt. Ferner darf man in der Spur zyklisch
vertauschen (Spur (ABC) = Spur (BC'A) = Spur (CAB), hier nicht bewiesen),
so dass man erhilt:

Zx(T,B,N) = Spur (AVM ™' M)
= Spur (A"

(5 2))

Diagonalmatrizen sind aber immer sehr praktisch. Wie man sofort einsieht, gilt:
a 0 c 0 ac O
0 b 0 d 0 bd

A0
Zu(T,B,N) = Spur N

= M+

M-

)

At
0

Also:

Wir halten also fest:

Z(T,B,N) = AV 4 \V
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Wir kénnen an dieser Stelle zwar A\; bzw. A\ einsetzen, aber das Ergebnis wiirde
dufserst uniibersichtlich werden. Daher wollen wir dies zundchst nicht tun. Statt-
dessen berechnen wir nun die freie Energie (wir befinden uns ja im kanonischen
Ensemble):

F.(T,B,N) = —% In Z; (T, B, N)

= —%m(A{VJrAgV)
—%m [/\{V <1+ <i—f)Nﬂ
s (;_;)N]

Wir koénnen dies nun geschickt vereinfachen. Wie man leicht sieht, sind die
beiden Eigenwerte fiir J > 0 bzw. J < 0 verschieden. Fiir J > 0 sind beide
Eigenwerte positiv, d.h. wir kénnen 0.B.d.A. A\; > A, setzen. Fiir J < 0 sind

die Eigenwerte sicher auch betragsméifig verschieden, so dass 0.B.d.A.
[A1] > |A2| und auch A; > A gilt. In beiden Féllen geht somit fiir sehr grofe

1 1
= ——NlnA\{——=1n
3 B

N
N, was hier sicherlich vorliegt, (i—f) gegen Null. Der zweite Term

verschwindet also; die freie Energie wird (im Limes N — oo) komplett durch
den groferen der beiden Eigenwerte bestimmt.

F(T,B,N) = —%mel (T, B)

Bemerkung: Fiir den Fall, dass beide Eigenwerte gleich sind, erhilt man

1 1
F(T.BN) = =N = 2

Allerdings muss dazu der Term \/ cosh® (B4) + =87 — 1 gleich Null sein. Dies
ist aber nur moglich, wenn J — oo gilt und zugleich ~ = 0, d.h. B = 0 gilt.
Dann sind beide Eigenwerte gleich Eins, und die Zustandssumme lautet Z; = 2.
Das war auch zu erwarten: Bei unendlich starker Kopplung ohne Beeinflussung
durch ein dufieres Feld sind genau zwei Zustdnde moglich: Entweder sind alle
Spins positiv oder alle negativ.

Fiir den Fall J = 0 und B = 0 erhilt man die Eigenwerte \; = 2 und A\ = 0, d.h.
die Zustandssumme lautet Z; = 2V. Auch dies ist keine Uberraschung: Ohne
irgendeine Wechselwirkung sind alle beliebigen Einstellungen mdglich, d.h. zwei
pro Gitterpunkt oder insgesamt 27V.
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Da wir nun wissen, dass nur der grofsere beider Eigenwerte eine Rolle spielt,
wollen wir diesen nochmals explizit angeben. Es handelt sich hierbei um den
Term mit positivem Vorzeichen vor der Wurzel, d.h.

Al = B lcosh <ﬁg> 4 \/COSh2 <ﬁg> 4+ e BJ — 1‘|
= % cosh (ﬁg) + \/eﬁ% sinh? (ﬁg) +e P

wegen cosh? & — sinh? # = 1. Damit ist F (T, B, N') bestimmt, und wir kénnen
wichtige Grofien wie Magnetisierung, Nullfeldsuszeptibilitit, spezifische
Wéirme usw. ableiten.

F(T,B,N) = —%Nln [eﬁi cosh (ﬁg) + \/eﬁi sinh? (6%) -Hrﬁ‘é]

Magnetisierung: Als erstes wollen wir nun die Magnetisierung, die ein Mafs
fiir die Ausrichtung der Spins im System ist, berechnen. M ist die Magnetisie-
rung und m = % die Magnetisierung pro Teilchen, die in Einheiten von gup
angegeben wird. Wir berechnen m im thermodynamischen Limes (N — oo,
Gitterkonstante a konstant):

3

|
-

| —
S
=1
£

= lim —ZSpur Snpk)

N—o0
So war allgemein der Erwartungswert deﬁmert. Wir erinnern uns:

1

o BH
Z"
Also folgt:

N—oo N

N
1 N
i =Bz Ho(S1,5141)
Nh—»oo NZk [Z (Sne 1=1 110(O1,9141 )]

m = lim —ZSpur (S —e_BH>

Summe und Spur darf man vertauschen, wie man anhand der Additionsregeln
fiir Matrizen sofort sieht.

_ : BN JSS +2(S1+Si11)
m = Nh~>oo [Z (S e 1= 1 191+1 1+5141 ))‘|
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Wegen der periodischen Randbedingungen ist ;| 25, = S 25,4, d.h. es
gilt:

N
1
)

Da in 8 X1 JSiSi+1+hSt keine n-Abhéngigkeit vorkommt, gilt:

m = ]\}E)noo —NZkSpur [(ZS ) ﬁJZz 1(S1Si41) ﬁhZL 1(31)‘|

Das konnen wir umschreiben durch Ableiten nach h (wobei T" konstant bleibt):

m N—oo NZk 68h

= J\/l N1Z ;8hSpur|: ﬁ‘]zll\;l(slsl+1)eﬁhz{v:1(sl)j|
—00 k

Auch Ableitung und Spurbildung vertauschen.

lim Spu |:1 0 { BJZZ 1 (S1S141) ﬁhEl 1(31)}:|

110
~ im0 1 o
mo= i Nz el

I 1 190
m ———=—=
Neoso NZ BOn°"

h hingt nicht von T ab. Also erhalten wir schlielich:

10

10 1
10
= B%(lnAl)
110N

B A1 Oh

Dies muss man nun ausrechnen, was etwas ldnglich ist, aber nicht schwierig.
Man erhélt schlieflich:

sinh (6 ) ePs

2\/1 + (sinh (8%) %)

2
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Abbildung 17.2: M (B)-Kurve des Paramagneten

Bemerkung: Fiir endliche Temperaturen (7' > 0) verschwindet das magneti-
sche Moment (die Magnetisierung) beim Abschalten des Feldes (B = 0), denn
der sinhz ist fiir x = 0 ebenfalls Null. Da bei B = 0 keine Magnetisierung
vorliegt, handelt es sich um einen Paramagneten. Es gibt bei endlichen Tempe-
raturen also keinen Phaseniibergang vom Para- zum Ferro- oder Antiferroma-
gneten. Tragt man M = Nm (T, B) gegen B auf, so erhilt man Abb. 17.2. Man
sieht anhand der Formel fiir m, dass m gegen die Grenzwerte j:% geht. Denn die
Gleichung ist von der Art 2\/%; geht aber x betragsmifig gegen unendlich,
kann man die Eins unter der Wurzel vernachléssigen und erhélt je nach Vorzei-
chen +% oder —%. (Dass die Kurve streng monoton ist, kann durch Bilden der
Ableitung nachgewiesen werden, darauf wollen wir hier aber verzichten.) Das
Ergebnis war allerdings zu erwarten, schliefilich ist die maximal mogliche Ma-
gnetisierung die Ausrichtung aller Spins in eine Richtung, d.h. alle Spins tragen
zur Magnetisierung denselben Wert bei.

Triagt man die T-Abhéngigkeit fiir ferromagnetische Kopplung (J > 0) auf, so
ergibt sich Abb. 17.3. Das Ergebnis ist durchaus interessant. Fiir grofie T" geht fiir
beliebige Felder die Magnetisierung gegen Null. Das erscheint auch logisch: die
thermische Bewegung zerstort die Ausrichtung der Spins nach dem &ufieren Feld.
Wenn die Teilchen stark thermisch angeregt sind, wird sie ein verhéltnismifig
schwaches dufieres Magnetfeld wenig kiilmmern. Fiir 7' gegen Null richtet sich
die Magnetisierung nach der Richtung des dufseren Magnetfeldes. Dies ist der
umgekehrte Effekt: Ist (praktisch) keine thermische Energie vorhanden, werden
die Spins von dem einzigen beeinflusst, was da ist: dem Magnetfeld. Und richten
sich damit alle entlang des Magnetfelds aus. Eine Sonderstellung nimmt B =
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N By >By>0> B3> By

Abbildung 17.3: m (T')-Kurve des Paramagneten

0 ein, denn hier ist ja keine Vorzugsrichtung auszumachen. Die Spins werden
sich also rein zufillig anordnen, und bei einer grofien Zahl ist nicht mit einer
nennenswerten Nettomagnetisierung (pro Teilchen) zu rechnen.

Zu beachten ist auch, dass die beiden Limites B — +0 und 7' — 0 nicht ver-
tauschen! Lasst man zunichst die Temperatur gegen Null gehen, so “friert” die
Magnetisierung ein. Eine Erniedrigung des Betrags des B-Feldes bewirkt nun
nichts mehr, weil die Grundausrichtung der Spins erhalten bleibt. Selbst bei
B = 0 gibt es fiir die Spins keinen Grund, sich irgendwie anders auszurichten,
der Grenzwert bleibt m = :i:%. Lasst man hingegen zunéchst B gegen Null ge-
hen, so geht auch die Magnetisierung gegen Null, weil die thermische Bewegung
alle spontanen Ausrichtungen zerstort. Lasst man dann 7" gegen Null gehen, so
ist keine Magnetisierung mehr da, die einfrieren konnte, der Grenzwert bleibt
Null.

Isotherme Nullfeldsuszeptibilitdt xr (7,B = 0): Wir stellen uns nun die
Frage, wie sich die Magnetisierung beim Einschalten eines dufseren Feldes dndert.
Die isotherme Nullfeldsuzeptibilitat ist definiert als

om (T, B
w@s=0 = 2B g5
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Sie gibt an, wie sich die Magnetisierung (pro Teilchen) in Abhéngigkeit von der

Anderung des Magnetfelds verhélt, wobei wir hier nur B = 0 betrachten, d.h.

aus dem Nullfeld heraus. Die Temperatur bleibt dabel konstant. Wir berechnen
d oh

dies, wobei wir bedenken, dass 75 = 5557 = 9B 7, ah ist. Nach etwas Rechnerei

(nach dem Ableiten sofort B = 0 einsetzen hilft betrachtlich!) erhilt man dann:

_ _ 9B 5

r(B=0) = g 7"
Zu beachten ist, dass ein Faktor gup noch fehlt, den wir weggelassen hatten,
damit m einheitenlos wurde. Wir sehen sofort, dass xr (7, B =0) fir T' — 0
(und ferromagnetische Kopplung) divergiert. Das ist genau das Phénomen, was
wir bereits zuvor beobachtet haben: Schaltet man bei T' = 0 das Magnetfeld
an, filhrt dies sofort zu einer maximalen Magnetisierung, was zur Divergenz von
x7 (T — 0, B = 0) fithrt. Fiir hohe Temperaturen wird das System immer un-
empfindlicher gegeniiber Magnetfeld- Anderungen, folgerichtig geht xr (T, B = 0)
fiir grofse T' gegen Null.

Entropie: Wir betrachten nur die Entropie fiir das Nullfeld.

oF

_3_T‘B:0

_% oF (B =0)
oT ap

Dies erleichtert uns die Aufgabe ganz gewaltig. Weil wir nach T ableiten und
B somit, ohnehin festhalten, kénnen wir B (und daher auch h) auch gleich auf
Null setzen und dann ableiten. Also:

S(B=0) — ﬁ*(_]\])i{%ln {eﬁ% (1—!—655)}}

g (1 J _gd
= —NkBB% Bln{e[u—l-e ﬁ4}}
= ot (g peon (57

- 9 ) J 1251nh( 4)é
= —N,ZCBﬁ {——ln 2CObh <ﬁz>:| +ﬁm

— Nkp [m <2cosh (6%)) —64_Jt h@%ﬂ

Fir T — 0, dh. 6 — oo kann man 2cosh (ﬁ%) ersetzen durch %7 und
tanh (34) durch Eins. Wie man nun leicht sieht, geht die Entropie gegen Null,
falls T' gegen Null geht. Beruhigend, denn genau dies sollte die Entropie tun.
Auch ist das Ergebnis wieder streng monoton steigend in T (einfach das soeben

/\Q
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S
Nkghm21-~""""""""~>"""~"~"~>"~"~"~"~~==+

T
Abbildung 17.4: S (T') im Nullfeld

erhaltene Ergebnis nochmals nach 7" ableiten, die Ableitung ist stets grofer als
Null). Dies muss auch so sein, schlieflich handelt es sich hier um die Entropie,
die bei steigender Temperatur sicher nicht abnehmen wird. Folglich wird der
Grenzwert fiir T' — oo, d.h. 8 — 0 erreicht. Weil tanh 0 = 0 und cosh 0 = 1 gilt,
ist der Maximalwert der Entropie offensichtlich

Spmaz (B=0) = Nkpgln2
= kpln2V

Dies entspricht einer volligen Zufallsverteilung, bei der im Mittel genausoviele
Spins nach oben wie nach unten zeigen. Aber in dem Ergebnis erkennen wir
etwas wieder: Die Zustandssumme der volligen Zufallsverteilung war 27V (Anzahl
aller Moglichkeiten). Und wir wissen, dass gilt:

Smk = kBanmk

Das ist aber genau das Ergebnis, was wir hier in der Rechnung mit kanonischem
Ensemble erhalten haben! Im thermodynamischen Limes (wir hatten ja eine sehr
grofse Teilchenzahl N angenommen, um auf die Zustandssumme und damit auch
auf alle folgenden Ergebnisse zu kommen!) liefern die verschiedenen Ensembles
dieselben Ergebnisse, was wir hier eindrucksvoll sehen. (Zur Visualisierung s.
Abb. 17.4)

Wairmekapazitédt cg: Dies zu berechnen, hat ja inzwischen schon fast Tra-
dition. Man beachte allerdings, dass hier V' durch B ersetzt wurde. Auch hier
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betrachten wir nur wieder das Nullfeld. Dann kénnen wir die Warmekapazitit
direkt aus dem Ergebnis fiir die Entropie bestimmen. Wir rechnen:

o8 9B 0 -
8_T‘B:0 = 87%(5( =0))

Das gleiche Verfahren wie vorher: Wir setzen sofort B auf Null.

95 J BJ J
8T|B:O = kBT2 8/6 {NkB |: (2C05h ( )) — T tanh (BZ>:| }
o 2 2smh( %)%_i ( i) ﬁjz 1
= —Nkip 2cosh (32 tanh 54 6 (i,)

J J J 6J2 1
= —Nk%ﬁ2 — tanh (ﬁ—) — —tanh (ﬁ—)
4 4 16 cosh? (BT)

NE%33J?
16 cosh? ( %)
Dieser Term ist auf jeden Fall gréfier Null, womit die Behauptung nachgewiesen
wére, dass S (T) streng monoton mit T steigt.
T o5
N oT
1 Nk%33J?
NEBB | 16 cosh? (%)
kpB3?J?
16 cosh® ( %)
2
(51)
cosh? (%’)

Das Ergebnis sehen wir in Abb. 17.5. Wichtig ist, dass cg— (T') fiir T — 0 auch
wieder gegen Null geht, damit der dritte Hauptsatz erfiillt ist. Dies ist auch der

CB—=0 (T) =

- B

Fall, denn cosh® (BTJ) verhilt sich fiir grofe 3 wie e 7, und das geht eindeutig

schneller gegen unendlich als (6 %)2 Der Anstieg fiir kleine T verlduft somit

_J
proportional zu T e ?8T . Das Maximum der Kurve erhilt man durch Ablei-
ten von cp—g (T) nach T und Null setzen; wie man leicht nachrechnet, erhilt

man somit 4k + = coth ( yyom T) Diese Gleichung hat keine analytische Losung,

man erhalt aber fiir T},,, numerisch den Wert T}, .. = 0, 3%. Fiir grofie T ist

der cosh in etwa Eins, so dass man ein Verhalten proportional zu % beobach-
ten kann. Die Tatsache, dass fiir T — oo ¢g—o (T') gegen Null geht, haben wir
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Cp=(

e ZkBT

o g€

m ¥ J !
Tinax = 0, 3."1‘_ T
- B

Abbildung 17.5: ¢g— (T') beim Paramagneten

bei Gasen nicht beobachtet. Dieser Effekt hingt beim Magneten mit der Maxi-
malitdt der Entropie zusammen. Klar: “Schlimmer” als eine vollig willkiirliche
Verteilung der Spins kann es ja nicht kommen. Da die Warmekapazitidt aber
die Anderung der Entropie beschreibt, wir sie fiir groke Temperaturen immer
kleiner.

Die Korrelationsfunktion: In kritischen Bereichen, also Bereichen, wo Pha-
seniibergénge auftreten, bietet die Korrelationsfunktion tiefere Einblicke. Wir
demonstrieren das hier anhand der Spin-Spin-Korrelationsfunktion fiir das Ising-
Modell. Wir betrachten zunéchst die Fluktuation

5Sn = Sﬂ - <S7l>

Dies ist lediglich
die Abweichung vom Mittelwert. Die Korrelationsfunktion K, ., (T, B) ist dann:

Kym (T,B) = (05,05m)
Es gilt nun:
Knom (T,B) = {(65,05m)
= <(Sn - <Sn>) (Sm - <Sm>)>
= <SnSm - Sn <Sm> — Sm <Sn> + <Sn> <Sm>>
(

n

nSm) = (Sn) (Sm)
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Der letzte Schritt ist deshalb durchfiihrbar, weil (S,,) bereits eine Zahl ist; der
Erwartungswert einer Konstante
ist aber natiirlich diese Konstante selbst. Daher ist (S, (Sy,)) = (Sp) (Sm)- Also:

Knm (T, B) = <Sn5m> - <Sn> <Sm>

Die Korrelationsfunktion macht Aussagen dariiber, wie stark eine physikalische
Grofie (hier der Spin) iiber das System hinweg korreliert ist. Angenommen, S,
und S,, haben keine Korrelation. Dann sind die Erwartungswerte voneinander
unabhingig, und der Erwartungswert des Produktes ist gleich dem Produkt der
Erwartungswerte (was hier nicht bewiesen werden soll, aber in (beinahe) jedem
Statistik-Buch steht)

<SnSm> = <Sn><Sm>

und die Korrelationsfunktion ist Null. Liegt umgekehrt Korrelation vor, so ist
Kp.m # 0. Im Extremfall ist S,, = S, (volle Korrelation). Dann gilt:

Kpm (T,B) = (S2)—(S,)?

K, m beschreibt somit gerade die Varianz von S, (auch den Beweis, dass dies
die Varianz ist findet man in jedem Statistik-Buch, falls man dies nicht selbst
nachrechnen mochte). Starke Korrelation tritt allgemein immer bei Phaseniiber-
gingen auf.

Wenn kein dufieres Magnetfeld anliegt, sind die Spins gleichméifig verteilt, so
dass die Scharmittel (S,) und (S,,) verschwinden (im Mittel wird man kei-
ne nennenswerte Magnetisierung finden). Damit sieht die Korrelationsfunktion
folgendermafsen aus:

Kpm (T,B=0) = (S,Sn)

Dies kann auch iiber die Spur ausgedriickt werden:

Kym (T,B=0) = (S,5m)
1
= msmﬂ" {SnSmpr (B = 0)}
1 N
— BI 32121 SiSi+1
7 (B =0) Spur {S’nSme l }

- 1 le\;l 192141
AP AT =TI VR CE Tt

1=+3  Sy=+1

Wie wir mit diesem Ausdruck verfahren, wissen wir aber schon: Transfermatrix-
methode. Allerdings muss diesmal der Tatsache Rechnung getragen werden, dass
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in der letzten Klammer noch S,,5,, steht. Deswegen wird die Transfermatrix-
methode leicht modifiziert. Zunéchst ist die Transfermatrix T hier offensichtlich
definiert durch:

oBISS

Ts s

Ferner ben&tigen wir, wie wir gleich sehen werden, noch eine zweite Matrix 1"

Tév o = S/eﬁJSS’
K (TLB=0) = § § R S et
=+18,= Sp=%1
§ Sme/at]smflsm'” § eBIN-15N o BISNSN+1
Spm=%3 Sn=%1

Dies kann nun in gewohnter Manier zusammengefasst werden. O.B.d.A. sei iib-
rigens m > n.

o (1,B=0) = 5 Z > Tsisp Y, Té, 50

=+18,=41 Sp=+1
E Tsm,lsm--- E TSN—I-,SNTSN-,SI
Sm==%1 Sn=+1

1 n—2 m—n—1 N—-—m+1
—_— T T (T T (T
Nun benutzen wir wieder das Argument, dass man in der Spur zyklisch tauschen
darf:
1

Kan(TB=0) = zop—gsur (O 2 @""'L)

Weiter kommen wir allerdings jetzt nur, wenn wir uns I und 2 genauer an-
schauen. Es ist ja ohne weiteres mdglich, diese beiden Matrizen zu berechnen.
Mit der Definition

erhalten wir:

Wie man leicht durch Nachrechnen sieht, gilt:

, 1.1 0
£_§£<0—1>
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Dies setzen wir ein:

K, m(T,B=0)

1

1 _
_ 17, (B Spur< N men ( (1) 01 ) (T)m
R
_ MSpm (% (Q)N_ern%_l ( (1) _01

ﬁSpur( (T)N mn 1£< (1) 01 ) (g)
(%)
) sy (g

M) M

)

m—n—1

[~

1 0
0 -1

Nun miissen wir M berechnen. Diese Matrix besteht aus den normierten Ei-
genvektoren von T, wie in der linearen Algebra gezeigt wird. Wir kommen also
nicht umhin, diese zu berechnen. Dazu bendtigen wir die Eigenwerte von T, die

man erhilt, wenn man das charakteristische Polynom 16st:

(" =27 =€ = 0

Die Losungen lauten:

el + et

Al2

Mit

T

(v) = »(3)

erhilt man dann auch die Eigenvektoren, die wir direkt normieren:

)

T

1 1
*1,2 NGRS

Damit haben wir bereits M bestimmt.

w - (i)
()

Dass M selbstinvers ist, sieht man sofort durch Nachrechnen. Ferner gilt:
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Damit vereinfacht sich unser Ausdruck rapide. Wegen A = ( /t)l )? ) erhélt
= 2

man:
. 1 N—m+n -1 1 0 m—n -1 1 0

K = ESpur ((é) M (0 1 )%(é) M 0 -1 M
L (A 0N o Y (a0 T 01
= az? 0 X 10 0 A 10
Lo AN A 0 0 1 AP0 0 1
Y 0 AYTmin 10 0 AT 10
o1 0 AY T 0 AP
- ESpm« AN —mtn 0 AP0
o g
= mSpur<< 0 AN = ymn

/\i\ffern)\fznfn + )\é\/fm+n)\71nfn)

Dies sieht immer noch recht unanschaulich aus. Fiir extrem grofie N kénnen wir
aber einiges vereinfachen, z.B. \)Y im Nenner weglassen, wenn ), der kleinere
der beiden Eigenwerte ist:

1 —m-+n\ym—n —m-+n\m—n
K ~ W(A{V LD VAR PO Vil

1
_ Z {)\lfern/\gnfn + )\é\ffern/\;N#»mfn}
B l ﬁ m—n N & N—m+n
4\ A

Zunichst nehmen wir an, dass m —n deutlich kleiner als % ist. Dann kdnnen wir
den zweiten Term gegen den ersten vernachlissigen, weil ’A\—f kleiner als Eins ist.
Ist umgekehrt m —n deutlich grofer als %, so kdnnen wir den ersten Term gegen

den zweiten vernachléssigen. Fiir “deutlich” reichen dabei meist schon extrem
kleine Werte, z.B. 1000. Ist z.B. i—f = %, so wiren die beiden Terme bereits um

den Faktor (%)2000 verschieden. Bei N ~~ 1023 sind aber Differenzen von 1000

praktisch nichts.

Schauen wir, ob das Ergebnis logisch ist, indem wir bestimmte Spinpaare aus-
wahlen. So kénnen wir z.B. m = n wihlen. Fiir die Korrelationsfunktion erwar-

ten wir dann
PN A |
K_<Sn>_< >_
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Wir setzen m = n in unsere Funktion ein:
AR AN
A1 A1

im Limes N — oo. Ferner konnen wir zwei benachbarte Spins betrachten, d.h.
m =n + 1. Dann erhalten wir:

R GO

A2
4\

Fiir extrem starke Kopplung (J — o0) sind die beiden Eigenwerte gleich Eins,
und K = i. Dies ist das Ergebnis voller Korrelation, denn bei extrem starker
Kopplung werden sich alle Spins gleich verhalten. Umgekehrt sind bei J = 0 die
beiden Eigenwerte 0 und 2. Damit ist K = 0. Keine Uberraschung, denn ohne
Wechselwirkung verhalten sich die Spins unabhéngig voneinander. Interessant
ist auch der Fall zweier Randspins, d.h. m = N und n = 1. Wie man leicht sieht,
fiihrt dies auf dasselbe Ergebnis wie bei zwei benachbarten Spins, ein zunéchst
iiberraschender Effekt, denn das kann ja erst einmal nicht stimmen! Aber wenn
wir uns erinnern, dass wir ja periodische Randbedingungen eingefiihrt haben
(Sn+1 = S1), dann sehen wir, dass es sich rechentechnisch tatsachlich um zwei
benachbarte Spins handelt. Wir haben uns also ein Artefakt eingefangen, was
zeigt, dass unsere Rechnung erst fiir N — oo (dann gibt es keine Randspins
mehr bzw. nur noch einen) absolut korrekt ist.

K =

—

= s

Weiter fiihrt man den Begriff der Korrela-
tionslange ein, der eine Aussage iiber die Reichweite der Wechselwirkung macht:

o - )]

Aus anderen Modellsystemen wird diese Definition einsichtiger. Wegen

Kom (T,B=0)= iehn—n\ ln(;f)

fiir kleine Abstéinde |m — n|(d.h. deutlich kleiner als &) gilt:

|[m—n|

1
Knm (T,B=0)= vl

Je grofer £ (T) ist, umso langsamer fillt die Korrelation ab. Anschaulich klar
ist auch die T-Abhéangigkeit von & (T'). Wir wissen ndmlich, dass gilt:

Ao el —e L

)\_1 T el fe-L
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wobei L linear in 3 ist. Fiir kleine 7', d.h. grofe L, geht § ﬁ von unten gegen

Eins; daher geht ¢ (T) gegen unendlich. Fiir grofe T, d. h L — 0, wird ’\2
Null und £(T) geht ebenfalls gegen Null. Und das ist auch logisch: Je hoher
T, umso stérker ist die thermische Bewegung, so dass langerreichweitige Wech-
selwirkungen kaum mehr moglich sind. Umgekehrt erkennt man, dass sich das
eindimensionale Ising-Modell fiir 7' — 0 immer mehr ordnet, d.h. die Spins wol-
len auf einer Langenskala & (T) parallel stehen. Fiir Temperaturen am absoluten
Nullpunkt reicht diese Lingenskala iiber den gesamten Magneten, fiir extrem
hohe Temperaturen stért die thermische Bewegung sogar die Korrelation der di-
rekten Nachbarn. Diese Erkenntnisse sind uns an sich nicht neu, wir hatten dies
schon bei der Berechnung der Magnetisierung in Abh#ngigkeit der Temperatur
gesehen. Hier steht uns mit £ (7') aber zusétzlich eine quantitative Gréfe zur
Beschreibung zur Verfiigung.

Bemerkung: Wihrend das eindimensionale Ising-Modell mit kurzreichweiti-
ger Wechselwirkung keinen Phaseniibergang bei T' > 0 besitzt, ist dies fiir das
zweidimensionale Modell der Fall. Dort gibt es fiir B = 0 einen Phaseniiber-
gang zweiter Ordnung bei T¢ > 0 (nur mit Nachste-Nachbar-Wechselwirkung).
Allgemein gilt das Mermin- Wagner- Theorem:

Ein ein- oder zweidimensionales System mit kontinuierlicher Symmetrie (z.B.
Rotationssymmetrie), die im Grundzustand spontan gebrochen ist (d.h. der
Grundzustand ist nicht invariant unter dieser Symmetrie) und kurzreichweitiger
Wechselwirkung (z.B. exponentiell abfallend) besitzt bei endlicher Temperatur
keine langreichweitige Ordnung. (Fiir einen Magneten bedeutet das, dass die
Magnetisierung im Nullfeld gleich Null ist fiir alle 7 > 0.)

17.2 Eindimensionales Ising-Modell mit unendli-
cher Wechselwirkungs-Reichweite

Wir betrachten nun Spins, die mit allen anderen Spins mit gleicher Kopplungs-
stirke wechselwirken. Dies stellt eine Einschrinkung in der Art der unendlich
reichtweitigen Wechselwirkung dar, da z.B. die Coulombkraft auch unendliche
Reichweite besitzt, aber mit T% abfillt. Die Annahme ist allerdings nétig, weil die
Rechnung sonst ungleich schwieriger wiirde. Aus rechnerischen Griinden (damit
die Energie spiter proportional zu N ist) sieht J,,,, wie folgt aus:

Jnm = { %,n#m

0, sonst
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Dies wird in die Hamiltonfunktion des Isingmodells eingesetzt:

N
—-= Z SnSm —hY_ Sn
n=1

n;ém

wobei wir daran denken, dass h = gupB ist. Wir kénnen unformen:

17 (&N 1 al
H = ——— Sn —— S%H) —hd S,
v () iRz e oy
Der zweite Term ist notwendig, weil im ersten Term auch alle S2 auftreten.
Wegen S2 = 1 ergibt der zweite Term eine konstante Energiekorrektur von Z,
die fiir wei-
tere Betrachtungen irrelevant ist und im folgenden weggelassen wird. Somit gilt:

H = —-= <ZS )2—h§:15n

Die Zustandssumme ist

Zy (T,B,N) = Spur (e ?H)
- Z Y { 8 (Vs Sn)? *eﬁhzﬁzlsn}
:t— SN:I:—

2
SOV b
Si—tl  Sy—+}

(Quadratische Ergénzung im Exponenten.) Zur Auswertung greifen wir nun

ganz tief in die Trickkiste und fordern die Hubbard-Stratouovitch-Identitdt zu
Tage:

a2

e =

1 > 1,.2
— dg e~ 3% +V2az
V 27T [oo
2
Hier ist a® = 27 (ij:l Sn + hTN) . Also:
2
Zo(T.B,N) = e 20 Y .Y &

1=%£3% Sny=x1

_ BR2N / _ Va2
= e 27 dr e 21 24V 2az
2 - 2

Si=+3% Sn 7i1

Nach Vertauschung von Summen und Integral erhélt man:

1 _ Br2N o0 _ ﬁ]
Z,(T,B,N) = e 27 dre 3% eViwel Snt
k ( ) o /_OO Zﬂ:l SNZ:H

+45]

&‘“
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Dies gehen wir besser stiickweise an. Zunéchst:

E E e %LE[ 27:15”-1-%] _ h\/—l‘ E E B—N"xzles

Si=+3 Sn=%3 +3 Sn==%3

= eh\/@x Z Z He\/?zSn

Si=+1 Sy=+1n=1

N 3 VS 3 eV R aSn

Si=+1 Sy=+1
N
J
_ h BN E e\/%zs
S=+1
- ﬁJ _N
BN
= "V ®|2cosh —z
4N

Keine Bange, es wird noch hésslicher. Wir setzen dies wieder ein:

4N
1 sw2n [ 6J
Z, = —e 27 dr e~ 3% el 2cosh | {/ =2

Substitution: y = & = dz = VNdy:

EQN/OO dyefN[%Jr%fh\/gyfln(cosh( %y))]
V 2r e

Es gilt also:

A =— 2N/ dye N (T hy)
2

Zk(TaBaN)

Diese Funktion analysieren wir etwas genauer. Bis auf den Term In <cosh < %y))

handelt es sich um ein Polynom zweiten Grades in y. Fiir y = 0 ist auch

In (cosh (1 / %y)) = 0. Bei grofien y verhélt sich cosh (\/ %y) wie %ev BT[]y,
d.h.:
In <cosh ( i—Jy>> = —In2+ U%]y, Yy — 00
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T <Te

Abbildung 17.6: § (y) im Nullfeld

Da sich dies auch nur wie ein Polynom ersten Grades verhilt, dominiert fiir
grofe y der y2-Term. Fiir » = 0 sehen wir dies in Abb. 17.6. In dieser Abbildung
kann man den Phaseniibergang schon sehen. Wir wollen dies auch rechnerisch
bestimmen. Im Nullfeld gilt:

g(T,h,y) = y;—ln<cosh< %y))

Es gibt nun eine kritische Temperatur T, so dass 6‘9—;@] Toy=0 = 0 gilt, d.h. es
liegt ein Sattelpunkt vor. Der Beweis ist ganz einfach: Man rechnet 66—;2 lij Te =0
aus: .
0% . BJ
3_3129 Tew=0 - 2 7 ‘y:O
4 cosh < %y)
GJ
= 1 _—
4
J
= 1 —
4kgT

Fir T = ﬁ ist also tatsdchlich die zweite Ableitung Null. Falls T" > T ist,

so hat ¢ (T,h =0,y) ein Minimum bei y = 0; dieses Minimum ist global, wie
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Abbildung 17.7: § (y) im Magnetfeld

man leicht daran sieht, dass die zweite Ableitung fiir 7' > T stets grofer als
Null ist. Ist T' < T¢, so gibt es zwei (entartete) Minima, die die Bedingung

0 [BJ J
6—yg y— %tanh( %y)

= 0

erfiillen und nur numerisch zu finden sind. Weil § symmetrisch in y ist, miissen
natiirlich (aufier bei y = 0) zwei Minima vorliegen.

Aus dem Zusammenhang von Z; und § wird klar, dass fiir N — oo der Haupt-
beitrag zu Z; von den Minima von g kommt. Z;, ist folglich fiir T < T¢ viel
grofer als fir T > Te.

Fiir h > 0, d.h. fiir eingeschaltetes Magnetfeld, wird die Entartung der Minima
aufgehoben (Abb. 17.7). Es entsteht somit ein globales (stabiles) und ein lokales
(metastabiles) Minimum.

Nachdem wir nun das Verhalten von g, welches wiederum Zj, beeinflusst, disku-
tiert haben, soll nun Zj, im thermodynamischen Limes (also N — oo) betrachtet
werden. Wir sahen weiter, dass der Hauptbeitrag von Zj, durch das globale Mi-
nimum von § gegeben ist. Also bietet sich eine Taylorentwicklung um dieses
Minimum, d.h. um yo (T, h) an. Fiir dieses gilt:

OzaThy

- L ()

Yo ist Losung dieser Gleichung. Wir haben bereits gesehen, dass fiir ' = T das
Minimum bei T¢ = % liegt. Dies ist auch logisch, weil dann die thermische

Energie in die Grofienordnung der Kopplungskonstante J kommt (der Faktor % I
kommt daher, dass wir halbzahlige Spins betrachten und in der Hamiltonfunk-
tion der Term J Y S2 auftauchte). T kénnen wir auch in der Sattelpunktsglei-

chung identifizieren:

= TC tanh E + 7]1
vy = N7 V1Y) T ok ToT

Typische Losungen dieser Gleichung sehen so aus wie in Abb. 17.8. Fiir B = 0,
d.h. h = 0, ist das Verhalten anhand der vorher betrachteten Kurven klar. Ist
T > T¢, so gibt es nur ein Minimum, d.h. nur eine Lésung . Ist jedoch T' < T,
so gibt es zwei Minima und damit auch zwei Losungen, was die Sprungstelle
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yo(T, h) 4 yo(T, h) ¢
—
T>T¢ T <Te
h h
o

Abbildung 17.8: Losungen der Sattelpunktsgleichung

erklirt. Auferhalb von h = 0 gibt es stets nur ein Minimum, also auch nur eine
Lésung.

Nun fiithren wir die Taylorentwicklung von § um yo durch:

. R 99 (T, h,y
g (Ta h7 y) = g (T7 h7 Yo (T7 h)) + (8y ) ’yo(T,h) * (y — Yo (T7 h))
1925 (T, h,y
sy T 0= w0 )+ 0 (5= w0 (T.1)°)

99(T,h,y)
Ay yo(T,h)
ja um ein Minimum in y herum. Ferner definieren wir:

Wir wissen nun aber, dass = 0 ist, denn schliefilich taylorn wir

g (Tv h7 Yo (Tv h)) = gO (Ta h)
9?9 (T, h,y)
o \yo(m) = a(T,h)
Wir erhalten somit:
N . a(T,h
(T, h,y) =~ Ggo(T,h)+ (2 )(y—yo(TJL))Q

Dies setzen wir in die Zustandssumme ein:

N ) 00
Zu(T.B,N) ~ /EQNe—Ng()(T,h) / dy e~ Fa(T 1) (=u0(T.1))?

— 00

Wie man solche Gaufiintegrale 16st, sollte bekannt sein. Mit der Substitution
Yy — Yo = z erhdlt man:

& N 2 27
d —&a(T,h)z _
/ ze s a(T,R) N

— 00
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wie bereits frither gesehen (oder in der Formelsammlung nachgeschlagen). Wir
erhalten also schliefslich:

N
7 (T,B,N) =~ 72@ h)e—N-%(TM
a 7

Aus der Zustandssumme kann die freie Energie pro Teilchen bestimmt werden.
(Pro Teilchen ist wie immer sinnvoll, weil andernfalls der thermodynamische
Limes keinen Sinn macht: die freie Energie eines Systems mit unendlich vielen
Teilchen ist ebenfalls unendlich.)

. 1
1
= ]\;I—Igoﬁ<_gank(T7B7N))

2N
1 .
= ——(n2-go(T,n))
B
Also
f(@T,B) = —kgTn2+kgTgo(T,h)

Das bedeutet, dass die freie Energie bis auf den (bei fester Temperatur kon-
stanten) ersten Term im wesentlichen durch die Funktion g (7', h,y) an der so-
genannten Sattelpunktlosung yo (T, h) gegeben ist. Fiir T — oo ist yo = 0, und
dann folgt aus dem Zusammenhang g (y), dass go (T,h) = (T, h,y =0) = 0
ist; d.h. fiir grofle Temperaturen folgt:

f(T,B) ~ —kpTln2
= —Ts(T — oo,h)

Dies hatten wir schon friiher gesehen: Fiir grofse Temperaturen spielen die Wech-
selwirkungen keine Rolle, und die Zahl aller moglichen Zusténde ist 27V, d.h.
pro Spin zwei mogliche Zustande; daher ist s = kpIn2. Erinnern wir uns an
die Energieschalen-Diskussion in der Thermodynamik. Z; stimmt mit 2 iiber-
ein, falls die Dimension des Raums hoch genug ist. Dies ist im thermodynami-
schen Limes natiirlich der Fall, so dass Z; =~ 2 das Volumen des zugehorigen
Konfigurationsraums, d.h. die Anzahl aller moglichen Spinstellungen, ist. Es ist
anschaulich auch klar, dass das System fiir grofie Temperaturen alle moglichen
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Zustinde auch annehmen kann, d.h. hier 2. Man beachte, dass dies im Spin-
System ein Maximum ist. Denn selbst eine weitere Erh6hung der Temperatur,
d.h. eine Energiezufuhr, fiilhrt zu keiner Vergrofierung des zuginglichen Konfi-
gurationsraums, andere Spineinstellungen als j:% sind ja nicht moglich. Das war
bei den bisher betrachteten N-Teilchen Systemen anders, dort wuchs Q mit 7'
immer weiter an; es gab ja immer neue Zustinde, die die Teilchen annehmen
konnten (man denke z.B. an die Quantengase, bei denen stehende Wellen immer
hoherer Frequenzen moglich wurden, bzw. im klassischen Gas immer grofiere Ge-
schwindigkeiten). Aus diesem Grunde ist aber in unserem Spin-System hier die
Entropie pro Teilchen nach oben durch s = %k B InQ = kpIn2 beschrinkt.

Wie verhilt sich nun f (7, B) als Funktion von B?
e Fiir T > T¢ ist yo (T, h) stetig in h. Deshalb ist gy (T, h) und somit auch
f (T, B) stetig in h bzw. B.

e Fiir T' < T¢ ist jedoch yo (T, h) unstetig bei h = 0, welches in § zu einem
“Knick” bei h = 0 fithrt, denn es gilt:

of
oh

m (T, B) |, (T, B)

6 A~
o7 |7 (=BT (W 2+ go (T, h, o))

agO (T7 h7 yO) |
Oh T
9go (T, hvyO)} }
Oh T
990 (T, hvyO)‘ 990 (T, hvyO)%’ ]
oh T dye OhIT

= kT
— kT |
= kBT[

Mit der alten Definition von § erhélt man fiir die Magnetisierung;:
L] /B hg
T.h) = —= —yo (T, h) — —

Wir erinnern uns, dass y als Integrationsvariable eingefiihrt wurde und
daher keine Abhingigkeit von h besitzt. Daher darf man y bei der Ab-
leitung konstant lassen und erhélt obiges Ergebnis. m (T, h) sieht also
graphisch ganz &dhnlich zur yo (h)-Kurve aus (Abb. 17.8). f (T, B) hat also
fiir T < T bei B = 0 einen Knick, weil es einen Sprung in der Ableitung
(Magnetisierung) gibt (Abb. 17.9).

Letztes Ziel ist es nun noch, die thermische Zustandsgleichung m (T, B) zu be-
stimmen. Dazu 16sen wir die m-Gleichung nach yo auf und setzen das yq fiir y
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f(T, B) 1 AT, B) 4

T>Te T < Te

B B

Abbildung 17.9: f(B) in den zwei Phasen

in die Sattelpunktsgleichung ein. Man erhélt dann eine implizite Gleichung;:

1tah Jm+h
m = —tan
2 2kpT

woraus m (T, h) = m (T, B) bestimmt werden kann. Der Zahler des tanh wird
als Molekularfeld bezeichnet.

hyr =h+Jm

Trotz Taylor-Entwicklung ist die sogenannte Molekularfeld-Gleichung

1 har
= —tanh
" g A (QkBT)
fiir das eindimensionale Ising-Modell mit unendlicher Reichweite im thermody-
namischen Limes exakt.




Kapitel 18

Naherungsmethoden und
Anwendungen

Im letzten Kapitel haben wir nur (zumindest im thermodynamischen Limes)
exakt 16sbare Modelle betrachtet. Sie zeichneten sich durch eine besonders ein-
fache Wechselwirkung aus. Im folgenden soll gezeigt werden, wie auch kompli-
zierte Systeme mit Hilfe von Niherungsverfahren approximativ gelést werden
kénnen. Wir stellen nun mehrere Verfahren vor.

18.1 Molekularfeldniherung

Wir wollen dieses Verfahren anhand des Ising-Modells vorstellen. Dies haben wir
bisher nur in zwei Extremfallen gelost, ndmlich mit Nichste-Nachbar-Wechselwirkung
und unendlich-reichweitiger Wechselwirkung. Andere Fille und insbesondere die
Verallgemeinerung auf hoherdimensionale Ising-Modelle sollen nun n&herungs-
weise gelost werden. Dazu bedienen wir uns der Molekularfeldndherung. Sie
wird letztendlich eine Selbstkonsistenz-Gleichung liefern, die zur Losung fiihrt.

Bei der Molekularfeldndherung wird die Wechselwirkung eines Teilchens (oder
Spins) mit dem Rest des Systems durch ein mittleres Feld (= Molekularfeld)
approximiert. Die Hamilton-Funktion des d-dimensionalen Ising-Modells hat fol-
gende Gestalt:

1 N N
H = -5 > JwmSaSn =D hnSn
n,m=1,n#m n=1

wobei h,, = gupB, ist und B,, das Magnetfeld in z-Richtung am Ort des Spins
beschreibt. Problematisch bei der Rechnung ist der Ausdruck S,,.S;,. Dieser wird

313
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nun dadurch vereinfacht, dass die Fluktuationen als klein angesehen werden, also
quadratische Terme vernachléssigt werden. Das ldsst sich dadurch rechtfertigen,
dass fiir Systeme im thermodynamischen Limes die Fluktuationen verschwinden,
sie also auf jeden Fall sehr klein sind.

Bemerkung: d-dimensionales Ising-Modell bedeutet, dass man zwar ein d-
dimensionales Gitter betrachtet, das B-Feld und die Spins aber immer noch nur
entlang einer Dimension ausgerichtet werden konnen (andernfalls ldge das XY-
oder das Heisenbergmodell vor).

Wir betrachten nun die Fluktuationen von S,,:
Sn = <Sn> + (Sn - <Sn>)

Dies kann man trivialerweise so schreiben. (S,,) ist der kanonische Mittelwert
und (S, — (S,)) die Fluktuation. Wir berechnen S,,S5,,:

SnSm = [(Sn) 4 (Sn = (Su))] [(Sm) + (Sm — (Sm))]
= [Sn - <Sn>] [<Sm> + (Sm - <Sm>)] + <Sn> <Sm> + (Sn> Sm - <Sn> <Sm>
[Sn - <Sn>] [Sm - <Sm>] + <Sn> Sm + Sn <Sm> - <Sn> <Sm>

Der Effekt liegt nun darin, dass wir die quadratischen Fluktuationen, d.h. den
Term [Sy, — (Sn)] [Sm — (Sm)], in der weiteren Rechnung ignorieren. Setzen wir
nun S, S,, in die Hamilton-Funktion ein, so erhalten wir:

1 N
_5 Z nm (<Sn> Sm + Sn <Sm> - <Sn> <Sm>)

n,m=1,n#m
N
= hnSn
n=1

1 N
5 2 I (Sh)(Sm)
n,m=1 m

Q

H

» nF
N N

n,m=1,n#m n=1

N =

Mit Jpp = Jnm folgt:

1 N N

n,m=1,n#m n,m=1,n#m
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Daraus erhalten wir:
N N N

H % S T (S (Sm) = Y Tum (Sm) Sn— > hnSn

Q

n,m=1,n#m n,m=1,n#m n=1
1 N N N
2

n,m=1,n#m n=1 | m=1,m#n

N
Eo(T,h,N) = % S (S0) (Sm)
n,m=1,n#m
N
Wl o= > T (Sm) +
m=1, m#n
N
=H =~ E(T,h,N)-> hi/’s
n=1

Dieser geniéherte Hamiltonian wird auch als Molekularfeld-Hamiltonian H ¥

bezeichnet. h¢f/ ist nun das effektive, auf S,, wirkende mittlere Feld, das aber
weiter von allen S, abhéngt. Der Ey-Term ist eine exakt berechenbare Energie,
die nur von den Scharmitteln abh&ngt und konstant ist.

Die Linearisierung der Fluktuation fiihrt also zu einem Ausdruck fiir ein mitt-
leres Feld. Um thermodynamische Aussagen machen zu kénnen, muss nun - wie
immer - die Zustandssumme ZM¥" (kanonische Zustandssume in Molekularfeld-
naherung) bestimmt werden. Wle immer berechnen wir hierfiir die Spur:

MF
zZME = Spur(eiﬁH )
MF
- T LY e
S1=x1 Sy=%1

D DI SIS R RS

Si=+} Sy=+1}

= ¢ PBko E E eﬁznhiffS“
Si==+1

3 Sn=#3

= e PEo Z Z ﬁeﬁhiffs’"”

Slz:l:% SN::I:%n:1

N
= e Y Pl 7 Sn

n=1g,=+1
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Der letzte Schritt ist deshalb méglich, weil h¢f/ nicht von irgendwelchen S,,,
sondern nur von n abhingt. Nun kénnen wir schreiben:

N
1
ZMF = e % I 2cosh (Eﬁh;;ff)
n=1

Daraus folgt in bekannter Weise die freie Energie:

1
FME(T {B,},N) = —Blnz,ﬁ““
N 1 '
= Ey— kBT;m <2 cosh <§5h§ff>)

heff hingt allerdings noch von (S,,) ab, das man in Molekularfeldniiherung so
erhilt:

(Sn) = Spur (Snpi'")

1 _BHMF
= Spur <Sn <Z1ine B >)

= ﬁSpur (Sn (e_BHMF))

=+3 " 1 SpeBEoeB Y, hill Sm
S1=%3 Sn=%3
251:i% ZSN:ﬂ:% e BEoeBX., heff s,
eff
251:i% ZSN:i% S, eP 2m b’ Sm
77
Zslzi% ZSN:i% B3, hid? Sm
(ZS =+1 Sneﬁhsz) (Hfi—l motn, 2 COSh (%ﬁhi{f))
n— 2 =1,
[TY_, 2cosh (%ﬁh%{f)
sinh (38h¢/f)
2 cosh (%ﬁhflff)
1 1 .
= —tanh _gh;ff
2 2

Setzen wir nun h¢f/ in die (S,,)-Gleichung ein, so folgt eine
Selbstkonsistenz-Gleichung, die Molekularfeld-Gleichung:

(S)) = tanh [ 2p zNjJ (Sw) + h

m#n
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Wir hatten eine &hnliche Gleichung schon in dem exakten Ising-Modell mit
unendlich-reichweitiger Wechselwirkung gesehen. Die Losung dieser Gleichun-
gen liefert gerade die (S,,). Somit ist dann auch FM¥ bestimmt, und die Ther-
modynamik des Systems ist bekannt!

Wir wollen nun die Molekularfeld-Gleichung in einem Spezialfall diskutieren.

Ferromagnetische Nichste-Nachbar-Wechselwirkung im ho-
mogenem Magnetfeld

Das bedeutet:

J _ J > 0, falls m und n néchste Nachbarn sind
nm 0, sonst

hn, = h

Wie bereits frither erwdhnt, sind néchste Nachbarn im kubischen Gitter sol-
che, die entlang einer Gitterlinie miteinander verbunden werden kénnen, ohne
dass dabei ein weiterer Gitterpunkt {iberquert wird. Oder anders ausgedriickt:
Niachste Nachbarn sind die Gitterpunkte, die zu dem jeweiligen Gitterpunkt
den geringsten Abstand haben. Da das Magnetfeld homogen ist, ist h,, fiir alle
Gitterplétze gleich und wird daher in Zukunft mit h bezeichnet. In diesem Fall
héngt nicht von n ab, und es folgt:

1

(Sy) = %tanh S0 S T {Sm) 41

m#n

Es gilt nun:

> T (Sm) = J(Sn)z

m#n
wobei z die Anzahl nichster Nachbarn ist. Der letzte Schritt bedarf einer Er-
klarung. Zunichst kann man in der Summe alle Elemente streichen, die nicht
direkte Nachbarn von n sind, denn dann ist .J,,, = 0. Wir summieren also
nur noch iiber nichste Nachbarn, und fiir diese gilt: J,,,, = J. Nun gilt aber
(Sm) = (Sy) fiir beliebige m,n. Dies kann man sich klar machen, wenn man
daran denkt, dass im Ising-Modell periodische Randbedingungen gelten. Dann
ist kein Gitterplatz in irgendeiner Weise gegeniiber einem anderen ausgezeich-
net, weil auf alle Plétze dieselben Krifte bzw. dasselbe Magnetfeld wirken. Der
Erwartungswert aller Spins muss folglich gleich sein. Damit ist die Summe {iber
alle Erwartungswerte einfach gleich z mal dem Erwartungswert fiir einen Spin.

In d Dimensionen gilt: z = 2d. Klar: In einer Dimension gibt es nur rechts und
links Nachbarn, in zwei Dimensionen auch oben und unten, in drei Dimensionen
zusitzlich vorne und hinten usw. Somit gilt:

(S,) = %tanh(%gpdﬂsnwh])
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Wir kénnen das auch noch etwas anders schreiben. Schlieflich wissen wir, dass
die Magnetisierung (pro Spin) m proportional zum Erwartungswert der Spins
ist, also m = ¢(S,,), wobei wir ¢ als guu g identifizieren kénnen. Wie im vorherigen
Kapitel geben wir die Magnetisierung in Einheiten von gup an, d.h. m = (S,).
Dann gilt:

m = %tanh<%5[(2dJ)m+h}>

Bemerkung: Unendlich-reichweitige Wechselwirkung In diesem Fall gilt

J — % (s. exaktes Isingmodell) und = — N, schlieRlich tragen alle Spins zur

Wechselwirkung bei. Man erhalt:

m = %tanh<%ﬁ[Jm+h])

Diese Gleichung stimmt mit dem in Kapitel gefundenen Ergebnis genau iiber-
ein (daher auch die damalige Namensgebung). Grund fiir die Gleichheit beider
Ergebnisse ist die Tatsache, dass die quadratischen Fluktuationen fiir N — oo
gegen Null streben.

Weil eine analytische Auflésung nicht moglich ist, diskutieren wir die Selbst-
konsistenzgleichung m = 3 tanh (33 [Jmz + h])graphisch fir h = 0. Lésun-
gen der Gleichung sind Schnittpunkte von m und 1 tanh (38Jmz), s. Abb.
18.1. Wir sehen zunichst, dass mgo (T, B =0) = 0 fiir alle Temperaturen T
eine Losung darstellt, wegen tanh (0) = 0. Da m die Steigung 1 hat, treten,
wenn 1 tanh (33Jmz) bei m = 0 eine Steigung grofer Eins hat, zwei weitere
Losungen my (T < T¢) auf. Te ist die Temperatur, bei der die Steigung von
1 tanh (38Jmz) bei m = 0 gerade gleich Eins wird:

d [1 1
1 = — |-tanh|( =
- [2 an <25sz)}m_0
BJz

4 cosh® (%ﬁsz) }mzo
B
4

Daraus folgt, dhnlich der unendlich-reichweitigen Wechselwirkung,

Jz
Te = —=
© ikp
bzw.
kpTlc = Jz

Die thermische Anregung geniigt dann also gerade zur Anregung der néchsten
Nachbarn.
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Abbildung 18.1: Graphische Losung der Selbskonsistenzgleichung

Wie man zeigen kann, sind my (T < T¢) stabil, wihrend mg (T, B = 0) instabil
wird, was aus einer Energiebetrachtung folgt. Es gibt also einen kritischen Punkt
(Tc, Be = 0), so dass:

0, T > T¢ paramagnetisches Verhalten

m(T,B=0) = { my # 0, ferromagnetisches Verhalten

Dabei beschreibt m = my = 0 die paramagnetische Magnetisierung, die ohne
Magnetfeld verschwindet, und my (T') # 0 die ferromagnetische Magnetisie-
rung, die auch ohne Magnetfeld von Null verschieden ist. (Das ist gerade die
Eigenschaft eines Ferromagneten!)

Wir wollen nun noch die T-Abhéngigkeit von m (T, B) betrachten. Mit Hilfe
der Losung der m-Molekularfeldgleichung kann so fiir jedes T', B das zugehorige
m (T, B) bestimmt werden. Das Ergebnis zeigt Abb. 18.2. Hier wurde auch der
Fall B # 0 betrachtet; da bei B # 0 eine Magnetisierung auftritt, ist m = 0 nun
keine Losung mehr. Es gibt also nur noch die beiden Lésungen my (T). Da das
Ising-Modell invariant unter der Transformation S,, — —S,, und h,, — —h,, ist,
gilt allgemein:

m_(T,—|B|) = —my(T,[B])
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m_(T < T¢, B =0)

Abbildung 18.2: Magnetisierung in Abhéngigkeit von 7" fiir B =0 und B > 0

bzw. fir B = 0:

m— (T) = —m4 (T)
Die Magnetisierungen m_ und m sind also betragsméifig gleich grofs. Die Lo-
sung wird klarer, wenn man sich iiberlegt, dass es fiir J > 0 die zwei Grundzu-

stdnde ... + + 4+ ... und ... — — — ... gibt. In welchen Grundzustand das System
fiir kleine Temperaturen iibergeht, ist nur dann determiniert, falls B # 0 ist.

Interessant ist noch, wie die T-Abhéangigkeit von m4 (T, B = 0) unterhalb, aber
nahe bei T aussieht. Fiir T — T¢ ist m sicherlich nahe bei Null (s. Abb. 18.2).

Fir0 < (1 — %) < 1 koénnen wir also unsere Molekularfeldgleichung fiir B = 0
entwickeln:

1 1
m = 5tanh<§ﬁjzm>
1ta h (z)
:= —tanh (x
2

Ist |m| < 1, so ist auch |z| < 1. Das heifét:

2m = x—%x3+(’)($5)
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Wir erhalten also:

Nun gilt aber:

Das heifdt:

Somit:

o Te 4 (To N
T 3\ T

Diese quadratische Gleichung (m # 0) ldsst sich 16sen:

Te 4 (Te\°
1 = £ (==
T 3<T>m
4 (Te\? Te
S - Y _1
j3<T)7” T
L = (TN Ty
T 4 \To 4\ To
_ (TN T
- 1 \1. Tc
Somit:
V3T T
T,B=0) = +~>_ /1-_—

Dieses Resultat zeigt, dass my (T, B = 0) bei T singuldr ist; insbesondere ist

d
—— M4 (T7 B =

a7 = T

0) ’T:Tc
wie man leicht nachrechnet. Dies ist auch im m (T)-Diagramm sichtbar. Solch
singuldres Verhalten findet man bei Phaseniibergéngen zweiter Ordnung auch
experimentell, jedoch mit einem universellen kritischen Exponenten # %
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18.2 Hochtemperatur-Entwicklung

Bei hohen Temperaturen T' — oo gilt g = — 0. In der Zustandssumme,

1
kT
und damit in allen relevanten Beziehungen kommt e ~## (kanonisches Ensemble)
vor. Es bietet sich also eine Taylor-Entwicklung von e## um 8 = 0 an; dies ist

die Hochtemperaturentwicklung. Es gibt nun mehrere Moglichkeiten.

18.2.1 Kumulanten-Entwicklung

Ausgehend vom kanonischen Ensemble gilt:

Zx(8) = Spur e_ﬁH)

(
_ sp(§ﬂ>
_ Z( B

— )V
V'
v=0

Spur (H")

Ooﬂ)

= Spur (H") +Z ~———~ Spur (H")

= Z +Z f') Spur (H")

Uns interessiert abermals die freie Energie:
1
Fk (ﬂ) = _B ank

F wird nun in eine Reihe um ( = 0 entwickelt.

Fk (ﬂ) = —%ank

1
= ——ln

Zy—p Z Spur (H”)]

Wir miissen diesen In gleich entwickeln, um auf die S-Entwicklung von Fy, (8) zu

kommen. Die Taylorentwicklung von In (1 — z) ist bekannt (In (1 — z) = — 377 ﬁ),

v=1l v
diese wollen wir nun ausnutzen. Dazu formen wir das vorliegende In-Argument

einfach um:

—1

Zo—ﬂz Spur (H") = (1—5 Z

v—1

~——~——Spur (H”))
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Ferner gilt natiirlich aus der iirspriinglichen Definition:

Spur (H") = Spur (e ")

Z

Spur (e‘ﬁH)
0T
= Zy <e_ﬁH>

0

Wir definieren allgemein:

Spur (A)

Z = <A>0

Wir setzen unser Ergebnis nun ein:

-1

F, = —Bl Zo—ﬂz Spur ( H”)]

oo

o 1 (_/6)1/71 v
= —Bano—Bln -1—62—01/21 ” Spur (H )]

1

1 1 1
= Gy~ gl (1= B )+ B (), — g () +

x
v

— 1 1~ 1 Lo ypro L o3y
_ _Blnzo+B;{; {5<H>0 — B () 518 (), .
Erst mal tief Luft holen... Nun gilt aber (nach Potenzen von 3 sortiert):
= [otmn - g ), 4 g ), -]
02 0 3! o

= wumar+ () umat (e ,)

= (B(H)y)" = 8" 5 (H)o)" ™ (H?),

542 [1 ({E1))" (1, + v (0= 1)
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Dies liefert:

1 11, y
F, = _BIHZO+B{1,Z_1;6 (<H>0)

v—1

- g (g ),

35 e [; (H)g)" ™ (H)y 4 3 (v = 2) (v =)

Bei den Termen hoherer Ordnung wurde eine Index-Verschiebung durchgefiihrt.
Im folgenden betrachten wir nur die niedrigsten Terme bis zur Ordnung /3°:

F, = —%hlzo + (H), —ﬂ% {<H2>0 _2!% (<H>0)2]
+ﬁ2% {<H3>0 _ 3!% (H), <H2>0 + 3!% (<H)0)3} +0 (8

1 S (_ﬂ)l/71 v
= —B1nzo+;T<H e

Wir fassen also zusammen:

00 v—1
B, = —%1nzo+z_‘;%<ﬂu>wm
<H>cum = <H>0
(H?) e = (H?)y = ((H)o)"
(H?) e = (H*)g=3(H?) (H)o+2(H),)’
Zy = Spur (H°)
)y = zSpur(4)

ZOO (*ﬁ)U71 <Hl/>

p—1 heiflt Kumulantenentwicklung.

cum

Wir wollen nun eine Anwendung fiir das d-dimensionale Ising-Modell bei B =0
und hoher Temperatur 7" diskutieren. Es war

J
H = -3 <§> S Sim

wobei (n,m) die Summe iber alle nichsten Nachbarn darstellt, S; die Werte
j:% annehmen kann und J # 0 ist. Fiir die Kumulantenentwicklung miissen nun
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die Kumulanten (H") und hierfiir (H"), berechnet werden. Zunéichst Z:

Zy = Spur(HO)

- Y.
=+ Sny=%1
2N

Nun folgt (H),. Das geilibte Auge sieht sofort, dass dies Null sein muss, weil
iiber alle Kombinationen je einmal mit positiven und einmal mit negativem
Vorzeichen summiert wird. Wir fithren die Rechnung trotzdem aus:

(1), = 5Spur (1)
J
SRR I EP It
=+ Sy==%3 (n,m)

= 2 DI I W Y S Sp... 1

(n,m) [S1=+L  Sp=+3 Sp=+1 Sn=+1

+
J o NoN—2
= —527"2 Z ngzsn
<n7m> Snl:i% Sn:i%
= 0
wegen Esn:i% S, = 0 fiir alle n.

Ahnlich verlduft die Rechnung fiir <H 2> ol

1
(H?), = -Spur (%)
2
SRR YDV IS
=43 Sn=%1i (n,m)

) (n/;m/) [ S1=+3% Sy==%1

NJ?
b Z > Spur (SnSim S Sm)

,m) (n’,m’)
Diese Spur miissen wir uns etwas genauer anschauen. Klar ist: Falls nicht n =
n’ und m = m’ bzw. n = m’ und m = n’ gilt, so haben wir einen ana-
logen Fall zur Berechnung von (H),, und die Spur ist Null. Ansonsten ist
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Spur (S, S S/ Smr) = Spur (5252,). Weil jeweils zwei Moglichkeiten beriick-
sichtigt werden miissen, die nicht Null werden (z.B. ist n = n’ oder n = m’
mdglich), wird dann 3, v > iy 70 232, - Alsor

J2
<H2>0 = 2_NI2 Z Spur (SZS%)
(n,m)
Wegen S2 = S2 = 1 folgt somit:
NnJ21
<H2>O = 2 Nzg Z Spurl
(n,m)
_ 9N N
=iy 22
(n,m)

2

= %Nz

denn alle N Teilchen haben z nichste Nachbarn (periodische Randbedingun-
gen!).

Je nachdem, wie genau man die Niherung machen will, muss man entsprechend
weit rechnen. Wir brechen dies an dieser Stelle ab und haben erhalten:

<H>cum =0
<H2>cum = <H2>0
J2

Damit lautet die freie Energie:

Fe (B) = —lanoJri% (H")
6 — V! cum
= —NkpThh2- 6—iJ2Nz +0 (8%
Also kurz:
2 3
z J J
F.(T,N) = —NkgT<{ln2+4+ —|-—— —
K (T, N) B {n +64<kBT> +O<<kBT)>}
Aus der freien Energie kann man nun die Entropie {iber S = —g—}T? ‘ v bestimmen:

S(T,N) = kBN{1n2_62_4<1@LT>2+0<<1@LT)3>}
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Im Limes groffer Temperaturen folgt also:
S(T'—o0,N) = kpNIn2

Dies entspricht der Entropie von N nicht miteinander wechselwirkenden Iso-
spins, da dies auch der Limes fiir die Kopplung J — 0 ist. Bei sehr hohen
Temperaturen wird die Kopplung aufgehoben und alle 2V Zustinde werden
gleichwahrscheinlich. Ganz allgemein gilt:

S(T — o00,N) = kpInSpur (H°)

Dabei liefert Spur (H°) = Spur (1) gerade die Anzahl aller Méglichkeiten. Und
dies muss auch so sein, denn im Limes unendlicher Temperaturen sind alle Zu-
stdnde gleichermafsen moglich, da jegliche Wechselwirkung von der unendlichen
thermischen Energie der Teilchen iiberschattet wird. Falls wir freie Teilchen wie
im Gas betrachten, ist die Zahl der méglichen Zustidnde unendlich - die Entropie
ist nach oben unbeschrankt!

Als nichstes bestimmen wir, um der Tradition gerecht zu werden, die spezifische
Wirme (fiir B = 0):

1_0S8
co=0(T) = FTo7ln

- ) -o(() )
- ol () o ()]

Es gilt also:

cpoo (T) = k3{§<@%)2+0<<@%>3>}

18.2.2 Graphentheorie

Die Berechnung von (H") ., fiir v > 2 ist sehr aufwendig. Will man héhere Ord-
nungen der S-Entwicklung betrachten, so tut man das mit Hilfe der Graphen-

Technik. Die Berechnung von (H")_, . erfordert stets die Berechnung von

A, = > > Spur((SmySn,) - (Sm, Sn,))

(n1,m1)  (nu,my)
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Zunichst ist klar, dass die Spur nur dann von Null verschieden ist, wenn alle
Indizes 2-,4-,6-,...-fach vorkommen, d.h. die Anzahl gleicher Indizes muss gerade
sein, weil fiir alle natiirlichen Zahlen £ gilt:

> sk t=o0

Sn=t1

Sobald nur ein einziger Index mit einer ungeraden Anzahl auftaucht, ist das
Produkt bereits Null, weil einer der Faktoren Null ist. Im folgenden bezeichnen
wir das néchste Nachbarpaar (n,,m,) mit:

o o 2er-Cluster
ny, my

Damit konnen wir die Beitrdge zu A, graphisch charakterisieren. Es tritt nur
dann ein Beitrag zur Summe auf, wenn alle Knoten 2-,4-,6-,...-fach belegt sind,
nur dann treten némlich Spins mit gerader Potenz in der Summe auf. Wir geben
Beispiele:

o 0
T ma
v =1: Jeder Punkt ist nur einfach belegt
logisch, es gibt ja auch nur zwei Punkte), folglich gibt es keinen Beitrag,.
L]
m !
mo
v=2: kein Beitrag
A s
m
my = No

kein Beitrag



18.2. HOCHTEMPERATUR-ENTWICKLUNG 329

2/‘\2
W

no und me = 14
| |
oder my = nqp und me = n9

| | Beitréige

e

T

Wir kénnen also die Spur ausrechnen. Da es zwei gleichwertige Fille gibt, die
einen Beitrag liefern, und es insgesamt Nz Nachste-Nachbar-Bindungen gibt,
gilt:

A

Z Z Spur ((Snl Sml) (Snz Sm2))

<n17m1> <n27m2>

2Nz |2N—2 Z S2 g2

niy =~ ma
—4 1
SpysSmy =11

Sl () 6]

1
2Ny =

Man kann die Graphentheorie also benutzen, um zu sehen, {iber welche Kon-
figurationen man summieren muss. Fiir A scheint dies noch ziemlich sinnlos
zu sein, weil sofort klar ist, welche Beitrdge iibrig bleiben. Dieses Resultat ist
im {ibrigen auch unabhingig vom Gittertyp und der Dimension d. Das wird bei
v = 3 schon anders sein, wie wir sehen werden. Dort wird auch der Sinn unserer
Uberlegungen deutlicher.

na

" mg

Tg ms3

v=23: kein Beitrag
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DN \V‘F

kein Beitrag

N
N
AN
N8

kein Beitrag

Es ist im quadratischen (kubischen...) Gitter nicht moglich, eine Konfiguration
anzugeben, deren Beitrag nicht verschwindet. Anders sieht dies im hexagonalen
Gitter aus:




18.2. HOCHTEMPERATUR-ENTWICKLUNG 331

Es ergibt sich fiir diese Konfiguration der Beitrag
Spur ((Sn, Sm,) (SnySma) (Sny Sma)) = 2¥7° Y7 83808,

niTn2Tns
41
Snl ;Sng ;Sng 7i§

I

(V)

=z

b

*

(V)

w

*
VR
/N
N | =
~——
[\v]
N——

" 64

Dies ist der Beitrag eines Dreiecks. Nun soll A3 =37/, v > 10, 1m0y 2 (ng,meg) SPUT (St S ) (SnaSma))
berechnet werden. Die Summation 1duft dabei nur iiber solche Dreiecke, weil der
Rest Null liefert. Wir schauen, wieviele Summanden auftreten. Zunichst gibt
es fiir ny natiirlich N Moglichkeiten, da es N Gitterplétze gibt. Fiir m; gibt es
dann noch 6 Mdglichkeiten, weil jeder Gitterpunkt 6 ndchste Nachbarn hat. Also
liefert die erste Summe einen Faktor 6.N. Mit der Vorgabe (n1,m1) hat man sich
also eine Gitterlinie bereits vorgegeben. Fiir no gibt es dann noch genau 4 Mog-
lichkeiten: no konnte mit nq bzw. m; identisch sein oder aber den letzten noch
“freien” Punkt des Dreiecks markieren; dazu bleiben zwei Punkte iibrig, einer
oberhalb und einer unterhalb der bereits vorgegebenen Linie. Fiir mo bleiben
dann die zwei Punkte iibrig, die an ny grenzen und durch die ein (gleichseitiges)
Dreieck gebildet werden kann. Also liefert die zweite Summe einen Faktor 4 « 2.
Die beiden Punkte n3 und mgs sind somit fest vorgegeben, nicht fest ist aber,
welcher Punkt durch welche Variable reprisentiert wird, d.h. es kommt noch
ein zusdtzlicher Faktor 2 hinzu. Man erhélt also insgesamt durch die Summen
einen Faktor 6NV x4 %2 x 2 = 6N * 16. Damit:

1
As = 6N x16%2N x —
3 k k *64

_ 3y
2
Wie gesehen, ermoglicht uns dieses Verfahren prinzipiell, die A, zu berechnen,
allerdings steigt der Aufwand enorm schnell an.

18.2.3 Clusterentwicklung (Virialentwicklung)

Die eben vorgestellt Kumulantenentwicklung ist besonders praktisch fiir Git-
tersysteme. Obwohl man sie auch fiir Teilchensysteme im Kontinuum benut-
zen kann, ist die folgende Methode der Clusterentwicklung besser hierfiir ge-
eignet. Wir betrachten hierzu die kanonische Zustandssumme eines klassischen
N-Teilchensystems mit Wechselwirkungspotential v (rq, ..., rn):

[=

+v(ry,...,TN)

3

N
H:X_}Q
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Wie immer gilt:
Zy = Spur (e_ﬁH)

Wir betrachten zunéchst den kinetischen Anteil
(kin) 1 N N P}
kin - = 3 Bl o
Z, (T,V,N) = 3N /R:w nlilld Pre =132

Weil die einzelnen Impulse voneinander unabhéngig sind, kénnen wir das Inte-
gral in die einzelnen Faktoren zerlegen, die alle identisch aussehen (der Name
der Integrationsvariable ist bekanntermafien unerheblich). Da es sich um 3N
Faktoren handelt, erhdlt man somit (¢ sei der Platzhalter fiir eine beliebige
Integrationsvariable):

1 T ByN, 2 1 PEAN
— Pppe P =1 7 —</dte m)
B3N /ng n v\ g

Das heifdt:

zFm (v, N) = AR

Fiir den potentiellen Anteil gilt zunéchst:

N
(pot) i 3 —Bv(ri,...,rN)
Z, = N /RSN H d’rpe Lo EN

n=1

Die gesamte Zustandssumme lautet:

Zu (T,V,N) =z % z(7)

Wir nehmen nun an, dass die Teilchen mit einem Paarpotential wechselwirken,
d.h.

v(ry,...,ry) = Zv (r; —rj)

i<j
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Wir kénnen nun wie zuvor eine Taylorentwicklung von e’V um 3 = 0 machen.
Stattdessen wollen wir aber die sogenannten Mayer-Funktionen einfiihren:

Sie streben fiir 5 — 0 gegen Null. Mit ihnen folgt nun:

67[3 Zi<j v(r;—rj)

H e~ Pv(ri—r;)

i<j
= ]+ £l
i<j
= 1+Zfij+zz,fijfkl+---
i<j i<j k<l

Also:

o 1 .
Z@n  — m/anli[ld?’rn 1+Zfij+22fijfkl+...

i<j i<j k<l

Dabei tauchen in den Summen keine Indexpaare mehrfach auf. Wie auch, schliefi-
lich steht in jedem Faktor [1 + f;;] ein anderes f;;, so dass bei der Berechnung
des Produkts nur unterschiedliche Terme auftreten. Das ist ein wesentlicher
Vorteil dieser Entwicklung gegeniiber der Kumulantenentwicklung. Ahnlich zur
letzteren konnen wir auch hier die Beitriige zu Z ,gp °) grafisch darstellen. Dazu
sind folgende Schritte durchzufiihren:

(i) Schritt: Bezeichne das Teilchen ¢ mit Ortsvektor r; durch einen Kreis und
fij durch die Verbindungslinie zweier Kreise.

® O—@

(ii) Schritt: Verbinde [ verschiedene Teilchenindizes zu irreduziblen {-Clustern.
Irreduzibel heifit, dass diese Cluster sich nicht in kleinere I’-Cluster (I < [)
zerlegen lassen. Beispiele:
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irreduzibel reduzibel
il=1 @ 1 _
o ® @
I =3

®

Das heifst also: Sind alle Teilchen irgendwie miteinander verbunden, so ist
der Cluster irreduzibel. Fiir jede Verbindung gibt es auch den zugehori-
gen Faktor f,,,, wobei m und n die beiden Teilchen sind, die verbunden
werden. Der Cluster m — n ist im iibrigen identisch mit n — m.

Die Summation iiber die Cluster ldsst sich wie folgt deuten: Im Integral
kommen Produkte der f;; vor, jedes einzelne wird als Wechselwirkung
zweier Teilchen interpretiert. Das bedeutet, dass fiir 1-0]- = 1 keine Wech-
selwirkung vorliegt und die teilchen nur einzeln (I = 1) betrachtet werden.
Der f;;-Term beriicksichtigt die Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen
(I = 2). Die reduziblen, d.h. 1-Cluster wurden schon bei f;; betrachtet und
miissen bei der Integralberechnung nicht weiter beriicksichtigt werden.
Als nachstes werden drei Teilchen betrachtet, man spricht also von 3-
Clustern und {iberlegt sich, wie diese miteinander wechselwirken kénnen.
Es gibt nun zwei Moglichkeiten (s. Beispiele). Entweder es wechselwirken
alle Teiclhen jeweils miteinander (f;; fir f;1) oder es gibt nur zwei verschie-
dene Wechselwirkungen (z.B. fi; fir). Wieder wurden alle reduziblen Kom-
binationen schon fiir [ < 3 durchlaufen. Allgemein sind fiir I-Cluster alle
reduziblen Cluster als irreduzible Cluster in den I’ = 1, ...,1 — 1-Clustern
enthalten.

Die Ordnung von f;; entspricht nicht dem [ der Clusterentwicklung (z.B.
1 =23).
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(iii) Schritt: Zerlege die Menge aller Teilchen {1, 2,...N} in irreduzible I-Cluster,
so dass jeweils m; irreduzible [-Cluster vorliegen. Die feste Teilchenzahl
impliziert die Nebenbedingung

N
Zmll =
=1

Wird das System in alle méglichen Konfigurationen {ml} zerlegt SO wer-
den automatisch alle f;;... durchlaufen. Beispiele fiir N

@@—@

@@—@

-

1. Beispiel: m; =1, my =2, m3g =1, m; =0fiir [ > 3
2. Beispiel: m; =1, mo =2, mg =1, m; =0fir [ > 3
3. Beispiel: m; =1, me =0, mg =1, my =1, m;y =0fiirl >4

(iv) Schritt: Berechne die dimensionslosen Cluster-Integrale (I fest):

1

b (T,V) := DAy Z / d*r;, / driy .. / dry, Jivia--Jini
AT irreduzible I-Cluster vom l—Clust'er abhiingig

Die Wahl der Faktoren vor der Summe in b; wird beim Einsetzen in die

Zustandssumme klar. Das Produkt f;;,...fi s, héngt von [ ab, kann al-

lerdings ebenfalls variieren, z.B. treten fiir | = 3 f;; fjx und fi; fir fjr auf.

Den Faktor % erhdlt man dadurch, dass eine beliebige Permutation der

Teilchen wieder denselben Cluster liefert. Wir berechnen am besten als

Beispiel b; fiir [ = 1,2, 3:

[ = 1: Es gibt nur ein einziges 1-Cluster. Damit folgt:

by (T,V) = %/d%
14
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| = 2: Es gibt bis auf Permutationen nur ein irreduzibles 2-Cluster.

1
b2 (T,V) = m/ d3’l“i/ dgijij
B 2A3v/d3“/d3 o 1}
- 2A3v/d37a’/d3rz e 1]

Bei der letzten Umformung wurde r;; := r; —r; eingefiihrt. Die Integration
iiber r; kann dann stattdessen auch iiber r;; ausgefiihrt werden, wenn
V — oo gilt. Dann wird der Integrand auch unabhingig von r; und man

erhlt:
bo (T,V) = LV/ d3r; {6*51’(1‘1‘]‘) _ 1}
’ 223V Jy, Y
1 —pPvu(rij
= ﬁ VdBTZJ |:6 B ( 1]) — 1:|

Dies ist natiirlich vom Potential v abhingig und daher nicht weiter zu
vereinfachen.
[ = 3: Es gibt bis auf Permutationen nun zwei irreduzible Cluster, f;; fjx

und fi; fir [k
1
b3 (T,V) = W/ dBTi/ d37‘j/ Pri{[fij fir + Fij Fiw + Finfin) + fij Finfin}
AV Jv v v
_ 1 3 3 | o= Bu(rij) —Bu(rik)
= 6)\6TV {3V/Vd r”/Vd Tik [e 1} [e 1}
—i—V/ d3mj/ rip e_ﬁ”(r”') - 1} [e‘ﬁ”(“’“) - 1} [e_ﬁv(‘”f‘_‘“k) — 1]}

= 2{b(T,V)}? +6)\6 d?’rlj/ d®ryp,

[e*ﬁv(rij) _ 1} [e*ﬁv(rm) _ 1} [efﬁv(rijfrm) _ 1}

Hier wurde wieder dieselbe Methode verwendet wie zuvor; r;; :=r; —r;
bzw. r;; := r; — rp. Man sieht, dass sich die b; hoherer Ordnung aus den
by (I' < 1) mit zusdtzlichen Korrekturen zusammensetzen. Es kann also
wieder nach Ordnungen von f;; sortiert werden (Beispiel: b3 = (9( -2-) +

o (). ’

(v) Schritt: Eine Cluster-Konfiguration ist durch {m;} definiert und liefert zu
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7" den Beitrag

lo} N! m
Z,(Cp 2 {mi}) = =——m H [{Beitrag aller irreduziblen Cluster mit festem [} /my!]
M. o

S\ L I1 _{l!)\:}(l_l)Vbl (T, V)}ml i&

[Ty (™ L my!
- my
N! / 1
= = d3’l”1' / dg’l”i / d3’l”1' i1do e Ji i —
HlZl (l') ¢ H Z 1% ! 1% 2 1% ! &,f_u’// ml!

>1 irreduzible [-Cluste
- frreduzl uster vom [-Cluster abhingig

Dieses Ergebnis miissen wir nun erkléren:

Wir berechnen hier erst einmal nur den Beitrag einer Cluster-Konfiguration
{m;}. Alle denkbaren Konfigurationen zusammen liefern spiter dann die
Zustandssumme. Da die Zustandssumme alle moglichen Cluster enthélt,
miissen wir lediglich sicherstellen, dass der Vorfaktor jeweils korrekt wie-
dergegeben wird.

#&l)ml : Dies gibt die Anzahl der Moglichkeiten wieder, {1,2,..., N} in
eine Cluster-Konfiguration zu zerlegen. Beispielsweise gibt es genau eine
Moglichkeit, dies in ein N-Cluster zu zerlegen: Man muss alle N Teilchen
verwenden. Dabei ist allerdings nicht beriicksichtigt, dass dieses N-Cluster
natiirlich verschiedenste Formen annehmen kann; ab NV = 3 sind ja schon
mehr als ein irreduzibles Cluster moglich. Dies wird in der Summe dann be-
riicksichtigt, der Vorfaktor gibt lediglich an, auf wieviele Weisen man eine
bestimmte Cluster-Konfiguration erreichen kann. Zerlegt man {1,2,..., N}
stattdessen in ein (N — 1)-Cluster und ein 1-Cluster, so gibt es dafiir (siehe
Formel) N Moglichkeiten, denn fiir das 1-Cluster hat man ja N Teilchen
zur Auswahl.

m%! : Enthalt die Konfiguration m; Cluster, so kann man diese vertauschen,
ohne dass sich etwas dndert. Dies wurde bisher nicht beriicksichtigt. Zum
Beispiel sind {fgg, f56} und {f567 f23} équivalent.

(vi) Schritt: Um Z" zu bestimmen, muss iiber alle méglichen Clusterkon-
figurationen summiert werden, wobei die Nebenbedingung ", im; = N
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erfiillt sein muss. Also:

Zk _ Zlgkzn) Z]ipot)

— Li/ ﬁ d3rne—ﬁv(r17~-~7r1v)
A%N N' VN ne1

1 1 N! 3(1—1) my 1
_ Z 7” I b (T —
AN NI I, ()™ [{ Ar Vb ’V)} my!

“{m} T, lmi=N >1

1 (I=1)myy,rm;m
= ¥ > H[ Vb (T, V) l']

T (m} 3, lm=N1>1

C T IR ()

{ml} Zl lml Nl>1

Bei der letzten Umformung wurde die Nebenbedingung >, lm; = N ver-
wendet. Wir haben nun folgendes Ergebnis:

SR

{ml} Zl lml Nl>l

Das konstante N stellt eine grofere Schwierigkeit dar. Dieses Problem
haben wir allerdings schon friiher durch Ubergang ins grokkanonische En-
semble gelost. Dies wollen wir hier nun auch tun. Wir miissen nun N
nicht mehr festhalten, so dass wir die Nebenbedingung umgehen kénnen.
Freilich wird unser Ergebnis nun nur noch im Limes N — oo korrekt sein.

ng (Tv‘/vlu) = Z Zk (Ta VaN)eﬁ‘uN
N=0

Mit eP# = z folgt:

PN = N
Zzllml

-

1>1
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Also:
N=0
\%4 m
— [i' (A3 b (T, V) zl> }
m1=0ma=0 [>1 v
1 m
= [_' <13bl (T, V) zl) }
I>1mi—o LT AT
B H(g(ébl(ﬂv)zl

Tatséchlich ein Ergebnis, was iiberschaubar aussieht. Hiermit kann Qg
bestimmt werden, woraus wir die thermodynamischen Gréfsen herleiten.

1

ng (T7 ‘/7 M) = ﬁ In ng
= —kpTY Lbl (T,V) 2
A2, ’
1>1
Also:
14 1
Qi (T,V,p) = —kpTyy > b(T,V)z
T 1>1
Uber die Euler-Relation erhilt man aus = —pV im thermodynamischen Li-
mes:
2= %3 S b (1)
B T 1>1

b, ist der thermodynamische Limes von b;. Nun wollen wir noch die Teilchen-
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dichte n im Limes bestimmen.

TV

Die Gleichungen fiir n und ,CBLT sind die impliziten Darstellungen der thermi-
schen Zustandsgleichung p (T, n).

Bemerkung: Die Potenzreihen )", b; bzw. Zl>1l_71 konvergieren nur fiir
die Gasphase und divergieren fiir die Fliissigkeit, was ein Zeichen fiir einen

Phaseniibergang ist.

Nun wollen wir aus den gewonnenen Zusammenhéngen p und n eine Virialent-
wicklung ableiten. Mit v = % folgt:

pv é 212151 (T) z
kBT %ZZZI lbl (T) 2t
212151 (1) 2
2121 by (T) 2

= > BU(T) (M)
=1

Durch Koeffizientenvergleich sollen nun die B; bestimmt werden. Dazu miissen
wir die Gleichung etwas umformen. Dazu:

o -1
() = (Zz% (T)J)
=1
Es gilt also:

oS 0o ) 0o -1
b = <Z 1o, (T) zl> > By (T) < > b (T) zl”>
=1 =1

'=1 =1
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Diese Gleichung wird nun explizit bis zur Ordnung 2> ausgeschrieben.

512+5222+5323+... = [512-1—2[_)2224—353234—...}
= Blglz + (23152 + ngi) z

+ (33153 + 4325152 + ngi) 23 + 0 (2’4)

Nun konnen die Virialkoeffizienten B (T') durch Koeffizientenvergleich berech-
net werden, wenn man beachtet, dass by (T') = 1 war. Man erhélt:

By (T) = by (T)
=1
By(T) = b (T)
By(T) = 4(5(T))" —205(T)

Wir haben also die thermische Zustandsgleichung durch die Virialentwicklung
vereinfacht.

Konkretes Beispiel: Wir betrachten ein konkretes Potential. Fiir ein Gas
aus neutralen Atomen wird eine Wechselwirkung durch fluktuierende Dipole
angenommen. Das Potential sieht dann wie folgt aus (Abb. 18.3):

) 00, = |r| <rg
v(r) =
—uo (T—O)ﬁﬂ"ZT’o

Weil wir eine anziehende Wechselwirkung voraussetzen, soll ug > 0 gelten. Ein
Abstand von weniger als ro ist nicht moglich (harte Kugeln). Wir berechnen
nun die Virialkoeffizienten.

B (T) = 1

Dies ist universell giiltig. Denn in “nullter” Naherung gilt immer die Annahme
des idealen Gases, d.h. keine Wechselwirkung, und B; = 1 fiihrt in nullter

Néaherung auf 27 = 1.

By (T) = —ba(T)
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v(r)

o

—Upr -~ -~

Abbildung 18.3: Wechselwirkungspotential fiir fluktuierende Dipole

Wir gehen zu Kugelkoordinaten {iber:

By (T) =

_Ar / dr 2 [efﬁv(r)_l]
227 Jo

—i—g {/O drr? [e=P> — 1] +/TOO dr 2 [e‘ﬁ(‘“‘)(%o)ﬁ) - 1]}
{

0

o + /00 drr? {eﬁ“‘)(%o)ﬁ — 1}}

To

1
3
2 1 00 _
é {—§r3+/1 d:cTSI2 {eﬁ"“m ‘L 1]}

T

Die Substitution = - wurde durchgefiihrt; nun lassen wir Suo gegen Null
gehen (Hochtemperaturentwicklung!):

By (T')

2 1 e
= ——;T{——’I”S—F/ dmrng [l—l—ﬂuoxG—l]}
2 1 * _
= —E{—grg’—i—rg/l dz Bugx 4}
2mrd I B
5 e
2mry
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Damit kann nun p (T') bestimmt werden.

_ 27TT8 Up 3 3 2
p = kgTn [1—!— 32 {l—kB—T})\Tn—I—O(()\Tn))

Wir wir schon sahen, entspricht die nullte Ordnung dem idealen Gas. Die erste
Ordnung kann so umgeformt werden, dass die Zustandsgleichung die Form des
van-der-Waals-Gases hat:

(p+5) =0 = ksT

wobei wir a = ZFr3ug als Binnendruck und b = Zr§ =: 4y als Eigenvolumen
interpretieren, wobei anschaulich vy = 4 ( %0)3 das “Volumen” eines Teilchens
ist. Da wir die Zustandsgleichung auf die Form des van-der-Waals-Gases brin-
gen konnten, muss es zwangslaufig auch einen Phaseniibergang erster Ordnung
geben, was wir bereits fiir das van-der-Waals-Gas diskutiert haben. Mit der
Virialentwicklung haben wir nun eine Methode gefunden, mit der die Zustands-

gleichung fiir beliebige Potentiale moglich ist.

18.3 Tieftemperatur-Entwicklung

Im Gegensatz zur Hochtemperatur-Entwicklung sind Entwicklungen der thermo-
dynamischen Grofien bei tiefen Temperaturen schwieriger. Hier muss wegen der
geringen Temperatur tiber die energetisch tiefliegenstenden Zustande (Anregun-
gen) summiert werden. Dies ist bei der Hochtemperaturentwicklung irrelevant,
weil bei hoher Temperatur energetisch tiefliegende Zusténde kaum besetzt sind.
Es ist nun also notwendig, sich ein Bild von den ersten Anregungen zu machen.
Dies muss je nach physikalischem System neu betrachtet werden. Es sollen nun
einige Beispiele hierfiir gegeben werden.

18.3.1 d-dimensionales Isingmodell (J > 0)

Wir betrachten zunéchst das d-dimensionale Ising-Modell mit ferromagnetischer
Kopplung und Nichste-Nachbar-Wechselwirkung ohne dufieres Feld (B = 0).
Die Hamilton-Funktion lautet also:

J
H = —§<Z SnSm

n,m)

1
S; = 4=
2
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(n,m) bedeutet wie schon zuvor, dass nur iiber nichste Nachbarn summiert
wird. Wir wollen nun die fiir die Tieftemperaturentwicklung notwendigen ersten
Anregungen betrachten (v: Ordnung der Anregung).

v = 0 (Grundzustand): Es gibt folgende ferromagnetische Grundzustandskonfi-
gurationen:

+ + 4+ +
+ + 4+ +

oder
+ + + +
+ + + +
mit der Grundzustandsenergie
Ey = —%Nz(:l:%>2
= —ZNZ
8

Das System “entscheidet” sich fiir einen Grundzustand. Fiir die Anregungen
gehen wir nun vom ‘“4’-Grundzustand aus. Die v-te Anregung ist dann das
“+7-Gitter mit v “-’-Spins, die aber verschieden verteilt werden konnen. Diese
Verteilungen miissen nun genauer betrachtet werden, um den jeweiligen Energie-
Beitrag der v-ten Anregung zu bestimmen.

v = 1 (1. Anregung): Es gibt N solcher Anregungen, da das “” auf N ver-
schiedene Gitterplitze verteilt werden kann. Alle diese Anregungen sind aber
wegen der periodischen Randbedingungen (bzw. im thermodynamischen Limes)
energetisch identisch.

+ + +
+ + -
+ + +
+ + +

+ + 4+ +
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Jede der N Konfigurationen liefert den Energiebeitrag F; = % * z (Grund-
zustandsenergie auf Null gesetzt). Denn wenn man einen Spin umklappt, so
wechselwirkt dieser mit z anderen Spins. Da wir vom Grundzustand ausgehen,
miissen wir schauen, was sich &ndert. Weil man von +% zZu —% iibergeht, be-
trigt die Differenz 2 x £ = 4. Da dies fiir ~ Spins gilt, und die Wechselwirkung
beidseitig ist, miissen wir noch einen Faktor 2z dazu multiplizieren und erhalten

J
52

v = 2 (2.Anregung): Hier gibt es zwei Moglichkeiten. Entweder die beiden Spins
sind benachbart oder nicht. Sind sie nicht benachbart, haben wir einfach zwei
Anregungen der Sorte v = 1, d.h. die Anregungsenergie ist F;; = Jz. Sind
die Spins jedoch benachbart, so miissen wir die Wechselwirkung zwischen den
gleichen Spins ebenfalls beriicksichtigen.

+ + 4+ +
+ — — +
+ + 4+ +
+ + 4+ +

Am einfachsten sieht man das, wenn man simultan beide Spins umklappt. Dann
liefert die Wechselwirkung zwischen den beiden ‘“”-Spins und den “+”-Spins
pro Spin eine Energie von Z « (z — 1) (analoge Argumentation wie bei v = 1,
allerdings sind nun nur noch (z — 1) Spins positiv). Da dies zwei Spins betrifft,
erhilt man Es 2 = J (z — 1). Weil sich zwischen den beiden umgeklappten Spins
an der Wechselwirkung nichts &ndert (4++ entspricht —), ist dies auch schon das

Endergebnis.
v = 3 (3. und hohere Anregungen):

Wenn N > v gilt (was bei der Tieftemperaturndherung sicher der Fall ist), so
ist es sehr unwahrscheinlich, dass zwei Spins nebeneinander umgeklappt wer-
den. Anschaulich klar: Verteilt man wenige Teilchen rein zufallig auf eine riesige
Fléche, so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zwei Teilchen nebeneinander
liegen, sehr gering. Deswegen miissen wir bei der Betrachtung der Energie keine

Unterscheidung mehr vornehmen und kdnnen einfach von ( ];] ) Konfiguratio-

nen (Anzahl der Moglichkeiten, aus N Plitzen v auszuwihlen) ohne Nichste-
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Nachbar-Wechselwirkung ausgehen. Mit der Stirling-Formel gilt:

(V) = o

NN
o (N = )N
T

Es gibt also ungefidhr J\lf—,y Moglichkeiten. Jede dieser Kombinationen hat die

Anregungsenergie v x (£z).

Kanonische Zustandssumme:

Diese Zustandssumme lauft {iber alle méglichen Konfigurationen des Systems.
Da wir uns fiir tiefe Temperaturen interessieren, sortieren wir sie nach den An-
regungsstufen v. Dabei muss beachtet werden, dass fiir alle v > 1 ¢g# die Zahl
der Kombinationen bei v-ter Anregung und p-ter Energiekonfiguration ist. D.h.:

E) =Ey, g0 =1

J
E)=Fy+ 5z 0 =N =0(N)

N N2
ES_E0+JZ,93_<N>——Z~—_

2 2 2

E;=E0+J(z—1)<Eg,g;=§N=0(N)

kJ N* X
E,ngo—i-?z,gg:ﬂ:O(N)
E} :Eo—i—(k—Q)Zz—i-J(z—l) agr ~L3N’€—1:0(N’€—1)
k 2 PR T (R —2)! 2!

Damit gilt also:

oo o0
Z= ES e

v=0 pu=0
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Man summiert {iber alle Anregungen und iiber alle Entartungen. Somit ist eine
Entwicklung fiir tiefe Temperaturen, d.h. geringe Anregung mdoglich.

00 oo
7, = e BEo Z Z glljte*ﬁ(Eff*Eo)
v=0 pu=0

e B0 {14+ gle 0L o) 4 g 0(F-Eo) 1}

1 2
= ¢ PEo {1 + ]\1]—'87[}%2 + ];]—'efﬁQ%Z + }

R

Nun kann die freie Energie bestimmt werden:

Fk = —%ln(Zk)

= _% In (eﬁEoeNeBgz>

— Ey— NkpTe 75T

Kurz:

J e
F(I,N) = —ZNz—NkpTe BT

Daraus kann die spezifische Warmekapazitét im thermodynamischen Limes be-
stimmt werden.

. T 9*F(T,N)
cp=o (T) = —thT‘N
T 02 g
_ hrnNaT2 (EO — NkgTe 2kBT)N
= —lim—i Nkpge 2’CJBZT__Z_6 2kBZT
N OoT T N
— : T J 72szT 2sz JQZQ N 72kJZT
= iy e Ty T e
J?2? Iz
= hm4k3 e 2kpT
Wir erhalten also:
1
CB:O(T) X —e 2kBT




348 KAPITEL 18. NAHERUNGSMETHODEN UND ANWENDUNGEN

Bemerkung:

e Die Energie éz im Zahler des Exponenten ist genau die Energie einer

elementaren Anregung (v = 1).

e Fiir das eindimensionale Ising-Modell, fiir das z = 2 ist, erhalten wir den

Exponentialfaktor ¢ FBT im Gegensatz zum exakten Resultat. Der Grund
hierfiir ist, dass im eindimensionalen Ising-Modell die Anregungen nicht
durch Spinflips gegeben sind. Dies zeigen wir so:

Wir gehen von der Konfiguration +++++++ aus. Ein Spinflip séhe so
aus: ++++-++. Die Anregungsenergie ist AE = J. Nun betrachten wir
einen weiteren Spinflip. Es gibt prinzipiell zwei Moglichkeiten: +++—+
und ++-+-++. Im zweiten Fall betragt die Anregungsenergie 2.J. Im ers-
ten Fall allerdings betrigt die Anregungsenergie nur J, wie man leicht
sieht. Noch besser, auch fiir ++—++, +—-++, +——+ usw. betrigt die
Anregungsenergie stets J. All diese Konfigurationen sind energetisch dqui-
valent! Die Anregungen sind also nicht von den Spinflips abhingig, sondern
nur von den Wanden: ++I—I++ fiihrt auf AE = J, ++I— fihrt auf
AE = 2 fiir ++I-I++I— erhdlt man AE = 2.J usw. Die Anregungsener-
gie pro Wand ist also 2 = ZZ und nicht (wie bei z > 2) Z£2. Die Anzahl der
Konfigurationen der v-ten Anregung bestimmen wir so: Es gibt N Teil-
chen und v Winde, d.h. insgesamt N + v Teilchen und Winde. Es gibt

() ()

NI/
Moglichkeiten, die Wande zu verteilen. Somit gilt fiir jede Anregung:

Q

%

V!

0 N

9 = 7

Da die Anregungsenergie bei JTZ liegt, iibertrgt sich die durchgefiihrte

Rechnung mit der Ersetzung Z2 — £

18.3.2 Quanten-Heisenbergmodell

Wir betrachten nun das Quanten-Heisenbergmodell mit ferromagnetischer (J >
0) Nachste-Nachbar-Wechselwirkung. Der Hamiltonian lautet:

~ J N
H = _5<,§>Snsm

S2 = S(S+11
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Wir wollen nun zeigen, dass die elementaren Anregungen durch Spinwellen (Bo-
sonen) beschrieben werden koénnen. Dazu benutzen wir die exakte Holstein-
Primakoff-Transformation:

-
N ana
S- = V2Salyj1 - =2
n n 25
= 5% 4iSY
G = Vag |1 o
= ——an
n 25
= 5% —isY
S2 = S—alay,

wobei a,,,al die Bose-Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren sind, die die
Kommutatorrelationen

[an,am] = 0,n#m
[a;fl, a;fn} = 0,n#m
[ana aer = Onm

erfiillen. Dabei beschreibt n,, = a! a,, die Besetzungszahl der Spinwelle am Git-
terplatz n, d.h. n,, ist ein Maf dafiir, wie der Spins am Gitterplatz n von seinem
Maximalwert abweicht. Fiir tiefe Temperaturen ist der Anteil der Spinwellen
sehr klein, also ist n,, < 25. Damit wird die Transformation zu:

S’; = \/2Sal
St = V2Sa,

52 = S—alay

Dies wird nun in die Hamiltonfunktion eingesetzt. Dazu:

— G224z Lla—or  g-a+
SuSn = iS4+ (SaSh+505%)
= (S — alan) (S — a;fnam) + % * 28 (anain + a;flam)

S2 -8 (aLan + ainam) +alanal an, + S (ainan + aLam)

Spinwellen vertauschen fiir verschiedene Teilchen, daher gilt: al a, = anal,. Da
in der Summe in der Hamiltonfunktion nur {iber benachbarte, d.h. verschiedene
Teilchen summiert wird, ist m # n auf jeden Fall erfiillt. In der Niherung
NNy < 1 gilt:

S,.S,, = S [S —ala, + a;fnam + ainan + alam}

n
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Damit:

mit E()
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=32
nalisiert werden:

ﬁSW
_% Z S [S - a;flan + a;fnam + ainan + alam}
(n,m)

JS

Ey — - (Z) (—2alan + 2ailam)
Ey+JS Z (a;‘lan - a;flam)
(n,m)

Nun soll Hgy mit Hilfe der Fourier-Transformation diago-
1 _ian
(07 = \/—N Z aqe

1 .
al, = —\/NZa];e’qR"

N

+i(q—q')Rn  __
S eHlaaR — g
n=1

Nun wenden wir dies auf Hgy an:

Hgw

Ey+JS Z (alan - a;flam)

(n,m)

1 . ’ 1 . .
Ey+JS Z N Z a:gaq/eJrl(Cl*q )R, _ ¥ Z a;ezanaq,e*zq R,
( a9

n,m) q,q’

tag < L , Tag . ,
Eo+JSZ g% zze“(q*q)m _ %% Z ci(aRn—a'Ro)

N N
Q.9 | n=1 (n,m)

T T
a,Qq a; Qq . ’
Ey+JS E a4 ZN(quq/ S E ez(aniq Rm)

N N

a.q’ | (n,m)

Fall1: R,—R,, = d; Fall 2: R,,, — R, = §. Im d-dimensionalen einfach kubischen
Gitter ist § der Abstand eines Gitterplatzes zu allen z nichsten Nachbarn. Also:

DS

(n,m) n=1 4§
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Damit:

N
Z ci(aRn—a'Ry) Zze q')Rn+q'd)
5

(n,m) n=1

N
.
_ E E elq&

5
= N‘Sq,q’ Z e
s
— vy
s
Dies wire eigentlich das Ergebnis. Betrachtet man nun den Fall 2, so ergibt sich:

Z ci(aRa—a'Rin) NZe_iq‘s
5

(n,m)

was einen Widerspruch darstellt. Das Ergebnis muss also symmetrisiert werden:

Z ci(aRn—a'Ry) g Z (e*iq‘; + e*iq5)
)

(n,m)
N Z cos (qd)
5

Dann erhalten wir:

Hsw = Eo-l-JSZ[Z—ZCOb qélaaq
= Eo—i-JSZZ [1—cos(qd)]a aq
= Eo-i-ZE

a

mit
e(a) =JSY [l —cos(qd)]
s
Man kann ¢(q) als die Anregungsenergie und fiq als Impuls der Spinwellen
interpretieren.

Zur Bestimmung der Magnetisierung benutzen wir wieder das Grofikanonische
Ensemble, da die Zahl N der Spinwellen nicht bekannt und auch wie bei Pho-
nonen nicht erhalten ist, woraus p = 0 folgt. Die Magnetisierung wird als

(g
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bestimmt, was mit der anfangs eingefiihrten Transformation iibergeht in
R
m = S— N;<alan>

Es war agaq der Besetzungszahloperator im q-Raum. Die Spinwellen werden als
bosonisch angenommen:

(afan) = n_(c(q))
1
T efe(@ — 1

Daraus folgt:

durchfiithren:

a ist der Abstand benachbarter Gitterplatze (Gitterkonstante); es gilt a = |d].

Also: J )
a
m(T) — § — (%) /dqfs(q) —

Fiir T — 0 sind die Impulse sehr klein; damit geht auch ¢ (q) gegen Null, wenn
|a| gegen Null geht. Wir konnen folglich eine Entwicklung von ¢ (q) um ¢ = 0
durchfiihren.

e(a) =~ JS(aq)®

Das Integral kann man mit der Oberflache der d-dimensionalen Einheitskugel

Q4 und
/ddqf(Q) = Qd/ dgq*!
R4 0
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umschreiben:

a\d 00 d—1
m(T) — S—(5=) Q qusqa#
27 0 eﬁ q —1

Um das Integral integrieren zu kénnen, machen wir die Substitution x = v/3JSaq:
d 1 [ee} d—1
) — 5 (2) ot [TasZ
2T (3JS)2 ad Jo e*” —1

d [eS) d—1
27 (8JS)2 Jo e*” —1

Fir T'— 0 geht auch x gegen Null. Wir entwickeln den Integranden:

g1 -1
e =1 2240 (2b)
_ (Ed_3 L0 (xd—l)

Das Integral ist offensichtlich fiir d = 1,2 divergent, die Magnetisierung in ein-
und zweidimensionalen Ferromagneten bei T > 0 verschwindet! Erst fiir d = 3
existiert bei tiefen Temperaturen eine magnetische Ordnung mit m (T') # 0. Fiir
d = 3 folgt mit Q3 = 47 und

e x? T (3
/0 L T":<§)

fiir die Magnetisierung:

3 3
m(T) =~ 5—85(3‘;?3 (E) kpT < J
m252

Bzw. lautet die relative Abweichung:

S —m(T) ( (kBT)g

Dies ist das berithmte Blochsche T'2-Gesetz (Abb. 18.4).
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m(T)

Te T

Abbildung 18.4: Verlauf der Magnetisierung fiir kleine Temperaturen
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Anhang A

Legendre-Transformation

Hier soll nun noch Platz sein fiir einige Anmerkungen zur Legendre-Transformation

A.1 Informationsverlust

Sei f eine reelwertige Funktion einer Variablen.
D der Definitionsbereich von f mit Elementen x € D.
W der Wertebereich von f mit Elementen y € W.
G ={(z,y) € Dx W|y= f(x)} der Graph von f.

uw=YL =y die Ableitung von f.

L=
Man kann also schreiben:
fiDoxr—yeW.

Gesucht ist nun eine Transformation, die f ohne Informationsverlust in Ab-
héngigkeit von u darstellt. Ohne Informationsverlust heifst hierbei, dass aus der
transformierten Funktion f der Graph G eindeutig rekonstruiert werden kann.

Sei nun vorausgesetzt, dass u = f'(z) nach z = g(u) auflésbar ist.

Dass einfaches Einsetzen in f, das bedeutet

f(@) = f(g(u))

als Transformation nicht ausreicht, haben wir bereits in Kapitel 6 gesehen. Aus
y = f(g9(u)) kann der Graph G nicht in eindeutiger Weise zuriickgewonnen
werden, da die Integration der Differentialgleichung:

y=flg(y))

eine Freiheit (Integrationskonstante) zuriicklasst.

357
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Abbildung A.1: Darstellung eines Graphen durch Tangentenschar

A.2 Die Idee mit der Tangente

Man will also den Graphen G aus x und u = 3’ konstruieren, dazu scheint es
sinnvoll sich zunéchst die Tangenten an G zu betrachten. Man Konstruiert also
G aus einer Tangentenschar (siehe Abbildung A.1). Dass dies bei Kenntnis aller
Tangentengleichungen ohne Informationsverlust moglich ist leuchtet ein.

Der Graph kann also auf mindestens zwei Arten dargestellt werden, durch Vor-
gabe der Koordinaten jedes Punktes auf den Koordinatenachsen, oder durch
Vorgabe einer Tangentenschar.

G:{(z,y) e DxW} e G:{(2,ts(x)) |z € D} .

Ziel wird es nun also sein, diejenige Tangentenschar zu bestimmen, die gerade
den Graphen G der Funktion f zuriickliefert.

Yo

Abbildung A.2: Gewinnung der Tangentengleichung

Nach Abbildung A.2 ist evident, dass die Gleichung der Tangente t,, an der
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Stelle xg des Graphen, wie folgt lauten muss:

d
SRR

tuole) =

- Xo .
dx

o xo

b

Setzen wir nun einen eindeutigen Zusammenhang zwischen zy und dem Schnitt-
punkt b von t,, mit der y-Achse voraus

b= b(l‘o) N

das ist fiir konkav monotone bzw. konvex monotone Funktionen in jedem Fall
gegeben, so kénnen wir jede Tangente durch Angabe ihres Durchstofipunktes an
der y-Achse charakterisieren. Es reicht also anstatt ¢,, nur b(z() anzugeben, um
den Graphen G der Funktion f an der Stelle xg zu erhalten. Um f nun auf den
gesamten Definitionsbereich zu charakterisieren muss man b(z) an jeder Stelle
x des Definitionsbereiches kennen, nach obiger Formel ist dann:

ba) = (@)~ L

Die Tangentenschar, und damit der Graph ist nun durch diese Funktion eindeu-
tig festgelegt, und man kann ohne Informationsverlust x mit Hilfe von z = g(u)
ersetzen. Desweiteren kann % direkt durch v ersetzt werden. b(g(u)) ist dann
die gesuchte Funktion von v = %, die den Graphen G von f in eindeutiger
Weise charakterisiert. Man nennt

die Legendretransformierte von f.
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Anhang B

Der Virialsatz

Der Virialsatz macht eine Aussage tiber die Verteilung der kinetischen Energie
in einem N-Teilchen-System, was ihn dem statistischen Gleichverteilungssatz
sehr #hnlich macht!. Den klassischen Virialsatz erhilt man aus einer Identitét
fiir die kinetische Energie:

N

1 2
Egn = %Z(Pz)

i=1

1 N dI‘i
- §Zpi' dt

1 | ad (& 1 dp;
n = 3 _ - ior | — = N 1
Ey Thm 27_/0 o (E p r) > E T

j=1

_dp;
dt ’

I
5
=l
—~
=
=
5
S~—
|
i
—~
(en)
S~—
=
=
|

<

wobei der erste Term nur verschwindet, falls

o die Bahnen r;(¢) fiir alle Zeiten im Endlichen verlaufen (d.h. beispielsweise
nicht fiir Hyperbelbahnen bei Planetenbewegung), und

'Tn der Statistischen Mechanik fallen beide sogar zusammen.
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e die Impulse p; nicht unendlich werden.

Fiir rdumlich begrenzte Systeme, in denen sich die Teilchen mit endlicher Ge-
schwindigkeit bewegen (andere Systeme werden in der Statistischen Mechanik
wohl kaum auftreten) sind diese Bedingungen natiirlich erfiillt.

Es gilt also der

Virialsatz in der Zeitmittelversion

N .
Exin=—5) 1j-—= (B.1)

Fiir verschiedene Spezialfille, die aber in der Natur durchaus haufig vorkommen
kann diese einfache Form des Virialsatzes noch modifiziert werden, die wichtigs-
ten Modifikationen sollen im folgenden Abschnitt n&her erldutert werden.

B.1 Modifikationen des Virialsatzes

B.1.1 Homogenes Wechselwirkungspotential

Legt man nun ein homogenes Wechselwirkungspotential V' zwischen den Teil-
chen zu Grunde, so gilt?
V(Ar) =XV (r)

mit a, dem Grad der Homogenitét,

fiir beliebige A € R. Und der Virialsatz in der Form (B.1) lasst sich mit Hilfe
der Bewegungsgleichung umschreiben, denn

dp;
Fi=-V,V
dt v
1
= _Vi§ZV(T4jk)
J7#k
1 ’ r, —ry
= —5;‘/(%) v
7]

2Dies ist fiir die bekannten Potentiale
e harmonischer Oszillator: V ~ r2 mit a = 2 und
e Gravitation, Coulomb-WW: V ~ % mit « = —1

erfiillt.
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legt man den Koordinatenursprung an den Ort des j-ten Teilchens (r; = 0),
und benutzt die Euler-Relation (2.11), so folgt

N
dpi 1 ’ r; (I‘i — I‘j)
;”' dt —3 2 V)= —*

— T
i#£] J

_ 1 s Ti(ri —15)
- Iy vy

,
i#j *

1
= —5 ZTZ-J' V/(Tij)
i#]
1
—5 Z aV(rij)
i#]
= —Q- Epot

Es folgt also insgesamt:

_ N
Ekin = §Epot (B2)

mit a, dem Grad der Homogenitét.

o o = —1 fiir Coulomb- bzw. Gravitations-Potential.
o o = 2 fiir harmonischen Oszillator.

B.1.2 Kanonisches System

Liegt nun ein kanonisches IN-Teilchen-System mit einer Hamiltonfunktion der
Form

N , 1
H:Z—(Pi) +§ZV(W€)

i=1 j#k

mit rjr = |r; — rg|, dem Abstand zwischen Teilchen j und k.

V', dem Wechselwirkungspotential zwischen den Teilchen.

vor, so kann man (B.1) mit Hilfe der kanonischen Gleichungen umschreiben,
und erhélt:

f ———a7
— 1 oOH
Eyin = = m B.3
kin = 5 m§:1 @ B (B.3)
mit f, der Zahl der Freiheitsgrade (fiir punktformige Teilchen: f = 3N),

wobei hier eine Umnummerierung der Koordinaten vorgenommen wurde: {g,, } :=

{0, 000), (1) (2, (o).
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B.1.3 Ergodisches System

Geht man weiter von der Ergodenhypothese aus, so kann man in allen bisher
betrachteten Formen des Virialsatzes das Zeitmittel durch das Scharmittel er-

setzen, und erhilt:

Virialsatz fiir ergodische Systeme

B = 43 (x222)

j=1
<Ekin> = %<Epot>
1< oH
(Bxin) = B Z <Qm : aqm>

(B.4)

(B.5)




Anhang C

Funktionale und
Funktionalableitung

Definition: Funktional

Sei V ein Funktionenraum (z.B. Hilbertraum)
Dann heifit eine Abbildung aus V' auf die reelen Zahlen

F:Vo¢— Flp€R

ein Funktional.

C.1 Lineare Funktionale

C.1.1 Distributionen

Sei V = O®(R?) der Raum der glatten Funktionen mit kompaktem
Triger auf R?, das heifit fiir g € V gilt insbesondere

g9(z)

|z|—o00
—

0.
Dann kann man jeder Funktion g € V' durch die Beziehung

T, fr— Ty [f] = / f(@)g() da (1)

ein lineares, stetiges Funktional T zuordnen. Solche stetigen, linearen Funktio-
nale nennt man auch Distributionen.

365
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BEISPIEL: Unter den oben gemachten Voraussetzungen ist die Abbildung

510 [f] = f(xo)v

die Auswertung von f an der Stelle xy, linear und stetig. In Analogie
zu (C.1) schreibt man

2o 1] = / b (@) f () di = / 5a — 20)f(x) da

BEMERKUNG: Nach (C.1) kann man zwar jeder Funktion g € V eine Distributi-
on in obigem Sinne zuweisen, der Umkehrschluss gilt aber nicht, so
kann man beispielsweise der Dirac-Distribution d, [f] keine Funkti-
on zuordnen, da d(z —xo) fiir z = 2o den Wert co annehmen miisste,
dieser ist aber als Funktionswert nicht erlaubt, und somit ist § keine
Funktion.

C.1.2 Distributive Ableitung

Sei V = C! ein Raum differenzierbarer Funktionen mit kompaktem Tré-
ger.

Dann gilt noch Partieller Integration:
1y (1= [ @) f@)de =~ [ o) @)de =1, (£
Man definiert deshalb fiir jede Distribution 7" die distributive Ableitung durch:

7' 1f1:= —T[f

. (C.2)

BEISPIELE:
Sei 6(z) die Heaviside-Funktion, und

0lf] = / 6(x)f(x) da

die zugehorige Distribution.

f € V eine differenzierbare Funktion mit kompaktem Tréger.
Dann gilt:
0151 = =011 =~ [o@)f @ dz =~ [ f@)de=F0)=5011]
0

Die Ableitung der Heaviside-Funktion ist also die Dirac-Distribution.

Die Ableitung der Dirac-Distribution erhilt man aus der Defition durch:

0o [f1= =02y [f'] = = f'(20) -
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C.2 Funktionalableitung
Sei F ein (nichtlineares) Funktional.
f,g € V = C! zwei differenzierbare Funktionen mit kompakten

Tragern.

Dann ist die Funktionalableitung von F in f in Richtung von h definiert als:

SF[f]

1
7 [h] == glg%g {F[f+¢eh] = F[f]}| (C.3)

Ganz analog zum Gradienten, ist die Funktionalableitung Mg—}f] eine Linearisie-

rung des Funktionals F' in f. In der Funktionalanalysis nennt man (C.3) auch
Fréchetableitung. Die in der Physik immmer wieder vorkommende Schreibweise

OF[f] ., d
7 [h] = —F[f +eh]|
SF[f]

de
ist zu der Definition (C.3) &quivalent, man bezeichnet =5~ hier auch oft als
Variationsableitung. '

e=0

C.3 Eigenschaften und Rechenregeln

C.3.1 Lineares Funktional

Fiir lineare Funktionale L gilt:
L[f +eh] = L[f] =eL[h],
und damit ist die Variationsableitung
SL(f] 5L [f]
5f of
eines linearen Funktionals gleich dem Funktional selbst. Das ist auch intuitiv
klar, denn ein lineares Funktional muss nichtmehr linearisiert werden.

[h] = L [A] =L

Ist nun L, etwas spezieller, eine Distribution, das heifit L [f] = T, [f] = [ g(x)f () dx,

SO ist
Sl = 2w =1y = [ g o,

Fiihrt man als Skalarprodukt auf dem Funktionenraum nun das Integral gemaifs

@n»=/ﬁ@ﬁ@Mx
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ein, so kann man auch schreiben:

SLIf) _ o7, f)
5f Sf

wobei man hier T,; mit g identifiziert, dhnlich wie bei der Dirac-Distribution.

=T,=g9, (C.4)

BEISPIEL: Ist L = 4., die Dirac-Distribution, so gilt nach (C.4)

66@30 [f] — 510 ,
of
was man auch schreiben kann als:
3.f (o)
= (S — . .

57 () (x — x0) (C.5)
C.3.2 Kettenregel
Kettenregel global
Seien h, f : R — R zwei reelwertige Funktionen von einer Variablen

g € C'(R) einmal stetig differenzierbar
F[f]= [g(f(z)) dz ein Funktional

Dann gilt:

SPIf—el =PI} = 2 [{9(f@) + b)) — g (f(@))} do

und nach Entwicklung des Integranden um e = 0:

S{PI bl =P = 1 [{o (@) ehie) + O] do.

Im Limes ¢ — 0 gilt also:

lim * (F[f —eh] ~ FIf]} = / d (f(x)) hz) dz.

Insgesamt haben wir also:

D= [ () by,
bzw. nach (C.4)
oFIf
T =g (f)
Es gilt also:
5 [atrt@) de =g (1 (C.6)
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Kettenregel lokal

Seien h, f : R — R zwei reelwertige Funktionen von einer Variablen.

g € C1(R) einmal stetig differenzierbar.

F[f] = da [9(f)]-
Dann ist
OF [f] 8 (00 [9(f)])
R/ T
= L o+ |
_ %{/ngmﬁmmw@_x@m}tw
— [ 47a) + bl @0~ w0 de]._,
= [ SN - o0 de.
also:

SFf] _ 6 Gu o) _
T T AL

In einer anderen Notation, die wir schon in (C.5) verwendet haben, sieht die
selbe Gleichung wie folgt aus:

69 (f(x0)) _ 09(f) 6. (x0)
6f(x) of of(x)

=g (f(2))d(z — x0).

C.3.3 Vertauschbarkeit mit 0,

Allgemein

Seien F [f] ein Funktional.

K [f] := F[f’] ein neues Funktional, das zusétzlich die Ableitung
f'=0.f = 2 f enthilt.

Dann berechnet sich die Funktionalableitung von K zu:

i S {K[f +eh] = K[f]} = lim = (F[f +<k] ~ F[])
T
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und mit der distributiven Ableitung aus (C.2), angewandt auf das lineare Funk-
SF[f]

tional —; 7 , folgt dann:
SF[f ), SF [f']
i ] = —0, e ]
Ingesamt folgt also:
OK[f] _oF[f") _ ., SF[f]
T = 5f 555 5f/ (C.7)

Distribution

Ist F'[f] nun zusdtzlich linear und stetig, das heifit F'[f] ist eine Distribution,
so gilt F' [f] = —F [f'], und mit () folgt:

SF'[f] _ _OF[f] _, oF (/]

5f 5f sf |

distributive und Funktionalableitung vertauschen also.
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