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���~w��Gw � q��ß�vO,�¿�Z�Ûµ �vO,��L �;� �NM6�4q$�����AL'�ß� K��xM�L'�ß�
² )�&'.0�":$��# Ù )65$�"!9+@Ú,:9=7� ) .A5;5ã:$%@Ý0Ý��":j)*1 )�1 #�ÍG¡6¸EµA½>Þ'¸ d ­
«]À�²:»A«v­�½ &'�J:
ÜU«EµA½�Â ± «v·�â�ÃÝ­
¬$¸Â+­
«<®5»8­
«E¬�·FÂ��)½5²)¬ ¹ ¶k¹@�"� ��) ª
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í_Ú Ú .0Ý<&'1 ) ¹ ½,ª v 0 �ß�"#PåE��!7+8591 !7+-1,:$¹@Ý0��.<=7�
Ê¼Ë½¼k¾=¿½¼ÉË½ÀÂÁy�	��#�åM�"!9+-5$1 !7+-1M:;¹KÝA�".0=7�q®"Þ��".A�"!N3*(':�59��#���.A) 5$�,��!9#P.<:9=7� ��# ñ %@)657+-/65U�S:;.0���,�í_Ú,Ú .AÝ<&'1 ),¹ ½ ª±v �

µN:�¹K.AÝA5:0
N i
l = const. ⇒ N i,a

l = N i,e
l

V i = const. ⇒ V i,a = V i,e

N i,a
l

«
V i,a

0_í_) ¶¢+-) ¹6:;Þe��!$5$�ã¶¸· !_�	��.0Ý0=7� �") ®"+@� Ý�&'�"!
l
ô`5$��) ñ %@#�åM%K) ��)659�ã.0)

Σi
1 ),& ø %KÝA1 #��")�´K%@)

Σi
�
i ∈ {1, 2} � ª

N i,e
l

«
V i,e

0?µZ),& Þ��"!;59� ¶¸·,!��ß�".AÝ<=7� �") ®"+@� ÝZ&'��!
l
ôS59��) ñ %K#�åM%K) ��)65$�P.0)

Σi1 ),& ø %KÝA1 #��")�´K%@)
Σi

�
i ∈ {1, 2} � ª

Ï +ç+-ÚE��!�ÛVá-!9#��"+-1M:�57+-1,:9=7�b#�»@¹KÝA.<=7�b.<:;5"« ¹K.AÝA5�¶¸· !j&'.0� ² ) ) ��!9��)�µZ) �"!$¹K.A�")&'�"!j3*(':�59��#��+0
U1 + U2 = U = const. ⇒ U1,a + U2,a = U = U1,e + U2,e .

ºu�":$1,=7�65�:;.0),&2)*1 )À&'.A�u.0) ) ��!9��)ÀµZ) �"!$¹K.A�")
U1,e 1 ),& U2,e &'��!eµZ),&,:;(':;5$�Òô#�� ª

�¸.É�À.A)65$1,.Ó59.A´K�": ø %@!9¹@�"� ��)÷�¸µN.A),:$�Ò59®��")k& ��! 3 �"ÚM�")*ÚM�J&'.A),¹@1 ) ¹K��)j�
U2,e = U − U1,e

Õ���5$!7+@=7�65$�u)*1 )4&'.0�uµN)K59!$%Kå .0�¯.A# µZ),& :$(':�59��#{0
S(U1,e) = S1(U1,e, V 1,e, N1,e

l ) + S2(U − U1,e, V 2,e, N2,e
l ) .

3 +@=7�P­
%K:;5$1 Ý<+85 ½ .<:�5Z&'.0��µZ)65$!9%@å .0��.A#�ºuÝA�".0=7�,¹@��Þ�.<=7�659:$®�1,:;59+@),&q#ç+-ô(*.0#ç+-Ý`«'�":e¶¸%KÝA¹@5j+-Ý<:;%{�¸#�.A5 ñ �Ò5$5$��),!$�"¹@��ÝÉ�E0

0 =
dS

dU1,e
=

∂S1

∂U1,e
+

∂S2

∂U1,e

=
∂S1

∂U1,e
− ∂S2

∂U2,e

=
1

T 1(U1,e, V 1,e, N1,e
l )

− 1

T 2(U − U1,e, V 2,e, N2,e
l )
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⇒ T 1,e(U1,e, V 1,e, N1,e
l ) = T 2(U − U1,e, V 2,e, N2,e

l )
� ½ ª â �

Ï 1 !7=7� í_1½x,»K:$��)P´@%K) ºuÝA�".0=7�*1 ),¹°� ½ ª â �ß��!9�,á-ÝA5�#ç+@)
U1,e 1 )M& & +@#�.Ó5+@1,=7�

U2,e ªÊ¼Ë8Ì�Ë8Í�Î�Ï7Ð7Ñ7Ë^Ð�Á
• T

®"��.0¹-5ãÚE��.	5$�,��!9#P.<:9=7� ��# ñ %@)659+@/K5u& +@:ã:;�"ÝAÚE� ø �"!$�,+@ÝÓ59��)�Þ�.0�&'.0�¯��#�å .0!9.0:9=7� �¯�ß�"#�åM�"!9+-5$1 !
θ
ª

• àM+-Ý0Ý0:jÞ��".Ó59��!9� ø +@!$.<+-ÚE��Ý0)�« Þ�.0�¯® ª Õ ª ø ´8+-!9.A.0��!9��)ß« :;%ç# 1,:$:j&'��!ºu!7+@&'.0��)65�´@%K)
S
´K��!7:$=7�*Þ�.0),&'��) ª

�¸.0. �À#��Ò59� %'&'.<:$=7� �J: ø %@!9¹@�"� ��)÷� . +-¹@!7+-),¹@�Òô à %K!$#ç+@ÝA.<:;# 1,:Á�
Õe�Ò59!9+K=7�65$�

S̃(U1,e, U2e, λ) := S(U1,e, U2,e) − λU

U = U1,e + U2,e

λ
0 . +-¹@!7+-),¹@�Òô >41 ÝA5$.0å Ý0.A/8+-5$%@!

>�+'('.A#�.0��!9�u)*1 )
S̃
·:»A½�­¯Þe��.A5$�"!$� 3 ��ÚE��)*ÚM�J&'.0) ¹@1 ),¹^0

0 = dS̃ = d(S − λU)

= d(S1 − λU1,e) + d(S2 − λU2,e)

=

(
∂S1

∂U1,e
− λ

)
dU1,e +

(
∂S2

∂U2,e
− λ

)
dU2,e

=

(
1

T 1,e
− λ

)
dU1,e +

(
1

T 2,e
− λ

)
dU2,e

Ï +
dU1,e ) .0=7�65q.<&'��)659.0:9=7��¹KÝA�".0=7�

dU2,e .0:;5q#�·M:$:$��)�ÚM�".0&'� ñ Ý<+-#Pô#���!9)2.0)b&'�"!�Ý0�Ò59®Ò5$�")k¬E�".AÝ0�_´K��!7:$=7�*Þ�.0),&'��)ß«@1 #�%@Ú,.A¹K�uºuÝ0��.<=7�61,) ¹q®�1�"!;¶¸· Ý0Ý0��)|�
i ∈ {1, 2} � ª

⇒
(

1

T i,e
− λ

)
= 0 ⇔ 1

T i,e
= λ

⇒ T 1,e = T 2,e � ½ ª � �
íj1,:í� ½,ª � �N¶¸%@Ý0¹-5j+-1,¼@��!7&'�"#�«'& +K:$:

U1,e = U2,e :;�".A)�#�1M:$: ª
Ï +K:�1 )65$�"!í� v ��+@) ¹@�"Þ��"),&'��5$� ø ��!$¶¢+-� !9��)�Þ�.0!9&À)*1 )k´@��!7+-Ý0Ý0¹@��#��".A) �"!;5F0

c2ë�ë�Ã,§  ¢¡�¡	Ä6¦8Ä6¦ ¤ Ä��?��§�¡�¨MÄ*¡?�  ¢Ê$��Ã ¨,¦8Ã ¡�¨EÄ+� � ÈM¦)� Ã Â¢ SÉ:�Ü§�É æ Ã,Â¢Â¢¨EÄ�� Ä* ¢¡mè
Ï .0��ñ��Ò59®�.0¹@�q3*.A5$1,+-5$.0%@)kÞ�.0!9&�&'1 !7=7�4í_Ú Ú .0Ý<&'1 ) ¹çÚE�":9=7� !9.A�"ÚM�") ª
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íjÚ Ú .0Ý0&'1,) ¹ ½ ª ½ 0 ² :$%@Ý0.0��!$5$�":Z3'(*:;5$�"#Ö#�.A5N®�Þe��.,�	��.0Ý<:;(':;5$��#��")�«@&'.0�_&'1 !7=7����.0) ��ÚM�"ÝA.0��Ú,.A¹K�Û +-),&À¹@��5$!9��) )65_:$.A),&
Ï 1 !7=7��&'.0�?ÚM�"ÝA.0��Ú,.A¹K�uÛ +-)M&À/K»@) ),��)b)*1 )kÚE��Ý0.A�"Ú .0¹@�[�¢+@ÝAÝ0�F��.0) ) ��!9��)kó_�"#�#�1 ) ¹K��)4+-Ú ô¹K��Ú,+@1'5�Þ��"!9&'�") ª µN:�¹K.AÝA5_Þ�.A�J&'��!F0

S = S1(U1,e, V 1,e, N1,e
l ) + S2(U2,e, V 2,e, N2,e

l )² #æ¶¸%@Ý0¹@��)M&'��)�Þ��"!9& ��)�)61,!�) %'=7��µN),&'®�1M:�57á-),&'�K«,& ª � ª ºuÝ0��.<=7� ¹@�"Þ�.0=7�657:;®"1,:�57á-),& �u)M+@=7�&'�"!Píj1'¶¸� �"Ú 1 ) ¹ ��.0) �"!P%'&'�"! #��"� !$�"!$�"!Pój��#�#�1,) ¹@�")�ÚE�Ò5$!7+@=7�659�Ò5"«
�J: Þ�.0!7& +-Ý<:;%Ü&'��!µZ.0)'¶¢+K=7� � ��.A5_�,+@ÝAÚE��!_&'�"! ² ),&'�
(
e
¶¸· !pÛ�µZ)M&'®�1,:;59+@),&>à?Þ��"¹@¹@�"Ý0+K:$:$��) ª

S = S1(U1, V 1, N1
l ) + S2(U2, V 2, N2

l )

cÀ§	£T¨EÃ'ëNÄ >�+'(*.0#�.A�"!$�
S = S1 + S2 1,)K59��!_&'�") 3 ��ÚE��)*ÚE�"&'.0) ¹K1 ) ¹@�")10

X1
j +X2

j = Xj = const. (j ∈ {1, . . . , L+ 2})

{Xj} = {U, V,N1, . . . , Nl}�B�MÉJ§	¡�¨ #�.Ó5$5$��Ý<: . +-¹@!7+-),¹@�Òô à %K!$#ç+@ÝA.<:;# 1,:
3*�".

λj
&'�"! . +@¹@!7+-) ¹K�Òô >41 ÝA5$.0å ÝA.0/8+859%@!Z¶¸·,!j&'.0�

j
ô`5$� 3 ��ÚE��)*ÚM�J&'.0) ¹@1 ),¹,«,& +@) )�¹@.0ÝÓ5F0

0 = d


S −

L+2∑

j=1

λjXj




= d


S1 −

L+2∑

j=1

λjX
1
j


+ d


S2 −

L+2∑

j=1

λjX
2
j




=
L+2∑

j=1

[(
∂S1

∂X1
j

− λj

)
dX1

j +

(
∂S2

∂X2
j

− λj

)
dX2

j

]
.
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j ∈ 1, . . . , L+ 2)

∂S1

∂X1
j

= λj =
∂S2

∂X2
j

² )4&'��)�ÚM�"/8+-) )65$�") ø +-!9.0+@Ú ÝA�")À�,��.0¼-5j& +K:�+-Ý<:;%j0

T 1 = T 2

p1 = p2

µ1
l = µ2

l

¶¸· !b&'�")�ºuÝA�".0=7�,¹@��Þ�.<=7�659:$®�1,:;59+@),& �¢µZ),&'®"1,:;59+-)M&^� «�¶¢+-Ý0Ý0:b+-Ý0ÝA��ój��#�#�1 ),¹@��) ÚE�":$��.A5$.0¹-5Þ�1 !7&'��) ª Ï +@:u� �".A¼@5u.0)Ë�".A) �"# »8­
¬°¬$µA½�Þ)¸]ÀÁ«v­ ¹ ­�½�3'(*:;5$�"# �,+85BA
­ÁÂ+­�¸d®j­ ¹ Ã ¸��6¸Á´¾­
¬ &'��)¹@Ý0��.<=7� ��)43'+-5$®?´@%K) ¹ ½j´ä­
½8¸ ¹ed ­�½Ú�j²)« ¹ ²�â�ÃÝ­
½ ª
Ï �"!u¶¸%@Ý0¹@��)M&'�23'+859®�¶¢+K:$:;5?& .A��� .0��!?� �"!$¹K��Ý0��.A5$�Ò59��)y¬E1,:9+-#�#���) �,á@) ¹@�P®�1M:$+@#P#��")Ë1 ),&´@�"!9+@ÝAÝ0¹@�"#P�".A),��!$5e:$.A�q+@1'¶	ÚE��Ý0.A�"Ú .0¹ç´6.0��Ý0�¯�ß�".AÝ<:$(*:;5$�"#�� ª

¿�ÂSÄ* X9l¥	¨EÄ>eç X9l¥YÊ"ÉJÉ"Ã Ê:�
a �"& ��íj1'¶¸� �"Ú 1 ) ¹¯�".A) �"!
.A) ),��!9��)�ó_��#�# 1 ) ¹¯&'�":Z3'(*:;5$�"#ç:
#�+K=7�65��".A) �í­³æ�´ä­
½8¸ ¹ed ­jºu!9»-ô¼K�
X i
j

&'�"!
n
�	��.0Ý0:$(':�59��#��

Σi
1 )65$�"!_&'��! 3 ��ÚE��)*ÚM�J&'.0) ¹@1 ),¹
n∑

i=1

X i
j = Xj = const.

d ²)« ¹ ²�âÁ­�Ã ªíjÝ0:?à,%@Ý0¹@��:;5$�"ÝAÝA5?:$.<=7��.A#*ÜUÃÝ­ ¹ º³»+Þ�­
ß ¹ ºÁ»�´~¸NÈ
µ�¸E´¾²)½�Âr�¸µN),&'®�1M:�57+-),&^�u&'.0��®"1
X i
j

�¸�")K59!$%@ô
å,.0:9=7�j�e/@%K)�ñ�1 ¹K.A�"!;59�@« ¹ ½^´¾­�½^¸ ¹ed ­ ºu!$»K¼@� Zij = ∂Si

∂Xi
j

¹@��#çá@¼

∂S1

∂X1
j

=
∂S2

∂X2
j

= · · · =
∂Sn

∂Xn
j:$%���.0)�«,& +K:$:�:$.0�u.0)4+-Ý0ÝA�")��	��.0Ý<:;(':;5$��#��")�&'�")dÞ'ÃÝ­ ¹ ºÁ»8­
½Q©�­�«E´�+-) ),.A#�#q5 ª

Ê¼Ë8Ì�Ë8Í�Î�Ï1Ð7ÑBÁ ² )k%@Ú,.A¹K��!�ó_�"!$Ý0��.A5$1 ),¹ç.0:;5j&'��!�µN.A)'¶¢+K=7� � �".Ó5_�,+@ÝAÚE��!
n = 2

¹K�":$�Ò5$®�5 ª
í_1,:j&'��#�ºuÝA�".0=7� ¹K��Þ�.<=7�659:9:$+-5$®_¶¸%KÝA¹@5j:;%@¶¸%@!$5�& .A�?¶¸%KÝA¹K��),&'�¯íj1,:$:9+-¹K� ª

µN.A)2�".A) ¶¢+@=7� �J:�3*(':;5$��#�/8+-) )b#P.A5e:$.<=7�2:;�"ÝAÚ,:;5N) .<=7�65N.0# ºuÝ0��.<=7� ¹K��Þ�.<=7�K5N:$��.0)�«@¶¢+-Ý0Ý0:N��.0) �%'&'�"!�#���� !9��!9�?.A)65$�"),:$.A´K�¯ºu!9»@¼K��)À%@!$59:9+-Ú �,á@) ¹@.0¹ :$.0),& ª
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���Gw��~� C �vO,��L½�j�¿� �_��M � t�q;�m�EDEM �_��M��P�ß��ì¯��� ��L½�_� �m��M���q��ß�vO,�¿M
Ï .A�À+-)'¶¢á@) ¹@Ý0.0=7�,��)yÕe�Ò5$!7+@=7�6591 ) ¹@�")Ü& ��!<­
¬ ±5¹ « ¹ ¸
º³»^­�½ ®j­�¬ ± ­
«v²'´~µA« θ ®"��.0¹@��) ¶¸·,!�& +@:ø �"!$�,+@ÝÓ59��)�®�Þe��.0��!_3*(':;5$��#��¯.0)�5$� �"!$#�.<:$=7� �"# ñ %@)659+@/K5F0

• µZ),&*59��#�åM�"!9+-5$1 !jÝA.0��¹@5_®�Þ�.<:$=7� �")�íj)'¶¢+-),¹K:;5$��#�åE��!7+8591 !$�")À&'�"!�ÚM�".0& ��) ñ »@!9åM�"! ª
• Ï �"!_� ��.0¼@�"!$� ñ »@!9åM�"!eÞ�.0!7&bÚE� ñ %K)659+-/65�/8á-ÝA5$��!J« &'�"!_/8á-ÝA5$��!9�?Þ�.A!7&À� ��.0¼@�"! ª

Õe��.<&'�¯í_1M:$:9+-¹K��)À:$.0),&kà %@Ý0¹@�"!$1,) ¹@�")À+-1M:
θaA < θA∪B < θaB .

Ù #
T

)*1 )pÞ��".Ó59��!9� .0) +-Ý<:ç�	��#�åM�"!9+-5$1 !�ÚE��®"��.<=7� ) ��)p®�1p/@»K) ) �")�«
Þeá@!$�À�":ç:$.A) )*´K%@Ý0Ý) �"ÚM�")�&'�"# í_1,:$¹@Ý0��.<=7��ÚE��.�5$�,��!9#P.<:9=7� ��# ñ %@)659+@/K5°�¢&'�")��,+@ÚM�")�Þ�.0!?:9=7� %K)�¹@�"®���.0¹-5E�+@1,=7��&'.0�ç%@ÚE��)Ü¹@�"),+-),)K59��)ÜµZ.0¹@��)M:$=7�,+-¶ï5$�")Ü&'�"!¯��#�å .0!$.<:9=7� ��) �ß�"#�åM�"!9+-5$1 !q+@1,=7�Ü+@1'¶
T
®�1k· ÚE��!$5$!7+-¹@�") ª

¬E1,),á@=7�,:;5�®���.0¹@�")ÀÞ�.0!j+@Ý0:$%o� ð �":;5�¶¸%@Ý0¹-5_:$å,á859��!E�E0
Õe��.Y5$�,��!9#P.<:9=7� ��# ñ %@)657+-/65BxM.A�"¼-5_ÛVá-!9#��?´@%@#æ� ��.0¼@�"!$�")b®�1,#æ/8á-ÝA5$�"!$�") ñ »@!9åM�"! ª

Ê¼ËGF
Ë½¼k¾òÁ Õe�Ò59!9+K=7�K59��+@ÚM�"!$#ç+-Ý<:���.0)P3*(':;5$�"# #�.Ó5�®�Þe��.'�	��.0Ý0:$(':�59��#���) 1 ),&P�ß�"#�åM�"!9+-ô5$1,!$�")
T1

1 ),&
T2

�S:;.0��� �¯íjÚ Ú .0Ý0&'1,) ¹ ½ ª±v � ª 3'��.Y¶¸��!9) �"!e% ª Õ ª & ª í ª
T1 > T2

ª
Ï .A�ãÛÜ+@),&d�ÝÛ;ÛVá-!9#��":9=7�,+-ÝA5$�"!IàN��Þ�.0!9&�´K%@)ç.<:;%KÝA.0��!9��),&P),+K=7�çÞeá@!$#��J&'1 !7=7�'ôÝ<á@:9:;.0¹�1 #�¹@�J:$=7�,+@ÝÓ59�Ò5J«�& +@:ß��)659:$å !9.0=7�65ß&'�"!	ój��!7:�59��Ý0ÝA1 ),¹���.0) �":�5$� �"!$#�.<:$=7� �")ñ %@)659+@/K59�":e®�Þ�.<:9=7� ��)

Σ1
1 ),&

Σ2
ª

ø %@!_& ��# Ù #ç:$=7�,+@ÝÓ59��)÷�¸.0#�íj)'¶¢+-),¹K:$®�1,:;59+@),&^��¹@.0ÝÓ5F0
Sa = Sa1 + Sa2 .
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∂T

∂S
· S +

∂T

∂V
· V +

L∑

l=1

∂T

∂Nl
·Nl

0 =
∂p

∂S
· S +

∂p

∂V
· V +

L∑

l=1

∂p

∂Nl
·Nl

0 =
∂µj
∂S

· S +
∂µj
∂V

· V +

L∑

l=1

∂µj
∂Nl

·Nl

Ï .A�J:;��¬E1M:$+@#P#��") �,á-),¹@�?Þ��"!9& ��)�)61,)À®"1 !jó_�"!$Ý0��.A5$1,) ¹�Þ��".Ó59��!9��! ð ��Ý<+859.A%K) ��)k´K��!9Þ��")'ô&'��5 ª



õK÷ Ò¯ü¿ÓZù�þ��Ný�)8Õ?���4�_ü¿�N°��Nù�þØÙ	ú¦Ú�M��4� ÓP��ÿ�þØÙ�ýßü_þ��
���~���vR �V�It�t�M6Ýdc*�ã�_�ß�ïÝdCp��q���L ���N�j�ß�
�ã¡�Ä6¦8¨M SÄ6Á�Ã'¦8É"Ê"Ä*Â¢ÂS§	¡�¨
í_1,:

U = U(S, V,Nl)
¶¸%KÝA¹@5:0

dU = T dS − p dV +
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ûx� Ó��®�x�5��ÿ ÿ�� õ6î

íj)'¶¢+-),¹K:$®�1,:;59+@),& → >�+-) .0å 1 Ý<+859.A%K) → µN),&'®�1M:�57+-),&
XStart ∈ XC ↑ XEnde ∈ XC¬YÞ�.0:9=7� ��),®�1,:;59á@),&'��`º?+@:_:;5$!9»@#�5Á�

Ï .A��¬EÞ�.0:9=7� �") ®�1,:;59á@),&'�¯Ý0.A�"¹@�")f½ ¹ º³»A´_.0) XC

«Y& +��J:Ø¶�­ ¹ ½5­DÜUÃÝ­ ¹ ºÁ»'Þ>­�ß ¹ ºÁ»�´~¸Á¸NÈ
µ�¸E´¾ª)½�Â�­:$.A)M&�¥ Ï .A�J:;�y¬E1,:;59á@),&'�Ë/K»@) ),��) ) .<=7�65b.A)
XC

ÝA.0��¹K��)�«e& +y#ç+-)V®"1V.0� !$�"!ÀÕe�":9=7� !9��.AôÚ 1,) ¹À#��"� ! ø +-!9.0+@Ú ÝA�")ËÚE��) »@5$.0¹@�")ËÞ�· !7&'�@« &'.0�b¬E1,:;59+@),& :$¹@!9»@¼@�")�:;.0),&Ë),á-#�Ý0.0=7��%@!$59:;ô+@Ú �,á-),¹@.0¹ ª�Ï ��!�� .0��!9®�1V),%-5�Þe��),&'.0¹@� ð +-1,#}.<:;5k+@Ý0:$%l»C¡:»8­
«vÂ ¹ ¬�­
½8¸ ¹ ·)½5²)Ã ªãÏ �"!�­N!$%@ô®"�":9:	.0#�¬E1M:�57+-),& :$!7+-1 #
(U, V )

∣∣
N=const.

.<:�5�.0)PíjÚ Ú .0Ý0&'1,) ¹ õ,ª õ �S+��	& +-!9¹@�J:�59��Ý0ÝÓ5 ª ÛÜ%@ÚE��.
S(XStart) ≤ S(XEnde)

¹@��ÝA5$�")�# 1,:9: ª µN:?.<:�5q:$��� !?1 )*ÚE�Ò¶¸!9.A�J&'.0¹@��)M& «�&'.0�2¬YÞ�.0:9=7� ��) ô®"1,:�57á-),& �@«'1 ),&k& +@#�.Ó5j&'.0�?µZ)65�Þ�.0=7/*Ý01 ) ¹2&'�J:_3*(':�59��#ç:"«') .0=7�65_´K��!$¶¸%@Ý0¹@��)À®�1k/@»K) ) �") ª

È �YÉ§¦Gª6�����98���/����} ���(&.� È H�É¨¦Gª6�����98 ��� +} ����&.��� È -�É�©=����&$�"&$+.�E+.�"&$-0/���!} !$��~���&.&

íjÚ Ú .0Ý0&'1,) ¹ õ,ª õ 0 ­Z!9%@®��J:$:�&'�J:ª£j×E) �"),: &'�J: ój+-�,),:�.A# ñ %@) Ñ,¹@1 !7+859.A%K),:$!9+@1 #
(U, V )

∣∣
N=const.

⊂ XC

SS�Gw��~w «��j�2M6�vM�L*��L �NM�OM�_�OÜË� ��{ ��M>M6�
. »K:$�u& +K:�­Z!9%@Ú Ý0��#�+-1,:�&'�"#æ´K%@!9.A¹K��) Ù )K59��!7+-Ú,:9=7� ) .A5;5 õMª v ªA© .0# >4%'&'�"ÝAÝ<:;(':;5$�"# ª
Û .0!�Þeá@� Ý0��)À¶¸%@Ý0¹@��)M&'�": ø %K!$¹K��� �")10
→ óã+-� )k��.0)kÞ��") .0¹P»@×E),��)�« & +@) )4:;%@¶¸%@!$5eÞ�.0�"& ��!_:9=7� ÝA.0��¼K��)
→ Þ�+-!$5$�")�«'Ú .<:�& +@:j3'(*:;5$�"#�.0#�ºuÝ0��.<=7� ¹@�"Þ�.0=7�65�.0:;5
→ ­Z1,) /65j.A# ¬E1,:;59+@),& :$!9+@1 #
→ óã+-� )k��.0)kÞ��") .0¹P»@×E),��)�«'Þ�.0�"&'�"!_:$=7�,ÝA.0��¼K��)
→ Þ�+-!$5$�")�«'Ú .<:�& +@:j3'(*:;5$�"#�.0#�ºuÝ0��.<=7� ¹@�"Þ�.0=7�65�.0:;5
→ ),áK=7�,:;5$��!�­N1 ) /65_.A# ¬E1,:;59+@),& :$!9+@1 #
ª0ªAª



Ø-÷ Ò¯ü¿ÓZù�þ��NýSs8Õ þbMutG�pÙ
ÿ�þMüjúNM?ÿA�_ü�Ù�0���þbMut]Ó��®�x�5��ÿ ÿ��
1 ),&k:$%PÞe��.A5$�"!"«'Ú,.0:

XEnde ��!9!$�".0=7�65�Þ�.A!7&Å�S:;.0���,�qí_Ú Ú .0Ý<&'1 ) ¹ õMª õ �¸Új�v� ª
Õe��.�µA½5­�½5Â�Ã ¹ ºÁ»8­
« �j­
«]À�­ ¹ ½5­�«EµA½�ÞbÞ�.0!7&�& ��!�­Z!9%@®"�":9:�1 ) ��)M&'ÝA.<=7�4Ý<+-) ¹K�?&,+-1 �"!$)�1 ),&k.0#¬E1,:;59+@),& :$!9+@1 #ä��.0) �|¶�·)½j´ ¹ ½jµ ¹ ­�«EÃ ¹ º³»^­�ç¿²F»�½ �,.A)65$�"!$Ý<+@:9:$��) �4¬p«
â ¹ ´v� ª µN.A) �")m:$%@Ý<=7� �")­Z!9%@®��J:$:e) �") )65_#ç+-)?ã�µ^²)¸ ¹ ¸Á´¾²)´ ¹ ¸
º³»?�¢:$.A�"� �¯í_Ú Ú,.AÝ<&'1 ) ¹ õMª õ �¢=F�N� ª
Ê¼Ë8Ì¿Ë8Í�Î�Ï1Ð7Ñ�Ë8Ð�Á

• ð �J+-Ý0� ­N!$%K®��":9:$��Ý<+@:9:;�")Ë:;.<=7�Ë.0)Ü1 ),:$��!9��# >4%'&'��Ý0ÝZ+-Ý<:�ã�µ^²)¸ ¹ ¸E´¾²)´ ¹ ¸
º³»^­ á «v·FÈF­E¸Á¸
­.0#�¬E1M:�57+-),& :$!7+-1 #�´K��!$¶¸%@Ý0¹@�") ª
• ��� �"%@!9�Ò59.0:9=7��¹@.0Ú'5u�":u®�Þ�.<:$=7�,��)

XStart 1 ),& XEnde 1 ),��),&'Ý0.<=7�Ë´*.A�"ÝA��Õ�+-� ),��)�«+@Ý0:$%ç+-1,=7��1 ) �"),&'Ý0.0=7�k´*.A�"ÝA�¯ò61,+K:;.<:�57+859.0:9=7� �u­Z!$%K®��J:$:$� ª
• ð �J+-Ý0�¯­Z!9%@®��J:$:$�?:;.0),&�.A# í_Ý0ÝA¹K��#���.0) ��)k) .<=7�65jò61,+@:$.0:;59+-5$.<:$=7� ª

SS�~w��G� C ��yN�ß�^M*�It�q;�<Ü�� ��{ �7M�M6�
3 1 ) .A)659��!9�":9:;.0��!$5	1 )M:�& .A��à !7+-¹K�@«JÞe+@) )q��.0) ò61,+K:;.<:;59+859.0:9=7� �"!ß­Z!9%@®"�":9:	+@1,=7�q1 #�¹@�"/@�"� !;5�¸Ú ®"Þ ª .0)�ÚE��Ý0.0��Ú .0¹@�"! ð .0=7�6591 ) ¹>�e&'1,!9=7� Ý<+-1 ¶¸��)�Þ��"!9&'�")À/8+@) )|�¢í_Ú,Ú .AÝ<&'1 ),¹ õ,ª±Ø � ª

í_Ú,Ú .AÝ<&'1 ),¹ õ,ª±Ø 0 à !7+-¹K�¯&'��! ð �"´@�"!9:$.AÚ,.AÝ0.Ó57á85
µN:_.<:;5_%-×Y��),:$.0=7�659ÝA.<=7��«,& +K:$:í½ ¹ ºÁ»�´+A
­ÁÂ+­�ã�µ^²)¸ ¹ ¸Á´¾²)´ ¹ ¸
º³»^­ á «v·FÈ:­�¸Á¸]ÀÁÇ�»�«EµA½>Þ{Â'µA«vº³»{Æ�²)½ ¹ ¯± µAÃÝ²'´ ¹ ·'½ ¹ ½j½�­
«v­�«N÷$­�¬°¬°µA½>Þ>­�½WµA¬í¶+­Á»�«
âÁ²'« .<:�5í�S:;.0��� �qíjÚ Ú .0Ý0& 1 ) ¹ õ,ª & � ª

íjÚ Ú .0Ý0&'1,) ¹ õ,ª & 0 ² !9!$�"´@�"!9:$.AÚ,ÝA�"!�­Z!9%@®"�":9:
Ù #Ö& .A��1 #�/@�"� !9Ú,+-!9��)q­N!$%K®��":9:$�N®�1 Ñ,),& ��)�«8Þe��!7&'��)P&'.0�e­N!$%K®��":9:$�N),+K=7��.0� !$�"# åp½j´~«v·'¯
±�¹ ­ d ­
«v»8²'Ã ´¾­�½Ü/*Ý0+K:$:$.ÓÑM®�.0��!$5 ª

• dS(X) ≥ 0 ∀X ∈ éã!9Ú .A5
(XStart → XEnde)



s^Õ L^Õ�þ
ûx���E0»��MwvZújü10�ù;ÿ1	
ûx� Ó��®�x�5��ÿ ÿ�� Ø ©

é Ï ��!�­Z!$%K®��J:$:N/l+@) )2Þe��¹K��) ø ��!$5$!7á-¹KÝA.<=7� /@�".Ó5Z´K%@)
dS(X) ≥ 0

#�.Ó5e­
%K:;5$1 Ý<+85½ 59+857:$áK=7� Ý0.0=7�b& 1 !9=7�À!$�".A),�ã>�+@) .Aå,1 Ý0+-5$.0%@)2.0) ) �"!$�"!�ó_��#�# 1 ) ¹@�")2.0)kº?+@) ¹¹K�":$�Ò5$®�5�Þ��"!9&'�") ª
é 3*%KÝAÝA5$���":_�".A)

X ∈ Orbit(XStart → XEnde)
#�.Ó5

dS(X) > 0
¹K��ÚE��)�«Y:;%.<:�5�&'.0�":$��!N­N!$%K®��":9:ò½ ¹ º³»A´Z#���� !ØµA¬ ¶�­Á»�«
âÁ²)«+ê-«K& + & +-) )bÚM�".M1 #�¹K��/@�"� !$5$��#Ï 1 !7=7� Ý0+@1'¶

dS(X) < 0
¹@�"ÝÓ59��)�Þ�· !9& �@« Þ�+@:e­
%K:;5$1 Ý<+85 ½ Þ�.<&'��!7:$å !9áK=7� � ª

• ∃X ∈ éã!9Ú .Ó5
(XStart → XEnde)

#P.A5
dS(X) < 0

é Ï .A�J:;�b­Z!$%K®��J:$:$�b:$.A),& ),+@=7�y%KÚ .A¹K��!�íj!$¹K1 #���)659+-5$.0%@) .0)�+-Ú ¹K�":9=7� Ý0%K:9:;�") ��)3*(':;5$�"#P�")�& 1 !9=7��Ú Ý0%@¼K�?>Ë+-) .0å 1 Ý<+859.A%K)À´K%@)Àój��#�#�1,) ¹@�")f½ ¹ º³»A´ ¹ ½}Üò²'½>ÞÈ
µf¸
­�´]ÈF­�½ ª�² :�5�&,+@:qºu�":9+-#�59:$(':�59��# � .0) ¹K��¹@�") ) .0=7�65q.<:;%KÝA.0��!$5"«�:$%k/8+-) ) �"::$%@Ý<=7� �u­Z!$%K®��J:$:$�¯&'1 !7=7�,+-1,:e¹K��ÚE��) ª

• dS(X) = 0 ∀X ∈ éã!$Ú .A5
(XStart → XEnde)

é Ï .A�J:;�P­Z!9%@®"�":9:;�P/@»K) ) ��)�´@�"!;59!9á@¹@Ý0.0=7�4#�.A5?­
%6:�591 Ý0+-5 ½ .0)Wñ��J&'��! ð .<=7�65$1 ),¹&'1,!9=7� Ý<+-1 ¶¸��)�Þ��"!9&'�") ª⇒ 3*.A�q:$.0),&�µA¬í¶�­³»A«
â³²'« ª

Û .0!�¶¢+@:9:;�")�& .A�¯µZ!9¹@�"Ú ) .<:$:$�¯+-1,:�& .A�J:;�"#æí_Ú,:9=7� ) .A5;5_),%*=7�,#�+@Ý0:�®"1,:9+-#�#���)10

• ò61,+K:;.<:�57+859.0:9=7� �P­Z!$%K®��J:$:$� /K»@) ),��) &'1 !7=7�Ü>�+@) .0å 1 Ý<+85$.0%@)Ü.0) ) ��!9��!¯ój��#�#�1 ),¹@��)1 #�¹K��/@�"� !$5�Þe��!7&'�") ⇔dS(X) = 0
¶¸· !jºu�":9+-#�5$%@!9Ú .A5í�¸1 ),&4ºu�J:$+@#q59:$(':�59��#
�

⇒ «³­ d ­�«Á¸ ¹ âÁ­
Ã
• ò61,+K:;.<:�57+859.0:9=7� �?­Z!9%@®��J:$:$�uÝ0+@1'¶¸��)4:;5$�Ò57:�#�.Ó5

dS(X) ≥ 0
¶¸· !ãºu�J:$+@#q59%@!9Ú .Ó5 �¸1,),&ºu�J:$+@#q59:$(':�59��#æ+@Új�

• ò61,+K:;.<:�57+859.0:9=7� �q­Z!9%@®"�":9:;� #�.Ó5
dS(X) > 0

+-)��".A),��# éã!9Ú .Ó5$ô`­N1 ) /65?:$.0),&?½ ¹ º³»A´µA¬í¶+­Á»�«
âÁ²'«
⇒ ¹ «E«v­ d ­
«Á¸ ¹ â³­
Ã

Ê¼Ë8Ì�Ë8Í�Î�Ï7Ð7Ñ'Á a �"&'�"!_!$�"´@�"!9:$.AÚ,ÝA�?­Z!9%@®"�":9:�#�1,:9:_ò61,+K:;.<:�57+859.0:9=7�4+-Ú Ý<+-1'¶¸�")�«M+@ÚM�"!_) .<=7�65ñ��"& ��!jò61,+K:;.<:�57+859.0:9=7� �u­Z!$%K®��J:$:e.<:�5_!9��´K��!7:;.0ÚM�"Ý ª

SS�Gw��]S c ��� � �8t¯�ß�¾L8M6Ý �j�ã�¸´�¹
�,���1t¯�1�Z�,��­
�N ¢Ä*ÂIY ø ��!9/*)6·,å'¶¸�P& .A�çà�ÝA·M:$:$�

δA
1 )M&

δQ
#�.A5q&'��)ÜÚ .<:;� �"!?ÚM�"/l+@) )65$�")y¬E1M:�57+-),& :$´8+8ô!$.<+-Ú Ý0��) ª


 ~������"�(#���&$+@���"-0/Y+ #���!7-0/®#��"�m!7���"���¯®	�����"§���> �E+$�"�����"�(����!$��!/°G�����)���(���3�òK



Ø@v Ò¯ü¿ÓZù�þ��NýSs8Õ þbMutG�pÙ
ÿ�þMüjúNM?ÿA�_ü�Ù�0���þbMut]Ó��®�x�5��ÿ ÿ��
c2¦lëNÄ* ¸Ê æ h §�Ã ÉJ ¢É"Ê"Ã'ÊJ ¢ÉF9l¥bè)Y
#��"=7�,+@) .0:9=7� �?í_!9ÚM�".Ó5F0

δAR = −p(S, V,Nl)dVÛ;Õe�".*ò61,+K:;.<:;59+859.0:9=7� �"!	­Z!9%@®"�":9:�¶¸·,� !$1,) ¹j# 1,:$:
&'�"!Nº?+@:;ô Ï !91,=7/¯:�59�Ò59:
&'�"#Öá-1,¼@��!9��) ñ %KÝÓôÚM�"),&'!91,=7/2�")K57:;å,!$�J=7� ��) ª à
�¸ÚE��®".A�"�K5j:$.<=7��+@1'¶
Õe�".0:$å .0��ÝG0,º?+@:�.0)kÕe�"�,á-ÝA5$�"!�#P.A5_ÚE��Þe��¹@Ý0.<=7� ��# ñ %@Ý0ÚE��)j�
=7� ��#�.<:$=7�,�?íj!$ÚE��.A5:0

δAC =
∑

l

µl(S, V,Nl)dNl

Û;Õe�".Eò61,+K:;.<:�57+859.0:9=7� ��!�­Z!9%@®��J:$:;¶¸· � !91 ) ¹���)659:;5$�"�K5�í_!9ÚE��.A5�& 1 !9=7�À&'.A� Ï .Ó×Y��!9��) ®u.0#�=7� �Òô#�.0:9=7� ��)�­
%-59��)65$.<+-Ý ª à
v #'¦)� Ä æ h §�Ã É" SÉ�ÊJÃ'Ê" SÉ:9l¥mè6Y
®�1 ¹K�Ò¶¸· �,!;59�uÛVá@!$#���0

δQ = T dS
z

Õe�Ò5$!7+@=7�659�ã�".A)�3*(':;5$��#k«,& ��#�ÛVá@!$#��?®�1 ¹K�Ò¶¸· �,!;5_Þ�.0!9&f�¢ò61,+K:;.<:;59+859.0:9=7�j��0

dU = TdS − pdV +
∑

l µldNl
dU = δQ+ δA

δA = −pdV +
∑

l µldNl



→ δQ = TdS

¬E1,:9+-#�#���) ¹K�Ò¶¢+K:$:;5e�"!$¹K.AÚ 5�:$.<=7��+@Ý0:$%^0

δAR = −pdV
δAC =

∑

l

µl(S, V,Nl)dNl

δQ = TdS

ø �"!$/*)*· å'¶¸1,) ¹@�")À´K%@)43*(':�59��#�¹@!9»@¼K��)b#�.A5jà�ÝA·,:9:$��)|�¢ò61,+K:;.<:�57+859.0:9=7�j�
dS > 1

T
δQ

¶¸·,!_!$�J+-Ý0�ã­N!$%K®��":9:$�
µN:�¹K.AÝA5:0
µN.A) �"#Ö+@& .0+@Ú,+859.0:9=7�q+-Ú ¹K�":9=7� Ý0%K:9:;�") ��)�3*(':;5$�"#�Þ�.A!7&qò61,+@:$.<:�57+85$.<:9=7� ��íj!$ÚE��.A5�!9��´K��!7:;.0ÚE��Ý®"1 ¹@��¶¸· � !$5 ª �¢® ª Õ ª 0 ñ %@Ý0ÚM�"),:$(*:;5$�"#
�

δQ = 0 ⇒ dS =
1

T
δQ = 0 ⇒ !$�"´@��!7:$.AÚE��Ý

|�¦��"��&.�¯�@�3> �E+$�"���®�"&7+���� +Q±���!$&$�"-0/u+�~��®�������"��²��3�ò8ò#��S~,�@��!G���"���ÃJ�!7���;³���&$&
δQ

�"������!@��>"&
T dS#���!7����&$+$��>"> +Û�Û��!$#����N;������ò8���>">"��!$#(�"����&Û;������S�"�����"����� «u¬=&$+$�3� ����-0/NAC�u+$!$��§(�"� È

dS
ÉÂ§�!7�=#��(~3�"��!k+@�Û��!7?#����98���/����m#���&$&G#��"��&@���"��������J�!$���;³���&$&

δQ
~3�(! Ê���>"����/��E+3K



s^Õ )8Õ
�Zù�ÚU�Núuÿ1	
ûjü�Ö�þ��Nú �B��ú
δA

Ù	úPM
δQ

Ø-½
p ì7% Z ôY^¦ðòü<ùGÖ�ïoû�\Fú�ðòü Xíñíü

δA
øoü<ý

δQ

3 +@=7�k&'��# ©@ª ój+@1 å'57:$+-5$®?¹@.0ÝÓ5F0

dU = δQ+ δA

δQ
1 )M&

δA
:$.0),&ç/@�".A),�_5$%@59+@ÝA�") Ï .Ó×Y��!9��)65$.<+-Ý0�@«*& + :;.0�UÛ;¹@�"/*· !$®�5�:$.A),&�àe´ a ��Ý �@î « ñ +-å,.Ó59��ÝõMª õ «'3 ªEâ8½~µ`ª

Ê¼Ë8Ì�Ë8Í�Î�Ï7Ð7Ñ7Ë^Ð�Á

• dS = 1
T
δQ

.0:;5�5$%@59+-Ý0�": Ï .A×E�"!$�")K59.0+@Ý ⇒ 1
T
¹ ½^´¾­äÞ'« ¹ ­
«v­
½�Â�­�«�Ó�²:¶'´¾·)«

• Ï .0�ãºuÝ0��.<=7� ¹@�"Þ�.0=7�659:;5$�,��!9#P%'&'(*),+@#�.A/¯.<:�5�¹@��!7+@& ��&,+@&'1 !7=7�ç+-1,:$¹@�"®��".0=7� ),�Ò5"«-&,+@:9:
1
T

.A)659��¹@!9.0��!9��),&'�"!�à,+-/659%@!�´@%K)
δQ

.0:;5 ª
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ÃÅÄ<ÆPÇ Ä�ÈÊÉ�Ë�Ì.Í9Î�Ï�ÐÒÑBÌYÐÒÓBË�Ô�Õ/Ï�Í4ÎYÐÒÖ�Íu×EÔ.ÓØÎ�Ë�ÉYÙÚÍ4Î�Î�Ô�Ñ�Ð]Ó7Û�ÜÒÐÝÍ9ÑØÞßÍuàGá�ÓØÞ7Í9ÙÅÍlÌ>Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÍ Þ9äå ä ÉQä
U æ V æ Nl Ï�Ë�Ñ7Í9ÎçÓ�ÞßÍ ÞâÓ¯è�Û�Î�ÓØÞßË�Î�ÞPä�é�Û�ÜÒÖ�ÜÒÐÒãâÉçè�Û�Î�Î�ÞßÍ�Ó7ÐÒãâÉ�ê�ÐÝÍlë�Î�Þ7ÑßÛ�ì�ÐÝÍÅí�î�ïð Ì.Í9ÑEñ�ÑßÛ�ê�ÔYè�Þ7ÐÒÛ�ÎòÔYÎ�êóí�ô<õâöG÷ ð Ì>Í4Ñ�ê�Í4Îøé�ÜÝÔ�ÓßÓ�Í9Ñ7ÉYù�ÉYÍ4ÎVä

ú Ä�û9ü�ûóÐÒÎ�Þ7Í9Ñ7ÍPÓ7Ó7ÐÝÍ9Ñ7Í9Î�Ï�ÐÒÑýÔYÎ.Ó æ ê�ËøÛ~ÕþÞeÑßÍ4ÜÒÍ4ÿ�Ë~Î�Þ æ Õ ð Ñeé�Ü ð Ó7Ó7Í æ êYË ê�ÐÒÍ9Ó7Í	ê�ÐÒÍ � ÍPãâÉ�Ó7Í4Ü��Ï�ÐÝÑßèGÔYÎYÖ	ê�ÍPÓ1àGá�Ó�ÞßÍ4Ù ÓEÙÚÐÝÞ�ê�Í9Ñ��EÙwÏ�Í9Ü Þ1Ì>Í9ÓßãâÉYÑßÍ4ÐÒÌ.Í9ÎQä.àGÛ�ÜÒãâÉ�ÍeàGá�Ó�ÞßÍ4ÙÚÍýÎYÍ9ÎYÎ�ÞÙÚË�Î��	��
4í��

 Á�Ä*Äøü�������û��	Á Ä ��� Á Ä Ä Æ Ä�È���� Æ ûJÄ���Ä����jË�ÎçÕ<Ë�Ó7ÓØÞ�à�áGÓØÞ7Í9Ù ÔYÎ�ê��EÙÚÖ�Í4ÌYÔYÎ�Ö��9ÔÍ9ÐÝÎYÍ9Ù! EÌ>Í4ÑâÓØá�ÓØÞ7Í4Ù!�9Ô�ÓßË~ÙÚÙÚÍ4ÎQäPë¯Ó�ÐÝÎ�ÞßÍ4ÑßÍ9ÓßÓØÐÒÍ4Ñ7Þ/êYË�ÎYÎýÎYÐ]ãâÉ�Þ êYË�Ó"�1ÙÚÖ�Í4Ì�ÔYÎYÖ�ÓßÓ7áGÓØÞ7Í9Ù æÓ7Û�Î�êYÍ4ÑßÎçÎGÔYÑEêYË�ÓEàGá�Ó�ÞßÍ4ÙbÓ7Í4ÜÒÌ�ÓØÞ�ÔYÎ�êøÓØÍ9ÐÝÎ�Íýé/Ü ð ÓßÓØÍ#�9ÔYÑ$�EÙwÏ�Í9Ü ÞPä

×EÌ�ÌYÐÝÜ]ê�ÔYÎ�Ö�%�ä'&�(�àGÐÒÙeÔYÜ]Ë�ÞßÐÝÛ�ÎòêYÍ4Ñ$�EÙwÏ�Í9Ü Þ1êYÔYÑßãâÉ*)EÐÒÜÝÕ<Ó7Ó7á�Ó�ÞßÍ4ÙÚÍ
%+%
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UWV5X Y[Z�\K]^]^\K_`Z�_ba`cedfa�\@g

hji$kFlml	kFn
ë�ÐÒÎYÍIoBîp
^qrq�
eÐ]Ó�ÞEÍ9ÐÝÎ Ó7ì.Ís�4Ð]Ë~ÜÒÐÒÓ7ÐÝÍ9ÑØÞßÍ9ÓK)1ÐÝÜÝÕ<Ó7Ó7á�Ó�ÞßÍ4ÙbÙÅÐÝÞ1ê�Í9Ù ÐÒÙ Õ?Û�ÜÒÖ�Í9Î�ê�Í9ÎòÖ�Í4Î�Ë�ÎYÎ�Þ7Í9Îë�ÐÒÖ�Í4Î.Ó7ãâÉ�Ë~ÕþÞ7Í9ÎQä
tNu Èv� Ä<wx�	Ä*Â¢ÂSÄ��

• Ë�ÌYÖ�ÍPÓ7ãâÉYÜÒÛ�ÓßÓ7Í4Î ⇒ dNl = 0

• ê�áGÎ�Ë�ÙÚÐÒÓßãâÉòË�ÌYÖ�ÍPÓ7ãâÉ�ÜÝÛ�Ó7Ó7Í4Î ⇒ dV = 0

• δA = 0 y êYË dV = dNl = 0 z
• δQ = TdS

• dU = δQ = TdS

• ×1Ô�Õ?Ö�Ë�Ì.Í+(�×EÔ�Õ?Î.Ë~ÉYÙÚÍ|{~×EÌYÖ�Ë~Ì>Í§ÿ�Û�Î �~} ÑßÙÚÍ4Í9ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ
�0� Â��"� Ä<��wx�	Ä*ÂSÂ¢Ä��

• Ë�ÌYÖ�ÍPÓ7ãâÉYÜÒÛ�ÓßÓ7Í4Î ⇒ dNl = 0

• Ë�ê�ÐÒË�Ì�Ë�ÞßÐÒÓßãâÉøË~ÌYÖ�Í9ÓßãâÉYÜÝÛ�Ó7Ó7Í4Î ⇒ δQ = 0

• δA = −pdV y êYË dNl = 0 z
• dU = δA = −pdV y êYË δQ = 0 z
• dS = 1

T
δQ = 0

• ×1Ô�Õ?Ö�Ë�Ì.Í+(���Û�ÜÝÔ�ÙÅÍ9Î�ÔYÎ.êSÑßÍ4ÿ�Í9ÑßÓ7ÐÒÌYÜÝÍ�×EÑßÌ.Í9Ð Þ Ë~Ô�Õ?Î�Í4ÉYÙÚÍ4Î�{�Ë~Ì�Ö�Í4Ì>Í4Î y Ë~Ü]Ó7Û
Í4ÐÒÎYÍÑßÍ4ÿ�Í4ÑâÓØÐÒÌYÜÒÍl×1Ñ7Ì>Í4ÐÝÞßÓ���ÔYÍ4ÜÒÜÝÍ z ä
� Ä Ä Â�� Ç Ä<��wx�	Ä*ÂSÂ¢Ä��	���/ÈÀÄ Ä ��Ä � Ä Ä Â�� Ç Ä<� Æs� Èdû"Ä��|�

• ê�áGÎ�Ë�ÙÚÐÒÓßãâÉòË�ÌYÖ�ÍPÓ7ãâÉ�ÜÝÛ�Ó7Ó7Í4Î ⇒ dV = 0

• Ë�ê�ÐÒË�Ì�Ë�ÞßÐÒÓßãâÉøË~ÌYÖ�Í9ÓßãâÉYÜÝÛ�Ó7Ó7Í4Î ⇒ δQ = 0

• δA = µldNl y êYË dV = 0 z
• dU = δA = µldNl y ê�Ë δQ = 0 z
• dS = 1

T
δQ = 0
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• ×EÔ�Õ?Ö�Ë~Ì>Í�(Qé�ÜÝÔ.Ó7Ó§ÿ�Û�Î>�VÍ9ÐÝÜ]ãâÉYÍ4ÎÊê�Í9ÑeàGÛ�Ñ7Þ7Í l Í9Ñ7ÙÚù�Ö�ÜÒÐÒãâÉYÍ9Î��+Ñ7Í9ÿ�Í9ÑßÓ7ÐÝÌ�ÜÝÍÅ×EÑßÌ.Í9Ð ÞâÓ	���Ô�Í4ÜÒÜÝÍuÕ ð ÑEãâÉ�Í4ÙÚÐÒÓßãâÉYÍ§×EÑßÌ>Í4ÐÝÞ9ä
��Û�ÜÝÔYÙÚÍ9Î���ÔYÎ�ê*�/Í4ÐÒÜÒãâÉYÍ9Îp��ÔYÍ4ÜÒÜÒÍlÏ�Í4Ñâê�Í9ÎòË�ÜÒÓ���ï5��
4ôþ÷��5�4îp
^qrq�
4í��9Ô�Ó7Ë�ÙÚÙÅÍ9ÎYÖ�Í4Õ<Ë�ÓßÓ�ÞPä
�# �¡S �¢x£"¤F¥F¦8§�å ÐÝÍPÓØÍEê�ÑßÍ4Ð�¨�Ô�Í4ÜÒÜÝÍ9ÎÅÖ�Í4Î ð Ö�Í4Î��4ÔYÑ¯à�ÞßÍ4ÔYÍ9Ñ7Ô�ÎYÖýË~ÜÒÜÝÍ9Ñ�Í^©GÞ7Í9Î�Ó7ÐÝÿ�Í4Î���Ë~ÑßÐÒË-�ÌYÜÒÍ4ÎQä
ª¬«®­ kF¯
°S±�² 
 ïEÓ7ÐÝÎ.ê³¨�ÔYÍ4ÜÒÜÒÍ4Î æ ê�ÐÝÍ�ÓØÛ�Ö�ÑßÛ�´EÓ7ÐÝÎ.ê æ ê�Ë�ÓßÓQÐÒÉYÑF��Û�Ñ7ÑâË�Þ/Ë�Î§ÐÝÎ�ÎYÍ4ÑßÍ4Ñ/ë�ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ y Î�Ë~É�Í5�4Ô zÔYÎ�Í4ÑâÓ7ãâÉYù�ì�µ�Ð]ãâÉçÐ]Ó�Þ y�¶ Í4Ð]ÓØìYÐÒÍ4Ü·(��EÙwÏ�Í9Ü Þ z ä
tNu Èv��¸�¹Aº�»
ë�ÐÒÎ �~} Ñ7ÙÚÍ4Ì.Ë�ê Ì>Í9Ó7Ð Þ�� Þ�è�Û�Î�ÓØÞßË�Î�Þ7Í¼�/Í4ÙÚì>Í4ÑâË�Þ7Ô�Ñ æ ÜÝÍ9ÐÒÓØÞ7Í4Þ�è�Í9ÐÝÎ�Í
×EÑßÌ.Í9Ð ÞòÔYÎ�ê$Ü } Ó7ÓØÞË�Ô�ãâÉ�è�Í4ÐÒÎYÍ4Î*�/Í4ÐÒÜÒãâÉYÍ9Î�Ë~Ô.Ó�ÞâË~Ô�ÓßãâÉ��9Ô�(

∆Q = ∆U = T∆S

å Í4ÎYÎF( ¶ Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÍ�Í9ÐÝÎøÍ4Î.ê�ÜÝÐ]ãâÉYÍPÓEàGá�Ó�ÞßÍ4Ù ÙÚÐÝÞ��VÍ9ÙÚì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑ
T
(

∂T

∂U
= φ(U, V,Nl)

½ ÔYÎ�(
φ(λU, λV, λNl) =

∂T (λU, λV, λNl)

∂(λU)

=
1

λ

∂T (U, V,Nl)

∂U

=
1

λ
φ(U, V,Nl)

å Ë~Ì>Í4ÐQÏ�Ô�Ñßê�ÍuÌ>Í4ÎGÔ�Þ�� Þ æ êYË�ÓßÓ T É�Û�ÙÚÛ�Ö�Í4Îçÿ�Û�Ù¿¾lÑâË�êYÍ ½ ÔYÜÒÜQÐÒÓØÞ9ä
×1ÜÒÓ7Ûp(

lim
λ→∞

∂T

∂U
(λU, λV, λNl) = 0

À Í�ÙÚÍ9ÉYÑ�Ù Ë~Î Ë~Ü]ÓØÛÚêYË�ÓBà�áGÓØÞ7Í9Ù ÿ�Í4ÑßÖ�Ñßù�´�Í9ÑØÞ æ ÔYÙ Ó7ÛwÖ�Í4ÑßÐÝÎ�Ö�Í4ÑBÏ�ÐÒÑßêòê�ÐÒÍ§×EÌYÉ } ÎYÖ�ÐÒÖ�è�Í4ÐÝÞê�Í9ÑH�/Í4ÙÚì>Í4ÑâË�Þ7Ô�Ñ�ÿ�Û�Îçê�Í9Ñ¯ë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍ } Î.ê�Í4ÑßÔYÎYÖ��~Õ ð Ñ�ÔYÎYÍ9Î�ê�ÜÒÐÒãâÉ�Ö�ÑßÛ�´�ÍS¨�Ô�Í4ÜÒÜÝÍ9Î æ êQä ÉQä�Õ ð Ñ¶ } êYÍ4Ñ æ Ð]ÓØÞ1ê�ÐÝÍf�/Í4ÙÚì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑ } Î�ê�Í9Ñ7ÔYÎ�Ö ½ Ô�ÜÝÜ ä
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�0��Â �"��¸<��¹Aº�»
ë�ÐÒÎÃ��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4ÎGÌ�Ë�êÅÌ>Í9Ó7Ð Þ�� Þ¯è�Û�Î�ÓØÞßË�Î�Þ7Í4Î å Ñ7Ô.ãâèeÔYÎ�êÚÜ } ÓßÓØÞ Ï�Í9êYÍ4Ñ8�/Í4ÐÒÜÒãâÉ�Í4Î��VÎ�ÛGãâÉ �~} ÑÄ�ÙÚÍ9Ë~Ô.Ó�ÞâË~Ô�ÓßãâÉ��9ÔQä

⇒ AR = ∆U = −pdV

å Í9ÎYÎ�( ¶ Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7ÍlÍ4ÐÒÎøÍ4Î�ê�ÜÒÐ]ãâÉYÍ9ÓEàGá�ÓØÞ7Í9Ù ÙÚÐ Þ å ÑßÔ�ãâè
p
(

∂p

∂U
= φ′(U, V,Nl)

½ ÔYÎF(
φ′(λU, λV, λNl) =

∂p(λU, λV, λNl)

∂(λU)

=
1

λ

∂p(U, V,Nl)

∂U

=
1

λ
φ′(U, V,Nl)

å Ë�Ì.Í9ÐQÏ�ÔYÑâê�ÍuÌ.Í9Ñ ð ãâèGÓ7Ð]ãâÉ�ÞßÐÝÖ�Þ æ êYË�Ó7ÓBì y Ï�ÐÒÍf� z ÉYÛ�ÙÅÛ�Ö�Í9Îçÿ�Û�Ù¿¾lÑâË�ê�Í ½ Ô�ÜÝÜQÐ]ÓØÞ9ä
×EÜ]ÓØÛÅÕ?Û�ÜÝÖ�ÞBÏ�ÐÒÍ9êYÍ4Ñ�(

lim
λ→∞

∂p

∂U
(λU, λV, λNl) = 0

À ÍlÙÚÍ4ÉYÑ�Ù Ë~ÎòêYË�Ó�àGá�ÓØÞ7Í4Ù�Õ?Û�ÜÝÖ�ÜÝÐ]ãâÉ	ÿ�Í4ÑßÖ�Ñßù�´�Í9ÑØÞ æ ÔYÙ Ó7ÛeÖ�Í9Ñ7ÐÒÎYÖ�Í4Ñ¯Ï�ÐÒÑâêçê�ÐÒÍl×1ÌYÉ } ÎYÖ�ÐÒÖ-�è�Í9Ð Þýê�ÍPÓ å ÑßÔ�ãâè�Ólÿ�Û�Îóê�Í4Ñ§ë¯ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ�ä�é ð Ñ§ÔYÎ�Ó7Í4Ñ0��Û�ÜÝÔ�ÙÅÍ9ÎGÌ�Ë�êjÕ?Û�ÜÒÖ~ÞýêYË~É�Í4Ñ æ ê�Ë�ÓßÓ§ê�Í4Ñå ÑßÔ�ãâèçÓØÞ7Í4ÞßÓ�è�Û�Î�ÓØÞßË�Î�Þ�ÌYÜÒÍ4ÐÒÌ�ÞPä
� ¸ Ä�Â � Ç ¸<��¹Aº�»
ë�ÐÒÎ³�/Í4ÐÒÜÒãâÉYÍ9ÎGÌ�Ë�êuÌ>Í9Ó7Ð Þ�� Þ Í4ÐÒÎýè�Û�Î�ÓØÞßË~Î�ÞßÍ9ÓVãâÉ�Í4ÙÚÐÒÓßãâÉYÍPÓQñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~Ü·�s��Û�ÜÝÔ�ÙÅÍ9Î�Ë~ÑßÌ>Í4ÐÝÞ/ÔYÎ�ê�~} ÑßÍ4Ù Ë~Ô.Ó�ÞâË~Ô�ÓßãâÉ�Ó7ÐÝÎ.êçÎYÐ]ãâÉ�ÞEÙÚù�Ö�ÜÒÐ]ãâÉQä

⇒ AC = ∆U = µl∆Nl

å Í9Ñ ½ Ë�ãâÉGÏ�Í4Ð]Ó æ êYË�ÓßÓ1ê�Ë�ÓlãâÉYÍ4ÙÚÐ]Ó7ãâÉYÍwñ Û~Þ7Í9Î�Þ7Ð]Ë~Ü ê�Í9Ó ¶ Ë�ê�ÍPÓEè�Û�Î�ÓØÞßË�Î�ÞlÌYÜÒÍ4ÐÒÌ�Þ æ Í4Ñ7Õ?Û�ÜÒÖ~ÞÍ^©YË~è�ÞEË~Î.Ë~ÜÒÛ�ÖW�4ÔYÙ ½ Ë�ãâÉ�Ï�Í4Ð]Ó�Õ ð Ñ
p
Ô�Î�ê

T æ êYË Ë~Ô.ãâÉ µl É�Û�ÙÚÛ�Ö�Í4Îòÿ�Û�ÙÅ¾lÑßË�ê�Í ½ ÔYÜÒÜÐÒÓØÞ9ä��jË~ÎòÍ4ÑâÓØÍ4Þm�9ÍlÐÒÎ ê�Í4ÎI¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Ô�ÎYÖ�Í9Î�Í9ÐÝÎ�Õ<Ë�ãâÉ
T y Ìp�4Ï§ä p z êYÔYÑßãâÉ µl ä
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UWV�T ÍÎgAÏfÐH\KÑ"ÑF\�ÒÔÓ�ÕÅÒÔÖ#×ÇÓ5ÒÔÖØ]^\@g¿ÙÅg�Ú�\KÓ�Õ"Ñ"ÖfZ�Ñ�Ú�\KZ�Õ"\
� ÐÒÑ�Ì.Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Í9Î�Í9ÐÝÎjàGá�ÓØÞ7Í9Ù

Σ
ÙÚÐÝÞ1×EÎ�Õ<Ë�ÎYÖ�Óm�4Ô.Ó�ÞâË~Î�ê

Xa Ô�Î�êòë�Î�ê��9Ô�Ó�ÞâË~Î�ê Xe ä
⇒ Ue − Ua = ∆UΣ = ∆A+ ∆Q

⇒ Se − Sa = ∆SΣ

ë¯ÓËÛ.Î�ê�Í ÞlË~Ü]ÓØÛÅë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ5��ÔYÎ�êòë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ9Ë�Ô�ÓØÞßË~Ô.Ó7ãâÉ�ÙÅÐÝÞ1ê�Í9Ñ$�EÙÚÖ�Í9ÌYÔYÎYÖ	ÓØÞßË~ÞØÞ9ä
Ü È|ºpÝ�¸��lë¯Ó�Ö�ÐÒÌ�Þ æ Ï�ÐÒÍ�ÓßãâÉYÛ�Î Õ?Ñ ð ÉYÍ9Ñ�Í9Ñ7Ï } É�Î�Þ æ ÙÚÍ9ÉYÑ7Í9Ñ7ÍS��Ô.Ë�Ó7ÐÒÓØÞßË~Þ7Ð]Ó7ãâÉYÍ1ñ�Ñ7Û+�4ÍPÓ7Ó7Í1ÿ�Û�Î

Xa �9Ô Xe ä å Û�ãâÉøË~Ô�Õ Ï�Í4Ü]ãâÉYÍ4Ù � Í4ÖÚÐ]Ó�Þ1êYÐÝÍý×1Ñ7Ì>Í4ÐÝÞßÓßË~Ô�Ó7Ì>Í4Ô�ÞßÍlÙ Ë-©GÐÒÙ Ë~ÜrÞ
ß �+û�à � Èdû�� � ÐÒÑ�è�Û�ìYì.Í9ÜÝÎøêYË�ÓBà�áGÓØÞ7Í9Ù Ë~ÎòÍ4ÐÒÎYÍ �~} ÑßÙÚÍs��ÔYÍ9ÜÝÜÒÍ

W
ÔYÎ�ê�Í4ÐÒÎYÍ§×EÑßÌ.Í9Ð ÞâÓ	���Ô�Í4ÜÒÜÝÍ

A y ÓØÐÒÍ4ÉYÍ§×1ÌYÌYÐÒÜÒê�Ô�ÎYÖ�%�äâá z ä

×1ÌYÌYÐÒÜÒê�Ô�ÎYÖ�%�äâá�(�ã>Ô�Ñ�ÙÚË-©�ÐÝÙ Ë~ÜÒÍ4Îø×EÑßÌ>Í4ÐÝÞßÓßË~Ô�Ó7Ì.Í9Ô�Þ7Í
å Ë~ÙÚÐÝÞEÖ�ÐÒÜ Þ�(

• ∆AΣ = −∆AA

• ∆QΣ = −∆QW

å Ë~ÑâË~Ô�Ó�Õ?Û�ÜÝÖ�Þs(
∆UΣ = ∆AΣ + ∆QΣ = −∆AA − ∆QW

�1Î�êòÏ�Í9Ð ÞßÍ4Ñ�(
∆QW =

∫ Se
W

Sa
W

TW dSW

=

∫ Sa
W +∆SW

Sa
W

TW dSW

∆S = ∆SΣ + ∆SW + ∆SA

= ∆SΣ + ∆SW ≥ 0
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∆SA
ÐÒÓØÞ ½ ÔYÜÝÜ æ ê�Í4Î�Îçê�ÐÒÍ�×EÑßÌ>Í4ÐÝÞßÓ���Ô�Í4ÜÒÜÝÍlÐÒÓØÞ�Í9ÐÝÎ�Í1ÑßÍ4ÿ�Í9ÑßÓ7ÐÒÌYÜÝÍS¨�Ô�Í4ÜÒÜÝÍ+��Õ?Û�ÜÝÖ�ÜÝÐ]ãâÉ è�Ë~ÎYÎçêYÐÝÍë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍBÎYÐ]ãâÉ�Þ®�9ÔYÎYÍ4É�ÙÅÍ9Î æ ê�Í9ÎYÎÅË�Ô�Õ�ê�Í4Ùeå ð ãâèGÏ�Í9Ö�Ù ð Ó7ÓØÞ7ÍBÓ7ÐÝÍ�æØËuêYË~Î�ÎÅË�ÌYÎYÍ4É�ÙÅÍ9ÎQäå ËýÏ�ÐÝÑ¯êYÐÝÍEÙ Ë-©GÐÒÙ Ë~ÜÒÍE×EÑßÌ.Í9Ð ÞâÓ7Ë�Ô�Ó7Ì.Í9Ô�Þ7ÍEÓ7Ô�ãâÉYÍ9Î æ Ó7Û�ÜÒÜ�Ë~Ü]Ó7Û −∆AΣ

Ù Ëv©�ÐÝÙ Ë�ÜYÏ�Í9ÑßêYÍ4ÎQä

−∆AΣ = ∆AA = −∆UΣ − ∆QW

= −∆UΣ −
∫ Sa

W +∆S−∆SΣ

Sa
W

TW dSW

= −∆UΣ −
∫ Sa

W −∆SΣ

Sa
W

TW dSW −
∫ Sa

W +∆S−∆SΣ

Sa
W −∆SΣ

TW dSW

½ ÔYÎ
ÐÒÓØÞlË�Ì.Í9Ñ�Ó7Û�Ï�Û�ÉYÜ
∆UΣ

Ë~Ü]Ó1Ë~Ô.ãâÉ
∆SΣ

Õ?Í9ÓØÞ�ÿ�Û�ÑßÖ�Í9Ö�Í4Ì>Í4Î æ êYË Ï�ÐÒÑl×1Î�Õ<Ë~Î�Ö�ÓÄ��ÔYÎ�êë�Î�ê��9Ô�ÓØÞßË~Î.êeÕ?ÍPÓ�Þ�ÿ�Û�ÑßÖ�ÍPÓ7ãâÉ�Ñ7ÐÒÍ4Ì>Í4ÎýÉ.Ë~Ì>Í4ÎÚÔYÎ�êÅÜÒÍ9ê�ÐÒÖ�ÜÒÐÒãâÉÚê�Í9Î0çØÖ ð Î�Ó�ÞßÐÝÖ�Ó�ÞßÍ4Î � Í9Övè æ ê�ä ÉQäê�Í4ÎøÙÚÐÝÞ1ê�Í4Ñ�Ù Ëv©�ÐÒÙ Ë~ÜÒÍ4Î ×EÑßÌ.Í9Ð ÞâÓ7Ë�Ô�Ó7Ì.Í9Ô�Þ7Í æ ÓØÔ�ãâÉ�Í4ÎQä å ä ÉQä�ê�ÐÒÍ§Í4ÑâÓ�ÞßÍ4ÎòÌ.Í9ÐÒêYÍ4Î��/Í4ÑßÙÅÍê�Í4Ñ�ÑßÍ9ãâÉ�Þ7Í9ÎwàGÍ4ÐÝÞ7Í�ÓØÐÒÎ�êeÌ.Ís� ð Ö�ÜÝÐ]ãâÉf��Ë~ÑßÐ]Ë�Þ7ÐÒÛ�Î�Í4Îeê�ÍPÓ � Í4Ö�Í9Ó�Ó�ÞßÍ ÞâÓVè�Û�Î�ÓØÞßË�Î�ÞPä å Í4Ñ ê�ÑßÐ Þ7Þ7ÍàGÔYÙÚÙ Ë~Î�êÚÐ]ÓØÞ�Ë~Ü]Ó�é�ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î	ÿ�Û�Î
∆S ≥ 0

ÿ�Ë~ÑßÐ]Ë~Ì>Í4Ü ä � Í9Ö�Í9Î
TW ≥ 0

ÐÒÓØÞ�êYË�Ó3é;Î�Þ7Í9Ö�ÑâË~ÜË~Ì>Í4ÑlË~Ô�Õ�æ�Í9êYÍ4Î
é.Ë~ÜÒÜ/ì>Û�Ó7Ð ÞßÐÝÿ+ä å Ë�ÙÅÐÝÞ�Ð]ÓØÞ −∆AΣ
Ù Ë-©GÐÒÙ Ë~Ü æ Ï�Í4ÎYÎ�êYË�Ó�é;Î�ÞßÍ4Ö�ÑßË�Ü ½ ÔYÜÒÜÏ�ÐÝÑâê æ ê�ä ÉQäYÌ>Í4Ð ∆S = 0

ä
å ÐÒÍý×EÑßÌ.Í9Ð ÞâÓ7Ë�Ô�ÓØÌ>Í4ÔYÞ7Í§Ð]Ó�ÞEÙ Ëv©�ÐÒÙ Ë~Ü�Ì>Í4ÐQÑßÍ4ÿ�Í4ÑâÓØÐÒÌYÜÒÍ4Ñ�ñ�Ñ7Û+�4ÍPÓ7ÓØÕ ð ÉYÑßÔYÎYÖ æ êQä ÉQä ∆S = 0

ä

UWVÄê ëìÖfÑFíAî�Ó^_b\K_`Z�_baðïñgA\KÓ^Ñ�ò�gAÏfÐH\KÑ"ÑF\
ó º Æ � Ç/Ä �"¸
ë�ÐÒÎYÍ��
Ë�ÓßãâÉYÐÝÎ�ÍçÏBË~Î�ê�Í9Ü ÞÚÍ4ÐÒÎYÍòë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ4Õ?Û�ÑßÙ(ÐÒÎ¨Í9ÐÝÎ�Í�Ë~Î.ê�Í4ÑßÍçÔYÙ æ Û�É�ÎYÍòÓ7Ð]ãâÉ�ÓØÍ9ÜÝÌ.Ó�ÞêYË~Ì>Í4ÐF�4Ô } Î�ê�Í9Ñ7ÎVä
ô@õ�ö@õm÷ ø lml	ù3kFúûkFümn$kFý>þ�i¿ÿ��$k�¯�ú�� ­�� n��®úûümý	�
�$k"n��
�Aý	����üÄn�kFn
�BÉYÍ4ÑßÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë~ÙÚÐ]Ó7ãâÉ	Ö�Í9Ó7Í4ÉYÍ9ÎçÐ]Ó�Þ�Í9ÐÝÎ��jË�ÓßãâÉYÐÒÎYÍ�Í9ÐÝÎ�����
��4ô�
^qrq'
 �����|� ÷ 
�� æ êYË�Ó�ÿ�Í4ÑâÓ7ãâÉYÐÒÍ^�ê�Í4Î�ÍÚé�Ü ð ÓßÓØÍÚÐÒÎYÍ4ÐÒÎ�Ë~Î.ê�Í4Ñ§ÔYÙwÏ�Ë�Î�ê�Í9Ü Þ y �~} Ñ7ÙÚÍÚÐÒÎÊ×1Ñ7Ì>Í4ÐÝÞ æ ×1Ñ7Ì>Í4ÐÝÞýÐÒÎ �~} Ñ7ÙÚÍ z ä å ÐÝÍ�EÎGÿ�Í9Ñ } Î�ê�Í9Ñ7ÜÒÐÒãâÉ�è�Í4ÐÝÞ�êYÍ4Ñ$�jË�Ó7ãâÉYÐÒÎYÍuÍ4Ñ7Õ?Û�Ñâê�Í9ÑØÞBÍ4ÐÒÎYÍ4Î��wïm
4ô ���>ïm���s
^��� ä
� ¸��A� Ä û Ä�� �
�~} ÑßÙÚÍ4èGÑßË~ÕþÞ7Ù Ë�ÓßãâÉYÐÒÎYÍ�(�Ï�Ë�Î�ê�Í9Ü Þ �~} Ñ7ÙÚÍuÐÝÎ ×1Ñ7Ì>Í4ÐÝÞEÔYÙ
�~} ÑßÙÚÍ4ìYÔYÙÚì>Í�(�ÏBË~Î�êYÍ4ÜÝÞ�×1Ñ7Ì>Í4ÐÝÞEÐÒÎ �~} Ñ7ÙÚÍuÔYÙ
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¶ Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7Í4Î�Ï�ÐÝÑ§Í9ÐÝÎ�Í4Î$#uÑ7Í9ÐÒÓ7ìYÑßÛ��9Í9ÓßÓ4ä+×EÜ]Ó ¶ Í4Ð]ÓØì�ÐÝÍ9Ü�Ï } ÉYÜÒÍ4ÎóÏ�ÐÝÑ§Ï�ÐÒÍ9ê�Í9Ñ§ÔYÎ�Ó7Í4ÑýÍ9Ì.Í9Îÿ�Í4ÑßÏ�Í9Î�ê�Í ÞßÍ9Ó�àGá�ÓØÞ7Í4Ù y ×EÌ�ÌQä�%Yä á z äYé ð Ñ�Í4ÐÒÎYÍ9Î%#uÑßÍ4Ð]Ó7ìYÑ7Û+�4ÍPÓ7Ó�Ö�ÐÒÜ Þ�( ∆UΣ = 0
ä

å Ë~ÑâË~Ô�Ó�Õ?Û�ÜÝÖ�Þs(
∆AΣ = −∆QΣ ⇒ −∆AA = ∆QW =

∫ Sa
W +∆SW

Sa
W

TW dSW ≥ 0

� Í4Ö�Í4Î
∆SΣ = 0 y Í9ÓEÉ�Ë~Î�êYÍ4ÜÝÞ�ÓØÐ]ãâÉ�æØËÚÔYÙ Í4ÐÒÎYÍ4Î&#uÑßÍ4Ð]ÓØìYÑßÛ��9Í9ÓßÓ z ÔYÎ�ê Ó7Û�ÙÚÐÝÞ ∆SW =

∆S ≥ 0
ÐÒÓØÞ1êYË�Ó@é;Î�ÞßÍ4Ö�ÑßË�Ü>ì>Û�Ó7ÐÝÞ7ÐÒÿ>ä.×EÜ]ÓØÛÚÐ]Ó�Þ

∆AΣ ≥ 0
ÔYÎ�ê

∆QΣ ≤ 0
ä

� ÐÒÑ�É�Ë~ÜÝÞ7Í9ÎòÕ?Í9ÓØÞs(
é ð Ñ�Í4ÐÒÎYÍ4Î%#uÑßÍ4Ð]ÓØìYÑßÛ��9Í9ÓßÓ¯ÙÚÐÝÞ�Î�Ô�ÑØ
 ôþí�
�� �~} ÑßÙÅÍ9Ì�Ë�ê�ÔYÎ�ê¬
4ôþí�
4ïw×EÑßÌ>Í4ÐÝÞßÓ���Ô�Í4ÜÒÜÝÍuÖ�ÐÒÜÝÞs(
∆AΣ ≥ 0 æ ∆QΣ ≤ 0

ä��jË~ÎóÙeÔ.Ó7Ó§Ë�ÜÒÓ7Ûò×1Ñ7Ì>Í4ÐÝÞýÐÒÎóê�ÐÒÍÃ�jË�ÓßãâÉYÐÒÎYÍ Ó�ÞßÍ9ãâè�Í4Î æ ÔYÙ ê�Í4Î
#uÑ7Í9ÐÒÓ7ìYÑßÛ��9Í9ÓßÓ�Ë�Ù('VË�Ô�Õ?Í4Î��4ÔøÉ�Ë�Ü ÞßÍ4ÎQäå ÐÒÍ*�EÙeÏBË~Î.ê�ÜÝÔ�ÎYÖ
ÿ�Û�Î�×1Ñ7Ì>Í4ÐÝÞÅÐÒÎ �~} Ñ7ÙÚÍòÐÒÓØÞwÿ�Û�ÜÒÜÒÓØÞ } Î�ê�ÐÒÖ
ÙÚù�Ö�ÜÝÐ]ãâÉ æ ê�Í4Î�Î�Í9ÓwÖ�ÐÒÌ�Þê�ÐÒÍ9Ó7Ì.Ís� ð Ö�ÜÝÐ]ãâÉ�è�Í4ÐÒÎYÍ0)EÐÒÎ�ê�Í9Ñ7ÎYÐ]ÓßÓØÍuÐÒÎòÛ.ä Ö.ä ¶ Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÔYÎYÖ�ä
ë¯ÓýÐÒÓØÞeÏ�Ð]ãâÉ�ÞßÐÝÖ æ êYË�Óýë�Ñ7Ö�Í4ÌYÎ�ÐÒÓýË�Ô�ãâÉÊÐÝÎ�ÞßÔYÐ ÞßÐÝÿ>�4ÔÊÿ�Í4ÑâÓ�ÞßÍ4ÉYÍ9ÎQä ½ Í9ÉYÙÚÍ4ÎÊÏ�ÐÒÑeê�Í4ÎUÔ�Ù³�Ö�Í4è�Í9ÉYÑ7Þ7Í4Î
ñ�Ñ7Û+�4ÍPÓ7ÓuË~ÎF( å Ë�Ó �~} ÑßÙÅÍ9Ì�Ë�ê
Ö�ÐÒÌ�Þ �~} ÑßÙÚÍÚË�ÎóêYÐÝÍÃ�jË�Ó7ãâÉYÐÒÎYÍÚË~ÌQä å ÐÒÍ9Ó7Í�~} Ñ7ÙÚÍ ÓØÛ�ÜÝÜ¯Î�Ô�Îóÿ�Í4ÑßÏ�Í9Î�ê�Í4ÞuÏ�Í4Ñâê�Í9Î æ ÔYÙ ×EÑßÌ.Í9Ð ÞØ�9ÔÊÜÝÍ9ÐÒÓØÞ7Í9Î æ ê�ä ÉQäQÐÒÎSê�ÐÒÍ	×EÑßÌ.Í9Ð ÞâÓ	���ÔYÍ9ÜÝÜÒÍS�9Ô�ÓØÞ7ÍPãâè�Í4ÎVä å Ë~Ì>Í4Ð�Í9Ñ7Ö�ÐÝÌYÞ�Ó7ÐÒãâÉòË~Ì>Í4Ñ�Õ?Û�ÜÒÖ�Í9Î�ê�Í9Ó�ñ�ÑßÛ�Ì�ÜÝÍ9Ù�(YàGÛ�Ì�Ë~Ü]êçêYÐÝÍ �~} ÑßÙÚÍÿ�Û�Ù �~} Ñ7ÙÚÍ9Ì�Ë�êòÐÒÎjê�ÐÝÍ³�jË�ÓßãâÉYÐÒÎYÍ§Ö�Í5µ�Û�ÓßÓØÍ9Î�Ð]ÓØÞ æ Ð]ÓØÞ�ê�ÐÒÍýë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ§ÐÒÎjê�Í4Ñ �jË�ÓßãâÉYÐÒÎYÍÉYù�ÉYÍ4Ñ�Ë~Ü]Ó�ÿ�Û�Ñ7ÉYÍ9Ñ9ä ½ ÔYÎ
Ó7Û�ÜÒÜVê�ÐÒÍ9Ó7Í �~} ÑßÙÚÍ§ÐÝÎ�×EÑßÌ.Í9Ð Þ1Ô�ÙÅÖ�Í4ÏBË~Î�êYÍ4ÜÝÞEÏ�Í9Ñßê�Í9ÎQä å Ë~Ì>Í4ÐÓ7ÐÝÎ�è�ÞeË�Ì.Í9Ñ0�4ÏBË~ÎYÖ�ÓØÜ } Ô�Û�Ö�Ï�ÐÒÍ9êYÍ4Ñýê�ÐÒÍ ë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ ÐÒÎÊêYÍ4ÑØ�jË�Ó7ãâÉ�ÐÝÎYÍ æ êYË ∆S

ÿ�Û�Î
∆QË�ÌYÉ } Î�Ö~Þ æ ÎYÐ]ãâÉ�ÞuË~Ì>Í4Ñlÿ�Û�Î ∆A

ä å ÐÒÍw×1Ñ7Ì>Í4ÐÝÞßÓ���ÔYÍ4ÜÒÜÒÍwÏ�ÐÒÑßê
Ë~Ì>Í4Ñ1ÙÚÐÝÞ§à�ÐÒãâÉYÍ9Ñ7É�Í4ÐÝÞ�è�Í9ÐÝÎ�Íë�Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÝÍýË�Ô�Õ?ÎYÍ9ÉYÙÚÍ4Î æ êYË ÓØÐÒÍ§è�Í9ÐÝÎ�Í �~} ÑßÙÅÍýË�Ô�Õ?ÎYÐÒÙÚÙýÞ9ä+×EÜ]Ó7Û ÎYÐÝÙÚÙeÞ1Ì.Í9ÐÝÙÅ�4Ï�Í4ÐÝÞ7Í9Îà�ãâÉ�Ñ7ÐÝÞØÞEê�ÐÒÍ§ë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍuÏ�ÐÝÍPê�Í4ÑEË�Ì��Yê�ÐÒÍ9ÓBè�Ë~Î�ÎøË�Ì.Í9ÑBÎYÐÒãâÉ�Þ1Ó7Í4ÐÒÎQä��EÙ ê�Í4Î&#uÑßÍ4Ð]ÓØì�Ñ7Û+�4Í9ÓßÓê�Û�ãâÉÊÙÚù�Ö�ÜÝÐ]ãâÉ��4ÔUÙ Ë�ãâÉ�Í4Î æ Ù ð ÓßÓ�ÞßÍçê�ÐÒÍ	ë�Î�Þ7ÑßÛ�ì�ÐÝÍ9ÌYÐÝÜ]Ë~Îp�çêYË�êYÔYÑßãâÉÊÏ�ÐÒÍ9ê�Í9ÑwË�Ô�ÓØÖ�Í4Ö�ÜÝÐ��ãâÉYÍ9Î Ï�Í9ÑßêYÍ4Î æ êYË�ÓßÓ�Í9ÐÝÎÇ�/Í4ÐÒÜ>êYÍ4Ñ �~} Ñ7ÙÚÍEÐÒÎ	Í9ÐÝÎ	è } Ü ÞßÍ4ÑßÍ9Ó ¶ Ë�ê�µ�ÐÝÍs´�Í9Î èdË�ÎYÎQä å ÐÒÍ9Ó�ÓØÛ�ÜÝÜÎGÔYÎòÌ.Í9É�Ë~Î.ê�Í4ÜÝÞEÏ�Í9ÑßêYÍ4ÎQä
ô@õ·ö@õ*) + ü	k-, « ¯púûk .@¯��"/mÿ�ú0�®ý	�
��ümn$k
1 È � ¹ Â ¸��~� ½ Ë�ãâÉ\Û�ÌYÐÒÖ�Í4Ù ¶ Í9ÐÒÓ7ìYÐÒÍ4ÜlÓ7ãâÉYÍ9ÐÝÎ�Þ	ÍPÓ ÔYÎYÙÚù�Ö�ÜÝÐ]ãâÉ:�4Ô Ó7Í4ÐÒÎ æ Í4ÐÒÎYÍ �~} Ñ7ÙÚÍ5�è�ÑâË�ÕþÞßÙ Ë�ÓßãâÉYÐÝÎ�ÍS�9ÔòÌ.Ë~ÔYÍ9ÎQä
2 ¸<�+û4Èvº Â ¸ 
 »"¸<¸ �9ÔYÑ3'Vù�Ó7ÔYÎYÖÅê�ÐÝÍPÓØÍPÓ¯ñ¯Ñ7Û�ÌYÜÝÍ9Ù Ó¯Ð]Ó�ÞBê�ÐÒÍS��Í9Ñ7Ï�Í4Î�êYÔYÎYÖýÿ�Û�Î4�658
4ô �~} Ñm�ÙÅÍ9Ì } êYÍ4ÑßÎQä
¶ Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7Í4Î�Ï�ÐÝÑ�Í9ÐÝÎ�Í4Î&#uÑ7Í9ÐÒÓ7ìYÑßÛ��9Í9ÓßÓ�ê�ÍPÓEàGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ó Σ

(
å Ë�ÓlàGá�Ó�ÞßÍ4Ù

Σ
ÐÒÓØÞlË�Îjê�ÐÝÍ��EÙwÏ�Í9Ü ÞlÖ�Í4è�Û�ìYì>Í4ÜÝÞ9ä ¶ Í9Ð7#uÑßÍ4Ð]Ó7ìYÑ7Û+�4ÍPÓ7Ó7Í4ÎòÖ�ÐÒÜ Þ�( ∆SΣ = 0

äå Ë�Ó¯ÐÝÙÚìYÜÒÐ��9ÐÝÍ9ÑØÞ�ÎYÛ�ãâÉ	è�Í9ÐÝÎ�Í�å�Í4ÿ�Í4ÑâÓØÐÒÌYÐÒÜÝÐÝÞ } Þ æ êYË§ÉYÐÒÍ4Ñ7Õ ð Ñ 0 = ∆S = ∆SΣ +∆SUmweltÖ�Í4ÜÝÞ7Í4ÎòÙ ð Ó7ÓØÞ7Í�ä
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×EÌ�ÌYÐÝÜ]ê�ÔYÎ�Ö�%�ä 8�(�ë�Î�Þ7ÑßÛ�ì�ÐÝÍ9Îòê�Í9Ñ1àGá�Ó�ÞßÍ4ÙÚÍ
×EÔ�Ó

∆UΣ = 0
Õ?Û�ÜÒÖ~Þ�( −∆AΣ = ∆QΣ =

∮
δQΣ

ä
éYÍ9Ñ7ÎYÍ9Ñ�Ö�ÐÒÜ Þ�(

0 = ∆SΣ ≥
∮

1
TΣ
δQΣ = 1

TΣ
∆QΣ

ä
½ ÔYÎ Ð]ÓØÞ¯Í9Ó�Ï ð Î�Ó7ãâÉ�Í4Î�Ó7Ï�Í9ÑØÞ æ êYË�ÓßÓ δQΣ

Î.Ë�ãâÉÃ� ù�Ö�ÜÝÐ]ãâÉYè�Í4ÐÝÞ Ï } É�Ñ7Í9Î�êÚê�Í9Ó�Ö�Ë~Î��9Í4ÎÚñ�ÑßÛ-��4ÍPÓ7Ó7Í9Óeì.Û�ÓØÐÝÞ7ÐÒÿÊÐÒÓØÞ æ êYË~ÙÚÐÝÞ −AΣ
ÙÚù�Ö�ÜÝÐ]ãâÉ�ÓØÞeÖ�ÑßÛ�´ Ï�ÐÒÑßêQä�×1Î�ê�Í4ÑßÍ4ÑâÓ7Í4ÐÝÞßÓýÐ]ÓØÞÅê�ÐÒÍ9ÓÅË~Ì>Í4ÑÏ�Í9Ö�Í9Î

0 ≥
∮

1
TΣ
δQΣ

ÎYÐ]ãâÉ�ÞBÙÚù�Ö�ÜÒÐÒãâÉQä
ß � Æ à³¸�Ý"�lë¯ÓBÖ�ÐÒÜ Þ�(

dSΣ = 1
TΣ
δQΣ

ä

ë¯ÐÝÎ\Ö�Í9Ö�Í4Ì>Í4Î�Í4Ñ �~} Ñ7ÙÚÍ5µ�Ô�ÓßÓeÞßÑßË�Î�Ó7ì.Û�ÑØÞßÐÝÍ9ÑØÞeÔ�ÙÚÓ7ÛóÙÅÍ9ÉYÑÅë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ æ æ�ÍòÖ�Í4ÑßÐÒÎYÖ�Í9Ñwê�ÐÒÍ�/Í4ÙÚì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑ�ÐÒÓØÞ æ Ì.Í9ÐVê�Í4ÑEêYÐÝÍPÓ�Ö�ÍPÓ7ãâÉYÐÒÍ4É�ÞPä

 »�¸�¸ �9ÔYÑ �~} ÑßÙÚÍ4èGÑâË�ÕþÞ7Ù Ë�Ó7ãâÉYÐÒÎYÍ+(�é ð ÉYÑßÍøê�Í4Ù à�áGÓØÞ7Í9Ù Ë~ÔYÕlê�Í9Ù:9�Ñ7Ì�Ð Þ Ì>Í4Ð�ÉYÛ�ÉYÍ4Ñ�/Í4ÙÚì>Í4ÑâË�Þ7Ô�Ñ/ÿGÐÒÍ4Ü �~} ÑßÙÚÍ8�4ÔeÔYÎ�êýÍ9Î�Þm�4ÐÒÍ4É�Í�Ë�Ô�ÕYÍ4ÐÒÎYÍ4Ù Ë�Î�ê�Í9Ñ7Í9ÎØ�VÍ9ÐÝÜ�ê�ÍPÓ"9�ÑßÌYÐÝÞßÓÏ�ÐÒÍ9ê�Í9Ñ �~} ÑßÙÚÍuÌ.Í9Ð�Þ7ÐÒÍ Õ?Í9Ñ7Í9Ñ$�VÍ9ÙÅì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑ y ×1ÌYÌQä�%Yä ; z ä
å Ë�ÙÚÐ ÞÚÏ�ÐÝÑâêSÖ�Í4Ï } ÉYÑßÜÒÍ4Ð]Ó�ÞßÍ Þ æ êYË�ÓßÓÅê�Í4ÑÚë�Î�Þ7ÑßÛ�ì�ÐÝÍPË~Ô�Ó7Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉSê�Í9Ó àGá�ÓØÞ7Í9ÙÚÓÅÙÚÐÝÞÅÍ9ÐÝÎYÍ9ÙÙÚù�Ö�ÜÒÐ]ãâÉ�Ó�Þ�èGÜÒÍ4ÐÒÎYÍ4Î���Í4ÑßÜÝÔ.Ó�ÞEÿ�Û�Î �~} ÑßÙÅÍ9Í4ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ�ÿ�Û�ÑEÓØÐ]ãâÉ�Ö�Í4É�Þ y Û�ÌYÐÝÖ�Í4Ñ<#§Ë�ÓØÞ7Í9Î z ä

×EÌYÌYÐÒÜ]ê�ÔYÎYÖ�%Yä ;�(�é�ê�Í4Í§ê�Í9Ñ �~} ÑßÙÅÍ9èGÑßË~ÕþÞ7Ù Ë�ÓßãâÉYÐÒÎYÍ
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×1ÌYÌYÐÒÜÒê�Ô�ÎYÖ�%�äâ%�(��BÉYÍ9Û�ÑßÍ ÞßÐÒÓßãâÉYÍ �~} ÑßÙÅÍ9èGÑßË~ÕþÞ7Ù Ë�ÓßãâÉYÐÒÎYÍ
¨�Ô�Ë�Î�Þ7ÐÝÞßË�ÞßÐÝÿÚÕ<Ë�Ó7Ó7Í4ÎòÏ�ÐÒÑ1êYË�Ó�Ó7Û y ×1ÌYÌQä�%Yä % z (ë¯ÓuÓ7Í4ÐÒÍ4Î

W1
ÔYÎ�ê

W2
�~} ÑßÙÚÍ4Ì } ê�Í4Ñ æ A Í9ÐÝÎYÍÚ×EÑßÌ>Í4ÐÝÞßÓ���Ô�Í4ÜÒÜÝÍ�ä å Ë~Î�Î
Ö�ÐÒÜÝÞ æ Ï�ÐÝÍPê�Í4ÑßÔYÙÔYÎ�ÞßÍ4ÑEê�Í9ÑE×EÎYÎ�Ë�ÉYÙÚÍ§Í4ÐÒÎYÍ9Ó<#uÑßÍ4Ð]Ó7ìYÑ7Û+�4ÍPÓ7Ó7Í9Ós(
∆AΣ + ∆QΣ,1 + ∆QΣ,2 = ∆UΣ = 0

×1Ô�´�Í9Ñßê�Í9Ù*(
∆AΣ = −∆AA æ ∆QΣ,i = −∆QWi

y i ∈ {1, 2} z ä å ÐÒÍ³¾lÍ9ÓßË~ÙeÞ7Í4Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÝÍÐ]Ó�ÞEêYË�ÎYÎ�(

∆S̃ = ∆SW1 + ∆SW2 + ∆SΣ + ∆SA

= ∆SW1 + ∆SW2

=
1

T1
∆QW1 +

1

T2
∆QW2 ≥ 0

å Ë~Ì>Í4Ð�Ï�ÔYÑâê�Í	Ì>Í4ÎGÔ�Þm�4Þ æ êYË�Ó7Ó ∆SΣ = 0
Ö�ÐÝÜÝÞ æ Ï�Í9ÐÝÜ�Í9ÓÅÓØÐ]ãâÉUÔYÙ Í9ÐÝÎYÍ9Î>#uÑßÍ4Ð]ÓØìYÑßÛ��9Í9ÓßÓÉ�Ë�Î�ê�Í9Ü Þ��YË~Ô�´�Í4Ñâê�Í4Ù Ö�ÐÝÜÝÞ

∆SA = 0 æ êYË ê�ÐÒÍ§×EÑßÌ.Í9Ð ÞâÓm��ÔYÍ9ÜÝÜÒÍ§ÑßÍ4ÿ�Í9ÑßÓ7ÐÒÌ.Í9Ü>Ð]ÓØÞ9ä×1Ô�ÓBÛ�ÌYÐÒÖ�Í9Î*¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉGÔYÎYÖ�Í4Î�Õ?Û�ÜÒÖ~Þs(

∆AA = −∆QW1 − ∆QW2

≤ −
(

1 − T2

T1

)
∆QW1

= −η∆QW1 y %Yä�& z
η
Ì>Í5�9Í4Ð]ãâÉYÎYÍ4ÞEÉYÐÝÍ9Ñ7Ì>Í4Ð/ê�Í4Î@?òôþïBA�î�í	Cv�DC�ïBE ² ê�Í9Ñ �~} ÑßÙÅÍ9èGÑßË~ÕþÞ7Ù Ë�ÓßãâÉYÐÒÎYÍ�ä

� ÐÒÑ�Ì>Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7Í4Î�ÎGÔYÎ æ Ï�Ë�Ó1ÐÒÙªé�Ë�ÜÝÜÒÍeÍ9ÐÝÎ�Í4Ñ0�VÍ9ÙÚì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑâê�ÐGF>Í9Ñ7Í9Î�� |T2 − T1| > 0
Ö�Í^�ÓßãâÉYÐÒÍ4É�Þ9ä
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I�J Ü º Â�Â �

T2 < T1
å Ë�ÓÅÉYÍ9Ð�´�Þs(

η > 0 ⇒ ∆QW1 < 0 æ ê�Ë~ÙÚÐ Þ	êYË�ÓÅà�áGÓØÞ7Í9Ù Ë~Ô�ãâÉÏ�ÐÝÑßèGÜÝÐ]ãâÉø×EÑßÌ.Í9Ð Þ1Ë�ÌYÖ�ÐÒÌ�Þ æ êQä ÉQä ∆AA > 0
ä

� Í9Ö�Í9Îòê�Í9ÑEë�Î�Þ7ÑßÛ�ì�ÐÝÍ9Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Ô�ÎYÖeÖ�ÐÝÜÝÞs(
∆QW2 ≥ −T2

T1
∆QW1 ⇒ ∆QW2 ≥ T2

T1
|∆QW1 |

KLJ Ü º Â�Â �
T1 < T2

å Ë�ÓBÉYÍ9Ð�´�Þs(
η < 0 ⇒ ∆QW1 > 0

ä
� Í9Ö�Í9Îòê�Í9ÑEë�Î�Þ7ÑßÛ�ì�ÐÝÍ9Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Ô�ÎYÖeÖ�ÐÝÜÝÞs(

∆QW1 ≥ −T1

T2
∆QW2 ⇒ ∆QW1 ≥ T1

T2
|∆QW2 |'QÍPê�ÐÝÖ�ÜÝÐ]ãâÉøê�ÐÝÍ#é;Î�êYÐ��9Í9Ó#&uÔYÎ�êIáwÏ�ÔYÑâê�Í4ÎøË~Ü]ÓØÛÅÿ�Í9ÑØÞâË~Ô�ÓßãâÉ�Þ9äM'QÛ�Ö�Ð]Ó7ãâÉF( å Ë�ÓBñ¯Ñ7Û�ÌYÜÝÍ9Ù Ð]Ó�ÞÓØáGÙÚÙÚÍ ÞßÑ7Ð]Ó7ãâÉVä

é�Ë��4ÐÝÞs(
é;Î.ÓØÖ�Í9ÓßË~ÙýÞÅÙeÔ�ÓßÓÚê�Í4Ù ¶ Ë�ê W+

ÙÚÐÝÞÚÉ�ù�ÉYÍ9Ñ7Í9Ñ��/Í4ÙÚì>Í4ÑâË�Þ7Ô�Ñ
T+

êYÐÝÍ �~} ÑßÙÚÍ
∆Q+Í9Î�Þm�4Û�Ö�Í9Î�Ï�Í4Ñâê�Í4Î�ÔYÎ�êøê�Í9Ù ¶ Ë�ê W−

ÙÚÐÝÞEÎYÐÝÍPê�ÑßÐÝÖ�Í4ÑßÍ4Ñ@�VÍ9ÙÅì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑ
T−

êYÐÝÍ �~} Ñ7ÙÚÍ
∆Q−

�9ÔYÖ�Í4Õ ð ÉYÑ7ÞBÏ�Í4Ñâê�Í9Î æ Ï�Û�Ì.Í9Ð�Ö�ÐÒÜ Þ�(
∆Q− ≥ T−

T+
|∆Q+|é ð Ñ�ê�ÐÝÍ#��Í9Ñ7ÑßÐÒãâÉ�ÞßÔYÎYÖÚÿ�Û�Î�×EÑßÌ>Í4ÐÝÞ1ÌYÜÒÍ4ÐÒÌ�Þ1êYË~Î�Îòê�Í9Ñ$�VÍ9ÐÝÜ

−∆AΣ ≤ (1 − T−
T+

)|∆Q+| = η|∆Q+|

ð ÌYÑ7ÐÒÖ æ Ô�Î�êòÍ^©YË~è�Þ�Ì.Í9ÐQÑßÍ4ÿ�Í9ÑßÓ7ÐÒÌYÜÝÍ9Ñ�ñ¯Ñ7Û+�4Í9ÓßÓØÕ ð ÉYÑßÔYÎYÖÅÕ ð ÑEê�Í9ÎN?òôþïBA~î�í�C-�OC�ïBE ²
η
(

η =
−∆AΣ

|∆Q+|
= (1 − T−

T+
)

�# �¡� �¢x£�¤�¥F¦" �¥3§

• å Í4ÑEÙ Ë-©GÐÒÙ Ë~ÜÒÍ � ÐÝÑßèGÔYÎYÖ�Ó7Ö�ÑâË�ê	É } ÎYÖ�ÞEË~Ü]ÓØÛÚÎGÔYÑ�ÿ�Û�Î T+
ÔYÎ�ê

T−
Ë�ÌQä

• ½ ÔYÑ³�9ÔSÍ4ÐÒÎYÍ9Ù ¶ ÑßÔ�ãâÉ�Þ7Í4ÐÒÜ η è�Ë~ÎYÎ �~} Ñ7ÙÚÍ	ÐÒÎ�×1Ñ7Ì>Í4ÐÝÞwÔYÙÚÖ�Í4ÏBË~Î�ê�Í9Ü ÞwÏ�Í9Ñßê�Í9ÎQäy�¶ ÍPË�ãâÉ�Þ7Í+( å ÐÝÍ��1ÙÚè�Í4É�Ñ7ÔYÎ�ÖòÐ]ÓØÞeÿ�Û�ÜÝÜ]Ó�Þ } Î�êYÐÝÖòÙÚù�Ö�ÜÒÐ]ãâÉ æ ê�Í9ÎYÎUÓØÛ�Î�Ó�ÞýÏ ð Ñßê�Í Í9ÐÝÎÓ7ÐÒãâÉøÌ>Í4Ï�Í4Ö�Í4Î�ê�Í9ÑK)EÛ�Ü'�4èGÜÒÛ~Þ���ÞßÑ7Û�Þm�0å�Í9ÐÝÌYÔ�ÎYÖ ÎYÐÒÍ �9ÔYÙ àGÞ7ÐÒÜÝÜ]Ó�ÞâË~Î�êòè�Û�ÙÚÙÚÍ4Î P z
• å ÐÝÍÚÖ�Í9ÓßË~ÙýÞßÍ4Îó×EÔ�ÓßÓ7Ë�Ö�Í9ÎjÖ�Í9Ü ÞßÍ4Î�í.î�ïÚÕ ð ÑQ#uÑßÍ4Ð]ÓØìYÑßÛ��9Í9ÓßÓØÍ æ ê�ä ÉQä+Õ ð Ñ§ì>Í4ÑßÐÝÛ�ê�Ð]ÓßãâÉË�Ñ7Ì>Í4ÐÝÞ7Í9Î�ê�Í0�jË�ÓßãâÉYÐÒÎYÍ4ÎVä �~} Ñ7ÍuêYË�Ó�×EÑßÌ.Í9Ð ÞâÓ7Ó7á�Ó�ÞßÍ4Ù Ë~Î �~} ÑßÙÚÍs��ÔYÍ9ÜÝÜÒÍ4ÎòË~Î�ÓØÞ7Í9Ü �ÜÒÍ�ÿ�Û�Î �~} Ñ7ÙÚÍ9Ì } ê�Í9Ñ7Î�Ö�Í4è�Û�ìYì>Í4ÜÝÞ æ Ó7Û
Ï ð Ñâê�Íøê�Í4Ñ � ÐÝÑßèGÔYÎYÖ�ÓØÖ�ÑßË�êÊÏ�Í9Ö�Í4Î¨ê�Í4Ñ��Í9Ñ7ÑßÐÝÎ�Ö�Í4ÑßÔYÎYÖÚê�Í9Ñ$�VÍ9ÙÅì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑâê�ÐRF+Í4ÑßÍ4Îp�lÌ>Í4Ð]ê�Í9Ñ �~} ÑßÙÚÍs��ÔYÍ4ÜÒÜÒÍ4ÎøË~Ì�Ó7ÐÝÎ�è�Í4ÎVä

ô@õ�ö@õ·ö + üÄk-, « ¯�ú�kTSSi�ú0S0k
ë�ÐÒÎYÍ �~} Ñ7ÙÚÍ9ìYÔYÙÚì.ÍÅÐ]Ó�Þuê�ÐÝÍW�EÙÚè�Í4ÉYÑßÔYÎYÖòê�Í4Ñ �~} ÑßÍ4ÙÚèGÑßË~ÕþÞ7Ù Ë�ÓßãâÉYÐÒÎYÍ�ä.×EÎ
ÐÒÉYÑuÙeÔ.Ó7Ó×EÑßÌ.Í9Ð Þ�ÿ�Í4ÑßÑ7Ð]ãâÉ�Þ7Í4Þ�Ï�Í4Ñâê�Í4Î æ ê�ÐÝÍEêYÍ4Ñ�×EÑßÌ>Í4ÐÝÞßÓ���Ô�Í4ÜÒÜÝÍ�Í9Î�Þ��4Û�Ö�Í4ÎÅÏ�Í4Ñâê�Í4ÎÅÙeÔ�ÓßÓ æ ÔYÙ �~} ÑÄ�ÙÚÍ§ÿ�Û�Î

W−
Î.Ë�ãâÉ

W+
�4ÔòìYÔYÙÚì>Í4ÎQä+àGÛ�ÙÚÐÝÞ1ê�Ñ7Í9ÉYÍ4ÎøÓ7ÐÒãâÉøê�ÐÒÍ0��Û�Ñ��4Í4Ð]ãâÉYÍ9Î�(
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∆Q+ > 0 y �jË�ÎøìYÔYÙÚì�Þ$�4Ô�ÑEÉYù�É�Í4ÑßÍ4Îb�/Í4ÙÚì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑ z
∆Q− < 0 y å ÐÒÍeêYË-�9Ô�Î�ù~Þ7ÐÒÖ�Í �~} Ñ7ÙÚÍ§Ó�ÞâË~ÙÚÙýÞEË�Ô�Ó�ê�Í4Ùbè } ÜÝÞ7Í4ÑßÍ4Î*å�ÍPÓØÍ9Ñ7ÿ�Û�ÐÒÑ z
∆AΣ > 0 æ ∆AA < 0 y ×EÑßÌ.Í9Ð ÞEÙwÔ�Ó7ÓBÐÒÎ�Ó1à�áGÓØÞ7Í9Ù Σ

Ö�Í9ÓØÞ7ÍPãâè�ÞBÏ�Í4Ñâê�Í9Î z� ÐÒÑ�É�Ë�Þ7Þ7Í9ÎòÐÒÙ ÿ�Û�ÑßÉYÍ4ÑßÐÒÖ�Í4ÎU#§Ë~ìYÐÝÞ7Í9Ü�Ö�Í9Ó7Í4É�Í4Î�(
−∆AΣ ≤ (1 − T−

T+
)(−∆Q+)

⇒ ∆AΣ ≥ (1 − T−
T+

)∆Q+

é.Ë-�4ÐÝÞs(
é ð Ñ�Í4ÐÒÎYÍ �~} ÑßÙÚÍ4ìYÔ�ÙÅì>Í§Ö�ÐÒÜÝÞs(

∆AΣ ≥ (1 − T−
T+

)∆Q+

å ÐÒÍ ÔYÎ�Þ7Í9Ñ7ÍçàYãâÉYÑßË�ÎYè�ÍÅÕ ð Ñwê�ÐÝÍ	Ë�ÎUê�Í4Ñ �~} Ñ7ÙÚÍ9ìYÔYÙÚì.Í ÿ�Í4ÑßÑ7Ð]ãâÉ�Þ7Í4Þ7Í ×EÑßÌ.Í9Ð ÞýÐ]ÓØÞeÔYÙ ÓØÛÖ�Í9Ñ7ÐÒÎYÖ�Í9Ñ æ æ�Í§èGÜÝÍ9ÐÝÎ�Í4ÑEê�Í9Ñ��VÍ9ÙÚì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑßÔYÎ�Þ7Í9ÑßÓßãâÉYÐÒÍ9êçêYÍ4Ñ�Ì>Í4Ð]ê�Í4Î ¶ } ê�Í9ÑBÐÒÓØÞ9äé ð Ñ�Ñ7Í9ÿ�Í9ÑßÓ7ÐÝÌ�ÜÝÍlñ�ÑßÛ��4ÍPÓ7ÓØÕ ð ÉYÑßÔYÎYÖÅÖ�ÐÒÜÝÞs(
∆AΣ = (1 − T−

T+
)∆Q+

ô@õ·ö@õWV ø ­ üD�"X���ÿ�üÄý	�
��kZY ¯�kFüÄý�SS¯��3þxkFý<ý�k
2¯Ä ¸ Â �[#1Û�Î�ÓØÞ7ÑßÔYè�Þ7ÐÒÛ�ÎçÍ9ÐÝÎ�Í4Ñ$�jË�Ó7ãâÉYÐÒÎYÍuÙÚÐ ÞEÖ�Ñ7ù+´~ÞßÙÅÛ�Ö�ÜÒÐÒãâÉ�Í4Ù � ÐÝÑßèGÔYÎYÖ�ÓØÖ�ÑßË�ê�ä
å Ë-�9ÔwÌ>Í ÞßÑßË�ãâÉ�ÞßÍ4ÎwÏ�ÐÝÑ�ê�Í9ÎÚÓ7Û�Ö�Í4Î�Ë�ÎYÎ�Þ7Í9Î�\]E�ï í��~÷*^*_Bïm�`��
^��� y à�Ë�ê�Ð�a�Ë�Ñ7Î�Û~Þ æ Õ?ÑâË~Î���ädñ�ÉGá+�Ó7ÐÝè�Í4Ñ���×EÌ�ÌQä�%�ä , z ä å Ë�Ì.Í9Ð.Ì>Í9ÓßãâÉYÑ } ÎYè�Í4ÎÚÏ�ÐÒÑ�ÔYÎ.Ó¯Ë~ÔYÕVê�ÐÝÍ ¶ Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÔYÎYÖýê�ÍPÓ1ïm
6bv
 ï�� ô��5q�
 íñ�ÑßÛ��9Í9ÓßÓØÍPÓ5(

Z0 → Z1 → Z2 → Z3 → Z0

é z Z0 → Z1
( å Ë�Ó ×EÑßÌ>Í4ÐÝÞßÓßÓØá�ÓØÞ7Í4Ù

Σ
Ï�ÐÝÑâêeË�ÎeÍ4ÐÒÎYÍB×EÑßÌ.Í9Ð ÞâÓm��ÔYÍ9ÜÝÜÒÍBÔYÎ�êeÍ4ÐÒÎ �~} Ñ7ÙÚÍ4Ì.Ë�êê�Í9Ñ$�VÍ9ÙÚì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑ

T1
Ö�Í9è�Û�ì�ì.Í9Ü Þ æ ê�Í4Ñ�ñ�ÑßÛ��9Í9ÓßÓBÿ�Í9Ñ7Ü } Ô�ÕþÞBÐ]ÓØÛ�Þ7ÉYÍ9Ñ7Ùøäémé z Z1 → Z2

(
Σ
Ì�ÜÝÍ9ÐÝÌ�Þ§Ë~Î�ê�ÐÝÍÚ×EÑßÌ>Í4ÐÝÞßÓ���Ô�Í4ÜÒÜÝÍÅÖ�Í9è�Û�ì�ì.Í9Ü Þ æ Ï�ÐÒÑßêÃæ�Í9ê�Û�ãâÉ
Ë�ê�ÐÒË�Ì�Ë�ÞßÐÒÓßãâÉÐ]ÓØÛ�ÜÝÐÒÍ4Ñ7Þ9ä

éméÄé z Z2 → Z3
( ½ ÔYÎ Ï�ÐÒÑâê

Σ
ÎYÍ4Ì>Í4ÎjêYÍ4ÑE×EÑßÌ>Í4ÐÝÞßÓ���Ô�Í4ÜÒÜÝÍýË�Ô�ãâÉ Ë~ÎòÍ4ÐÒÎ �~} Ñ7ÙÚÍ9Ì�Ë�êòê�Í4Ñ�/Í4ÙÚì>Í4ÑâË�Þ7Ô�Ñ

T2
Ö�Í4è�Û�ìYì>Í4ÜÝÞ æ ê�Í9Ñ�ñ�Ñ7Û+�4ÍPÓ7Ó�ÿ�Í9Ñ7Ü } ÔYÕþÞBÏ�ÐÒÍ9êYÍ4Ñ�Ð]ÓØÛ�Þ7ÉYÍ9Ñ7Ùøäé � z Z3 → Z0
(

Σ
ÌYÜÒÍ4ÐÒÌ�ÞjË~Î ê�ÐÝÍÊ×EÑßÌ>Í4ÐÝÞßÓ���Ô�Í4ÜÒÜÝÍÊÖ�Í9è�Û�ìYì.Í9Ü Þ æ Ï�ÐÒÑâê�æ�Í9êYÛGãâÉxÏ�ÐÝÍPê�Í4ÑË�ê�ÐÒË�Ì�Ë�ÞßÐÒÓßãâÉçÐ]Ó7Û�ÜÒÐÝÍ9ÑØÞPä
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×1ÌYÌYÐÒÜÒêYÔYÎYÖ�%�ä ,�(�a�Ë�Ñ7Î�Û~ÞÄ� ñ�ÑßÛ��9Í9ÓßÓ y Õ ð ÑEÐ]ê�Í9Ë�ÜÝÍPÓ$¾uË�Ó z
ÃwÄ�Â º���ü�Ý Â ¸ Ä � Ç ����Ý�¸<�H�
é;ÎYÎYÍ9Ñ7Íuë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ+(

é z ∆UΣ,I = ∆QΣ,I + ∆AΣ,I = −T1∆SW1 + ∆AΣ,IéÄé z ∆UΣ,II = ∆AΣ,IIéÄémé z ∆UΣ,III = ∆QΣ,III + ∆AΣ,III = −T2∆SW2 + ∆AΣ,IIIé � z ∆UΣ,IV = ∆AΣ,IV� ÐÝÑ�Ì>Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7Í4ÎòÉYÐÒÍ4Ñ�Í9ÐÝÎYÍ9Î&#uÑ7Í9ÐÒÓ7ìYÑßÛ��4ÍPÓ7Ó æ ê�ä ÉVä
IV∑

i=I

∆UΣ,i = 0

å Ë�ÑßË�Ô�Ó�Õ?Û�ÜÒÖ~Þ�(
∆AΣ =

∑

i

∆AΣ,i = T1∆SW1 + T2∆SW2

ë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ�(
¶ Í4Ð~ÑßÍ4ÿ�Í4ÑâÓØÐÒÌYÜÒÍ4Ñ+ñ�ÑßÛ��4ÍPÓ7ÓØÕ ð ÉYÑßÔYÎYÖËÛ�Î.ê�Í ÞVè�Í4ÐÒÎYÍ�ë�Î�Þ7ÑßÛ�ì�ÐÝÍ9ìYÑ7Û�ê�Ô�è�ÞßÐÝÛ�ÎlÓØÞßË~ÞØÞPäy å Ë~ÉYÍ9Ñ�Ö�ÐÒÜ ÞEË�Ô�ãâÉ�ÐÒÎ ê�Í4ÎøÛ�ÌYÐÝÖ�Í4ÎI¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉGÔYÎ�Ö�Í4Î ∆QΣ,i = −T∆SWi

ä zé z ∆SΣ,I + ∆SW1 = 0
ä y è�Í4ÐÒÎYÍ§ë�Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÝÍ9ìYÑßÛGêYÔYè�Þ7ÐÒÛ�Î P zéÄé z ∆SΣ,II = 0 æ ê�Ë δQ = 0

ÐÒÓØÞ1ÔYÎ�êjÏ�ÐÝÍPê�Í4ÑßÔYÙ è�Í4ÐÒÎYÍ§ë�Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÝÍeìYÑ7Û�ê�Ô���4ÐÒÍ4Ñ7Þ�Ï�Í9Ñßê�Í9Îòê�Ë~Ñ7Õ�ä
éÄémé z ∆SΣ,III + ∆SW2 = 0

ä
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é � z ∆SΣ,IV = 0

ä
¶ Í ÞßÑßË�ãâÉ�ÞßÍ4ÎjÏ�ÐÒÑýêYË��4Ô
Î�ÛGãâÉ�ÙÚË�ÜÒÓlÖ�Ë~Î��wÖ�Í4Î.Ë~Ô æ ÏBË�ÓlÑ7Í9ÿ�Í9ÑßÓ7ÐÝÌ�ÜÝÍýñ¯Ñ7Û+�4Í9ÓßÓÄ�Õ ð ÉYÑßÔYÎYÖeÉYÍ4Ð'´~Þ�( å ÐÝÍEë¯Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÒÍ4ìYÑßÛ�ê�ÔYè�Þ7ÐÒÛ�ÎÚÐ]Ó�Þ ½ ÔYÜÒÜ ä � Í9ÎYÎ Ï�ÐÒÑ¯ÎGÔYÎ ÙÚÍ4É��ÑßÍ4ÑßÍ�Ö�Í4è�Û�ìYì>Í4ÜÝÞ7Í�à�áGÓØÞ7Í9ÙÚÍ�É.Ë~Ì>Í4Î æ êYË�ÎYÎÅê�Ë~Ñ7ÕYÕ?Û�ÜÒÖ�ÜÒÐÒãâÉwÐÝÎcA�
4ôþí�
6���/Í4ÐÒÜ]ÓØá�ÓÄ�Þ7Í9Ù ë�Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÝÍÚìYÑßÛ�ê�Ô��9ÐÝÍ9ÑØÞ§Ï�Í4Ñâê�Í4ÎQä å Í4ÎYÎÊÏ ð Ñâê�ÍÚÐÒÎóÍ9ÐÝÎ�Í4Ùñ�/Í4ÐÒÜÒÓ7á�Ó�ÞßÍ4Ùë�Î�Þ7ÑßÛ�ì�ÐÝÍ�ìYÑ7Û�ê�Ôp�4ÐÒÍ4Ñ7Þ y Ï�Û�ÉYÜÒÖ�Í9ÙÚÍ4Ñßè�Þ�( å Ë�Ó�É�Í4Ð'´~Þ æ êYË�Ó7Ó�ê�ÐÝÍ1ë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ1ÿ�Û�ÎË~ÜÒÜÒÍ4ÐÒÎYÍ æ ê�ä ÉQä+Û�ÉYÎYÍÅë�ÐÒÎGÏ�ÐÝÑßèGÔYÎYÖçÿ�Û�ÎjË�Î�ê�Í4ÑßÍ4Î��VÍ9ÐÝÜ]ÓØá�ÓØÞ7Í9ÙÅÍ9ÎjÍ4Î�ÞâÓ�ÞßÍ4É�Þ`P z æÓ7ÛçÙ ð Ó7ÓØÞ7ÍwÐÝÎjÍ9ÐÝÎ�Í4ÙªË~Î.ê�Í4ÑßÍ4Î��/Í4ÐÒÜÒÓ7á�Ó�ÞßÍ4Ù ë�Î�Þ7ÑßÛ�ì�ÐÝÍ y ÿ�Û�Î
Ë~ÜÒÜÒÍ4ÐÒÎYÍdP z ÿ�Í4Ñm�ÎYÐ]ãâÉ�Þ7Í ÞýÏ�Í4Ñâê�Í9ÎQä å ÐÒÍ9ÓýÐÒÓØÞeË~ÜÒÜÝÍ9ÑßêYÐÝÎYÖ�ÓlÔYÎYÙÚù�Ö�ÜÝÐ]ãâÉ æ Û�É�ÎYÍ	êYË�Óuñ Û�Ó�ÞßÔYÜÒË~ÞØáê�ÍPÓ�ÙÚÛ�ÎYÛ�Þ7Û�ÎYÍ4Î � Ë�ãâÉ�ÓØÞ7Ô�ÙÚÓ�ê�Í4Ñ�ë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ��9Ô ÿ�Í9Ñ7ÜÒÍ Þ��4Í4ÎVä�àGÛ�ÙÅÐÝÞ¯Ö�ÐÝÜÝÞ¯Õ ð ÑË~ÜÒÜÒÍS�/Í4ÐÒÜÒÓ7á�Ó�ÞßÍ4ÙÚÍEÔYÎ�ê Õ ð Ñ�Ë�ÜÝÜÒÍ1×1Ì�Ó7ãâÉ�ÎYÐ Þ7Þ7Íuê�Í9Óe#uÑ7Í9ÐÒÓ7ìYÑßÛ��9Í9ÓßÓØÍPÓ æ êYË�Ó7Ó�ê�ÐÒÍìYÑßÛ�ê�Ô��4ÐÒÍ4Ñ7Þ7Íuë�Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÝÍuÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉ ½ ÔYÜÒÜQÐ]Ó�ÞPä
¶ Í4ÐÒÙf#uÑßÍ4Ð]ÓØì�Ñ7Û+�4Í9ÓßÓ�Ö�ÐÒÜ Þ�(

∑

i

∆SΣ,i = 0

å Ë~ÑâË~Ô�Ó�Õ?Û�ÜÝÖ�Þs(
∆SW1 + ∆SW2 = 0å Ë�ÓuÏBË~ÑýË~Ô.ãâÉóÓßãâÉYÛ�Î�ÐÝÎ�ÞßÔYÐ ÞßÐÝÿ�èGÜÒË�Ñs( � Í4ÎYÎÊè�Í4ÐÒÎYÍÚë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ ìYÑßÛGêYÔ��4ÐÒÍ4Ñ7ÞÏ�Í4Ñâê�Í4Î êYË�ÑØÕ æ ê�Ë~ÎYÎ è�Ë~Î�Î Í9Ó ÜÒÍ9ê�ÐÒÖ�ÜÒÐ]ãâÉ\ë¯Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÒÍ^µ ð ÓßÓ7Í Ö�Í4Ì>Í4ÎVä å ËSê�ÐÒÍë�Î�Þ7ÑßÛ�ì�ÐÝÍBÐÒÎÅê�Í9Ñ®�jË�ÓßãâÉYÐÒÎYÍ�Ì>Í4Ð-æ�Í9ê�Í9Ù å Ô�ÑßãâÉYÜ]Ë~ÔYÕ.è�Û�Î�ÓØÞßË~Î�Þ ÓØÍ9ÐÝÎÚÓØÛ�ÜÝÜGÔYÎ.êê�ÐÒÍ ë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍÚÐÝÙ(×EÑßÌ.Í9Ð ÞâÓØÑßÍ9Ó7Í4Ñßÿ�Û�ÐÝÑuÓØÐ]ãâÉóÍ4Ì>Í4Î�Õ<Ë�ÜÝÜ]ÓuÎYÐ]ãâÉ�Þ } Î�ê�Í4Ñ7Þ æ Ì�ÜÝÍ9ÐÝÌ�ÞË~Ü]Ó7ÛÅÎGÔYÑ�Í9ÐÝÎøé�ÜÝÔ.Ó7ÓK�9Ï�ÐÒÓßãâÉYÍ9Îòê�Í9ÎøÌ.Í9ÐÒê�Í9Î �~} ÑßÙÅÍ9Ì } êYÍ4ÑßÎ ð ÌYÑßÐÒÖ�ä

�jË�Î�Í9Ñ7É } ÜÝÞ�Ó7Û�ÙÚÐÝÞ�ÐÝÎ�Ó7Ö�ÍPÓ7Ë�ÙýÞ�(
∆AΣ =

(
1 − T2

T1

)
(−∆QΣ,I)

= −η ∆QΣ,I

½ ÔYÎwÌ>Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7Í4ÎwÏ�ÐÝÑ�ê�Í9ÎÅé.Ë~ÜÒÜ
T2 < T1 æ ê�ä ÉQä ∆QΣ,I > 0

ä å Í4Ùzà�áGÓØÞ7Í9Ù Ï�ÐÒÑßê �~} ÑßÙÅÍ�9ÔYÖ�Í4Õ ð ÉYÑ7Þs�+Í9Ó�Õ?Û�ÜÒÖ~Þ�(
∆AΣ < 0 æ ê�ä ÉQäQêYË�ÓuàGá�ÓØÞ7Í4Ù Ö�ÐÒÌ�Þu×1Ñ7Ì>Í4ÐÝÞýË~ÌQä���Í9Ñ7Ö�ÜÝÍ9ÐÒãâÉ�Þ�Ù Ë�ÎË�ÜÒÓ7Û êYË�Ó�ë¯Ñ7Ö�Í4ÌYÎYÐ]ÓEê�ÍPÓ�ÑßÍ4ÿ�Í9ÑßÓ7ÐÒÌYÜÝÍ9Î&a�Ë�Ñ7Î�Û~ÞÄ� ñ�ÑßÛ��9Í9ÓßÓØÍPÓ�ÙÚÐÝÞ�ê�Í9Ñ�Þ7ÉYÍ9Û�ÑßÍ ÞßÐÒÓßãâÉøÖ�Ñßù�´~ÞßÍ4Î×1Ñ7Ì>Í4ÐÝÞßÓßË~Ô�Ó7Ì>Í4Ô�ÞßÍ y ¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉGÔYÎ�Ö�%�ä'& z æ Ó7ÛÚÓØÐÒÍ4É�ÞEÙ Ë~Î�(

å ÐÒÍ y ÑßÍ4ÿ�Í4ÑâÓØÐÒÌYÜÒÍ z a�Ë~ÑßÎYÛ~Þm���
Ë�ÓßãâÉYÐÝÎ�Í1ÜÒÐÝÍ4Õ?Í4Ñ7Þ1ê�ÐÝÍ§Ö�Ñ7ù+´~ÞßÙÅù�Ö�ÜÒÐÒãâÉ�Í�×EÑßÌ>Í4ÐÝÞßÓßË~Ô�Ó7Ì.Í9Ô�Þ7Í�ä
�# �¡S �¢x£"¤F¥F¦8§ ×EÜÒÜÒÍeñ�ÑßÛ��9Í9ÓßÓØÍ§Ù ð Ó7Ó7Í4Î ÑßÍ4ÿ�Í4ÑâÓØÐÒÌ>Í4Ü æ Ë~Ü]ÓØÛçÐÝÎ�Ó7Ì>Í9Ó7Û�Î�ê�Í9Ñ7Íf��Ô�Ë�ÓØÐ]ÓØÞßË�ÞßÐÒÓßãâÉË~Ì�ÜÒË�Ô�Õ?Í4Î æ êYËøË~Î�ê�Í9Ñ7Í9Î�Õ<Ë~ÜÒÜ]Ó ½ Ð]ãâÉ�Þm� ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�ÞâÓ	� ñ�ÑßÛ��9Í9ÓßÓØÍeêYÐÝÍ ë�Î�ÞßÑ7Û��ìYÐÒÍ1Í9Ñ7ÉYù�ÉYÍ4ÎVä<¨�Ô�Ë�ÓØÐ]Ó�ÞâË�ÞßÐÒÓßãâÉwÉ�Í4Ð'´~Þ�Ë�Ì.Í9Ñ æ êYË�ÓßÓ¯êYÍ4Ñ�æ�Í9Ï�Í9ÐÝÜÒÐÒÖ�ÍEñ�ÑßÛ��9Í9ÓßÓ�ÔYÎ��Í4Î.ê�ÜÝÐ]ãâÉçÜ]Ë~Î�Ö�Í�ê�Ë~ÔYÍ9ÑØÞPä�å�ÍPË~ÜÒÍS�jË�Ó7ãâÉ�ÐÝÎYÍ9Î	Ü]Ë~Ô�Õ?Í9Î	ÐÝÎ�Í4Î�êYÜÝÐ]ãâÉYÍ4Ñ$ã>Í9Ð Þ æ Ó7ÐÒÎ�êÓ7Û�ÙÚÐ Þ�Î�ÐÒãâÉ�Þ8��Ô�Ë�Ó7Ð]Ó�ÞâË�Þ7Ð]ÓßãâÉeÔYÎ�êÚêYË�ÉYÍ4Ñ�Ë�Ô�ãâÉÅÎYÐÒãâÉ�Þ�ÑßÍ4ÿ�Í4ÑâÓØÐÒÌ.Í9Ü ädë¯Ó¯è�Û�ÙÅÙeÞÕ?Û�ÜÒÖ�ÜÒÐ]ãâÉjÐÝÙÚÙÚÍ4Ñ#�9ÔYÑuë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ4ìYÑßÛ�ê�ÔYè�Þ7ÐÒÛ�Î
ÔYÎ�ê
ê�Ë~ÙÚÐ Þ#�4ÔóÍ4ÐÒÎYÍ9Ñ�ë�ÑßÎYÐÒÍ9ê<�ÑßÐÝÖ�ÔYÎYÖ ê�Í9Ó � ÐÒÑßè�Ô�ÎYÖ�Ó7Ö�ÑâË�êYÓ9ä



,�Á .0/$13254�687:9<;>=@?A?�68B�6DCFE3C�4�6HGI6KJAL�M"687F7F68BNM�B�OQP@R�OS68T
ô@õ�ö@õ·ô + kF¯ þhg¬kFü ÿ�kNi-�®i�S�ÿ�ý=��ÿ�þ ­ k�¯kjl��k�¯pú0� ­<� n��®ú üO.
å ÐÒÍ§Í4Ì>Í4ÎøÖ�Í4Ï�Û�ÎYÎYÍ9ÎYÍ4Î�ë�Ñßè�Í4Î�Î�ÞßÎYÐ]Ó7Ó7ÍuÜÒË�Ó7Ó7Í4ÎøÓØÐ]ãâÉøÓØÛÅÕ?Û�ÑßÙeÔ�ÜÝÐÒÍ4ÑßÍ4Î�(
K J"mIº��Tn�û Æ º�ûPüI»"¸�È � Ç ¸�Èv� � »"���"º�� ÄWo
å ÑßÍ4Ð } ��Ô�ÐÝÿ�Ë~ÜÒÍ4Î�ÞßÍlé�Û�ÑßÙeÔYÜÒÐÝÍ9Ñ7Ô�ÎYÖ�Í9Î�(
y Ð z ë�ÐÒÎYÍ �~} ÑßÙÅÍ9èGÑßË~ÕþÞ7Ù Ë�ÓßãâÉYÐÒÎYÍK�4Ï�Ð]Ó7ãâÉ�Í4ÎÇ�9Ï�Í9Ð �~} ÑßÙÚÍ4Ì } ê�Í4ÑßÎ É�Ë~Þ�Ù Ëv©�ÐÒÙ Ë~Ü.êYÍ4Î� ÐÒÑ7èGÔYÎYÖ�ÓØÖ�ÑßË�ê

η = 1 − T−
T+

ä
y ÐÝÐ z �~} ÑßÙÚÍeè�Ë~Î�ÎjÎYÐ]ãâÉ�Þlÿ�Û�Î
ÓØÍ9ÜÝÌ.Ó�Þlÿ�Û�Ù è } ÜÝÞ7Í9Ñ7Í9Î��4Ô�Ù ÉYÍ4Ð'´�Í9Ñ7Í9Î�#1ù�Ñ7ì>Í4Ñ�µ�ÐÝÍs´�Í9Î æÛ�ÌGÏ�Û�ÉYÜ�ê�ÐÒÍ9ÓBè�Í4ÐÒÎ � ÐÒê�Í9ÑßÓ7ìYÑßÔ�ãâÉ��9ÔYÙ Í9ÑßÓØÞ7Í9Î�)�Ë~ÔYìYÞßÓßË�Þm�§Ï } ÑßÍ�ä y a�ÜÒË�Ô�ÓØÐÒÔ�Ó z
y ÐÒÐÝÐ z ë¯Ó1ÐÒÓØÞEÔYÎYÙÚù�Ö�ÜÝÐ]ãâÉ æ Í9ÐÝÎ�Íýì.Í9Ñ7ÐÒÛ�ê�Ð]Ó7ãâÉYÍf�
Ë�ÓßãâÉYÐÝÎ�Í0�4ÔøÌ�Ë~Ô�Í4Î æ ê�ÐÝÍ§Î�ÐÒãâÉ�ÞßÓ�Ë~Î�êYÍ4ÑßÍ9ÓÞ7ÔYÞ æ Ë~Ü]ÓVÍ9ÐÝÎYÍ9Ù �~} ÑßÙÅÍ9Ì�Ë�ê �~} Ñ7ÙÚÍ3�9ÔýÍ4Î�Þ��4ÐÒÍ4ÉYÍ9ÎýÔYÎ�êwêYË~Ì>Í4ÐG×EÑßÌ.Í9Ð Þ��4ÔýÜÒÍ4Ð]ÓØÞ7Í4ÎVäy ñ¯ÜÒË�Î�ãâè æ #uÍ4ÜÒÿ�ÐÒÎ z

�# �¡� �¢x£�¤�¥F¦" �¥3§

• ë�ÐÒÎ ñ Í4Ñßì.Í4Þ7ÔYÔ�Ù � Û�ÌYÐÝÜÒÍ¬&�ä ×EÑ7Þ æ ê�ä ÉQä�Í9ÐÝÎ�Í Í4Ï�ÐÒÖÊ×1Ñ7Ì>Í4ÐÝÞ	ÜÒÍ4Ð]Ó�ÞßÍ4Î�ê�ÍI�jË�Ó7ãâÉ�ÐÝÎYÍÛ�ÉYÎYÍ§ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍs�4Ô�Õ?Ô�ÉYÑ æ Ï�ÐÒÑâê�ê�Ô�ÑßãâÉøê�Í4ÎøÍ9ÑßÓØÞ7Í9Î�)�Ë~ÔYì�ÞâÓ7Ë~Þm�§ÿ�Í4ÑßÌ.Û�Þ7Í4ÎVä
• ë�ÐÒÎ
ñ Í9Ñ7ì>Í ÞßÔYÔYÙ � Û�ÌYÐÝÜÒÍ�áYä ×1ÑØÞ æ ê�ä ÉQä+Í4ÐÒÎYÍ��jË�ÓßãâÉYÐÒÎYÍ æ ê�ÐÝÍwÎYÐ]ãâÉ�ÞâÓ�Ë�Î�ê�Í9Ñ7ÍPÓBÞ7Ô�Þ æË�ÜÒÓ �~} Ñ7ÙÚÍøÐÝÎ ×EÑßÌ>Í4ÐÝÞ	ÔYÙW�4ÔGÏ�Ë�Î�ê�Í9ÜÝÎ æ Ï�ÐÒÑßê\ê�ÔYÑâãâÉ ê�Í4Î:�4Ï�Í4ÐÝÞ7Í9Î:)�Ë~ÔYì�ÞâÓ7Ë~Þm�ÿ�Í4ÑßÌ.Û�Þ7Í4ÎVä

å ÐÒÍu×EÔ�ÓßÓ7Ë�Ö�Í y Ð z É.Ë~Ì>Í4ÎçÏ�ÐÒÑ�Ì.Í9Ñ7Í9Ð ÞâÓ�Û�Ì.Í9ÎçÖ�Í5�4Í9ÐÝÖ�Þ æ ÐÝÙ�Õ?Û�ÜÝÖ�Í4Î�êYÍ4Î�Ó7Û�ÜÒÜ>Î�Ô�Î�ê�ÐÒÍqpK��Ô�Ð �ÿ�Ë~ÜÒÍ4Î��§ê�Í9ÑEË~Î�ê�Í9Ñ7Í9Îò×1Ô�ÓßÓ7Ë�Ö�Í4ÎòÖ�Ís�4Í9ÐÝÖ�Þ�Ï�Í4Ñâê�Í4ÎVä
å ÐÒÍ�×1Ô�ÓßÓ7Ë�Ö�Í y ÐÝÐ z Õ?Û�ÜÝÖ�Þ�ê�ÐÒÑ7Í9è�Þ�Ë~Ô.Ó y Ð z ä å Í4ÎYÎ ç�ÿ�Û�ÎýÓ7Í4ÜÒÌ�Ó�ÞÄè�ÉYÍ4Ð'´~Þ�Û�ÉYÎYÍ�×EÑßÌ.Í9Ð ÞâÓØÜÒÍ4Ð]Ó�ÞßÔYÎYÖÔYÎ�êÊÛ�ÉYÎYÍr#�Û�ìYì�ÜÝÔYÎ�Ö ÙÅÐÝÞwÍ9ÐÝÎ�Í4Ù ê�Ñ7ÐÝÞØÞßÍ4Î �~} Ñ7ÙÚÍ9Ì�Ë�ê�ä�àGÛ�ÙÚÐÝÞwÖ�ÐÒÜÝÞs(

δQ+ + δQ− =
dU = 0 æ êYËÚêYË�Ó$¾lÍPÓ7Ë�ÙýÞâÓØá�ÓØÞ7Í4Ù ÐÒÓ7Û�ÜÒÐÝÍ9ÑØÞ�Ð]Ó�ÞPäYéYÍ9Ñ7ÎYÍ9Ñ�Ö�ÐÒÜ Þ�(

dS =
1

T+
δQ+ +

1

T−
δQ− ≥ 0

å Ë�ÑßË�Ô�Ó�Õ?Û�ÜÒÖ~Þ�(
δQ+

(
1

T+
− 1

T−

)
≥ 0

9wä ¶ ä ê�ä ×ýä ÓØÍ9Ð T+ > T−
ä å Ë~Î�ÎUÕ?Û�ÜÒÖ~ÞÚÓØÛ�Õ?Û�Ñ7Þs(

δQ+ ≤ 0
ä�×1ÜÒÓ7Ûp( �~} ÑßÙÚÍÃµ�ÐÒÍ5´�Þwÿ�Û�ÙÏ } Ñ7ÙÚÍ9Ñ7Í9Î��4Ô�Ù è } ÜÝÞ7Í9Ñ7Í9ÎøàGá�ÓØÞ7Í9Ùòä

×EÔ�Ó y ÐÒÐ z Õ?Û�ÜÒÖ~ÞeË~Ì>Í4ÑýË�Ô�ãâÉ y Ð z æ ê�Í4ÎYÎF(/×EÎ�Ö�Í4Î�Û�ÙÚÙÚÍ4Î æ8y Ð z Ï } Ñ7ÍÅÕ<Ë~Ü]ÓßãâÉ æ ê�ä ÉQäVÍPÓ§Ö } Ì.ÍÍ4ÐÒÎYÍ �~} Ñ7ÙÚÍ9è�ÑâË�ÕþÞßÙ Ë�ÓßãâÉYÐÝÎ�ÍEÙÚÐ Þ � ÐÝÑßèGÔYÎYÖ�ÓØÖ�ÑßË�êb&�ä ¶ Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7ÍEÎGÔYÎb�4Ï�Í4Ðh#1ù�Ñ7ì>Í4Ñ�ÙÚÐ Þ
T1 > T2 æ ê�ÐÒÍeÎYÐ]ãâÉ�Þ�ÐÒÎ�ê�ÐÒÑ7Í9è�Þ7Í4Ù ÞßÉYÍ4ÑßÙÚÐÒÓßãâÉYÍ4Ùs#�Û�Î�ÞßË�è�Þ�Ó�ÞßÍ4ÉYÍ9ÎQä å Ë�ÎYÎ
è�ù�ÎYÎ�Þ7ÍeÔYÎ��ÓØÍ9Ñ7ÍeÉ�áGì>Û~ÞßÉYÍ ÞßÉYÐÒÓßãâÉYÍ��jË�ÓßãâÉYÐÒÎYÍwê�ÐÒÍ �~} Ñ7ÙÚÍ æ ê�ÐÒÍÚê�Í4Ù è } ÜÝÞ7Í9Ñ7Í9Î�#1ù�Ñ7ì>Í4Ñ�Í4Î�ÞßÓØÞ7Ñßù�ÙeÞ æ



9<; ��;�G�/ C �"!$2	B�68BNM"BSOe.0TK682ÄC<18T0=$È�6HC�C�6 ,+Ì
ÿ�Û�ÜÒÜÒÓØÞ } Î�ê�ÐÒÖ y P z ÐÒÎ ×EÑßÌ.Í9Ð Þ�ÔYÙeÏBË~Î�êYÍ4ÜÒÎQä å ÐÒÍ9Ó7Í§è�Ë~ÎYÎ Ë�Ì.Í9Ñ1êYË~Î�ÎøË�Î�ÓßãâÉYÜÝÐÒÍ5´�Í4Î�ê�ê�ÔYÑâãâÉå ÐÒÓßÓ7ÐÝì�Ë~Þ7ÐÒÛ�Î§Ï�ÐÒÍ9ê�Í9Ñ/ÿ�Û�ÜÒÜÒÓØÞ } Î�ê�ÐÒÖ�ÐÝÎ �~} ÑßÙÅÍ�ÔYÙÚÖ�Í9Ï�Ë�Î�ê�Í4ÜÝÞVÔYÎ.êýË~ÎeêYÍ4ÎýÉYÍ9Ð�´�Í4ÑßÍ4ÎQ#�ù�Ñm�ì>Í4ÑBË~ÌYÖ�Í4Ö�Í4Ì>Í4Î	Ï�Í4Ñâê�Í4ÎVä å Ë~ÙÚÐÝÞ�Ï ð Ñâê�ÍlÍ�F+Í4è�Þ7ÐÒÿ ÎYÐ]ãâÉ�ÞßÓ�Ë~Î�ê�Í9Ñ7ÍPÓ¯Ö�Í9ÓßãâÉYÍ4É�Í4Î æ Ë~Ü]Ó�ê�Ë�ÓßÓ�~} Ñ7ÙÚÍ	ÿ�Û�Ù è } Ü ÞßÍ4ÑßÍ4Î��9ÔYÙ ÉYÍ4Ð'´�Í9Ñ7Í9Î$#1ù�Ñ7ì>Í4Ñ0µ.ÐÝÍs´�Í4Î�Ï ð ÑßêYÍ y ×1ÌYÌQä®%�ä � z ä å ÐÝÍPÓeÐ]ÓØÞË�Ì.Í9Ñ�Í9ÐÝÎ � ÐÒêYÍ4ÑâÓØìYÑßÔ�ãâÉÇ�9Ô y ÐÝÐ z äp¾lÍ9Î�Ë~Ô�Ö�Í4Î�Û�ÙÚÙÚÍ4Î	è�Ë~Î�ÎçÙ Ë~Îøê�Í4Î�Ù Ëv©�ÐÝÙ Ë�ÜÝÍ9Î � Í4Ñ7Þÿ�Û�Î

η
ê�Ë~ÑâË~Ô�Ó�Õ?ÑßÍ4ÐÒÜÝÐ]ãâÉøÎYÛ�ãâÉ ÎYÐ]ãâÉ�Þ1Ë�ÌYÜÒÍ9Ó7Í4Î æ ÐÝÎ�Ó7Û~Õ?Í9Ñ7ÎøÐ]Ó�Þuà�Ë�Þ�� y ÐÒÐ z Ö�Í4Î.Ë~Ô } ��ÔYÐÒÿ�Ë~ÜÒÍ4Î�Þ�9ÔSê�Í4Ñe×1Ô�ÓßÓ7Ë�Ö�Í�(�ç å Í4Ñ � ÐÝÑßèGÔYÎYÖ�Ó7Ö�ÑâË�ê
Í4ÐÒÎYÍ4Ñ �~} ÑßÙÚÍ4èGÑßË~ÕþÞ7Ù Ë�ÓßãâÉYÐÒÎYÍÚÐÒÓØÞeèGÜÒÍ4ÐÒÎYÍ4Ñb& è ä×1Ì.Í9Ñ$� Í4ÉYÑßÐÒÎ�Õ?Û�ÑßÙ Ë�Þ7ÐÒÛ�ÎøÓßãâÉ�Ë�ê�Í4ÞAæØËwÎ�ÐÒãâÉ�Þ9ä

×1ÌYÌYÐÒÜÒê�Ô�ÎYÖ�%�ä �<(��jË�Ó7ãâÉ�ÐÝÎYÍlÙÚÐ Þ � ÐÝÑßèGÔYÎYÖ�Ó7Ö�ÑâË�ê�&
×1Ô�Ó y ÐÒÐ z Õ?Û�ÜÒÖ~Þ y ÐÝÐÒÐ z æ ê�Í9ÎYÎ�(�×EÎYÖ�Í4ÎYÛ�ÙÅÙÚÍ9Î æ8y ÐÒÐÒÐ z Ö�Í4ÜÝÞ7Í ÎYÐ]ãâÉ�Þ æ ÍPÓ§Ö } Ì.Í	Ë�ÜÒÓ7ÛøÍ4ÐÒÎUñ Í4Ñm�ì>Í ÞßÔYÔYÙ � Û�ÌYÐÝÜÒÍIá�ä ×EÑ7Þ9ä å Ë�ÓeÏ } ÑßÍçË�Ì.Í9ÑwÖ�Í4ÑâË�ê�Í	Ô�Î�ÓØÍ9Ñ7Í��jË�ÓßãâÉYÐÒÎYÍ�Ë�Ô�ÓÅ×EÌYÌQä3%Yäâ��ä��Í9Ñ7Ï�Í4Î�êYÍ4ÎÊÏ�ÐÝÑwÎ } ÙÚÜÒÐÒãâÉSêYÐÝÍçË�Ô�ÓýÍ9ÐÝÎ�Í4Ù �~} ÑßÙÅÍ9Ì�Ë�êóÙÚÐÝÞ��/Í4ÙÚì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑ

T2
Ö�Í9Ï�Û�Î��ÎYÍ9ÎYÍÊ×EÑßÌ.Í9Ð Þ y ÔYÎ.ÓØÍ9Ñ�ñ Í4Ñßì>Í Þ7Ô�ÔYÙ � Û�ÌYÐÝÜÒÍóèdË�ÎYÎ$êYË�Ó6P z æ ÔYÙ Í9ÐÝÎ Ë~Î�êYÍ4ÑßÍ9Ó ¶ Ë�ê ÙÚÐ Þ�/Í4ÙÚì>Í4ÑâË�Þ7Ô�Ñ

T1 y ê�ÔYÑâãâÉI�EÙ ÓØÍ4Þm�9ÔYÎYÖ	ê�Í9ÑEè�Û�ÙÅì�ÜÝÍ4ÞØÞ7Í9Î ×EÑßÌ.Í9Ð Þ1ÐÒÎ �~} ÑßÙÚÍ z Ë~ÔYÕ �4ÔYÉYÍ9Ð ��9Í4Î æ Ó7ÛuÍ4Î�ÞßÓ7ìYÑßÐÒãâÉ�Þ�ê�ÐÝÍPÓ�Ö�Í9Î�Ë~ÔÅê�Í4Ù ¾lÍ9ÓßãâÉYÍ4É�Í4ÎÅÐÝÎÚ×EÌYÌVä+%�ä �Gä � ÐÒÑ�É�Ë�Þ7Þ7Í9ÎÚË�Ì.Í9Ñ�Ó7ãâÉ�Û�ÎÖ�Í9Ó7Í4ÉYÍ9Î æ êYË�ÓßÓ�ê�ÐÒÍ9Ó y ÐÝÐ z Ï�ÐÒêYÍ4ÑâÓØìYÑßÐ]ãâÉ�ÞPäå Í4Ñ Í9Î�ÞâÓ7ãâÉ�Í4Ð]ê�Í4Î�êYÍ��EÎ�Þ7Í9ÑßÓßãâÉYÐÒÍ9ê\ê�Í9ÓÚñ Í4Ñßì>Í Þ7Ô�ÔYÙ �jÛ�ÌYÐÒÜÝÍ*�9Ô\Í9ÐÝÎ�Í4Ñ Ö�Í9Ï�ù�ÉYÎYÜÒÐÒãâÉ�Í4Î�~} Ñ7ÙÚÍ4èGÑâË�ÕþÞßÙÚË�Ó7ãâÉ�ÐÝÎYÍ�ÐÒÓØÞ æ ê�Ë�ÓßÓÅê�Ë�ÓÅñ Í4Ñßì.Í4Þ7ÔYÔYÙ � Û�Ì�ÐÝÜÒÍÊí�ô<õâöG÷��%E�í ² 
4ïm
^�òÞßÔ�Þ æ Ë~Ü]Ó�~} Ñ7ÙÚÍÅÐÝÎÊ×EÑßÌ.Í9Ð ÞýÔ�Ù��9ÔGÏ�Ë�Î�ê�Í4ÜÒÎ æ ê�ä ÉQäQÍPÓuèdË�ÎYÎóÐÝÎ�Ó7Ì>Í9Ó7Û�Î�ê�Í9Ñ7ÍÅÏ�Í9ê�Í9Ñ �~} Ñ7ÙÚÍÚË~Ô�Õr�ÎYÍ9ÉYÙÚÍ4ÎSÎ�ÛGãâÉ �~} ÑßÙÅÍ�Ë~Î�ê�ÐÒÍb�1ÙÚÖ�Í4Ì�ÔYÎYÖ�Ë�ÌYÖ�Í9Ì.Í9ÎQä å Ë
ë�ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ�Ë�Ì.Í9ÑeÎYÐ]ãâÉ�Þwÿ�Í4Ñm�ÓßãâÉGÏ�ÐÝÎ�êYÍ4Î è�Ë~ÎYÎ æ ÙeÔ�ÓßÓ	ê�ÐÒÍjÖ�Í9ÓßË~ÙýÞßÍ Í4Î�Þm�9Û�Ö�Í4ÎYÍ �~} Ñ7ÙÚÍ4ÙÚÍ9ÎYÖ�Í ÐÒÎ ×EÑßÌ.Í9Ð Þ�ÔYÙÚÖ�Í^�ÏBË~Î�êYÍ4ÜÝÞ�Ï�Í4Ñâê�Í4Î æ ÏBË�Ó�Í4ÐÒÎYÍ4Ù � ÐÝÑßèGÔYÎYÖ�Ó7Ö�ÑâË�êÚÿ�Û�Î�&lÍ4Î�ÞâÓØìYÑßÐ]ãâÉ�ÞPä å Ë~ÙÚÐÝÞEÓØÐÒÎ�ê y Ð z Ô�Î�êy ÐÝÐÒÐ z ÛdF>Í9Î�Ó7ÐÒãâÉ�Þ7ÜÒÐ]ãâÉ } ��Ô�ÐÝÿ�Ë~ÜÒÍ4Î�ÞPäå Í4Ñ0��Û�ÜÝÜ]Ó�Þ } Î�êYÐÝÖ�è�Í4ÐÝÞ§É�Ë~ÜÒÌ>Í4Ñ0�4Í9ÐÝÖ�Í4ÎóÏ�ÐÝÑýË�Ô�ãâÉóÎYÛ�ãâÉ æ êYË�ÓßÓ§Ë~Ô.Ó y ÐÒÐÝÐ z Ë~Ô�ãâÉ y ÐÒÐ z Õ?Û�ÜÒÖ~Þ9ä¶ Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7Í4Î§Ï�ÐÒÑ ê�Í4Ît#uÑ7Í9ÐÒÓ7ìYÑßÛ��4ÍPÓ7Ó�Ë�Ô�Ó�×EÌYÌQä-%Yä Á æ ÔYÎ.êýÎYÍ9ÉYÙÚÍ4ÎeÏ�ÐÒÑ êYË-�9ÔeË~Î æ êYË�Ó7Ó y ÐÒÐ zÎYÐ]ãâÉ�ÞlÓØÞ7ÐÒÙÚÙýÞs�+ÍPÓ$µ�ÐÒÍ5´�ÍwË�ÜÒÓ7ÛçÍ9ÐÝÎYÍ �~} ÑßÙÚÍ4ÙÚÍ4ÎYÖ�Í
∆Q uwv6xWy`zW{ ÿ�Û�Ù è } Ü ÞßÍ4ÑßÍ4Î ¶ Ë�ê W2�9ÔYÙ Ï } ÑßÙÚÍ4ÑßÍ4Î ¶ Ë�ê W1

ä � Ë�Ó�ì�Ë�Ó7Ó7ÐÒÍ4Ñ7ÞBÎGÔYÎøÐÒÙbÏ�Í4ÐÝÞ7Í9Ñ7Í9Î�ñ¯Ñ7Û+�4Í9ÓßÓ�Þ³ã>ÔYÎ } ãâÉ�ÓØÞ�Ï�ÐÝÑâêê�Í9Ù �~} Ñ7ÙÚÍ4Ì.Ë�ê
W1

ê�ÔYÑâãâÉòê�ÐÒÍ �~} Ñ7ÙÚÍ4èGÑâË�ÕþÞßÙÚË�Ó7ãâÉ�ÐÝÎYÍuê�ÐÒÍ �~} ÑßÙÚÍ
∆Q1

Í4Î�Þm�9Û�Ö�Í4ÎÔYÎ.êýÔYÎ�Þ7Í9Ñ�êYÍ4Ñ ÐÝÎ y Ð z Ö�Í4Ö�Í4Ì>Í4ÎYÍ9Îýë�ÐÒÎ�Ó7ãâÉ�Ñ } ÎYèGÔYÎYÖ1ÐÒÎw×1Ñ7Ì>Í4ÐÝÞ y ∆A z ÔYÙÚÖ�Í9Ï�Ë�Î�ê�Í9Ü ÞPä å ÐÝÍÎYÛ�Þ�Ï�Í9Î�ê�ÐÒÖ�Í9Ñ7Ï�Í4Ð]ÓØÍwÿ�Í9Ñ7ÌYÜÒÍ4ÐÒÌ>Í4Î�ê�ÍÇåEÍ9ÓØÞ�Ï } Ñ7ÙÚÍ
∆Q2

µ�ÐÒÍ5´~Þeê�Ë~ÎYÎÊÐÒÎÊê�Ë�Ó �~} Ñ7ÙÚÍ4Ì.Ë�ê
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W2
ä�é;Î�ÓØÖ�Í9ÓßË~ÙeÞeÉ�Ë~Ì>Í4Î¨Ï�ÐÝÑÚÓ7Û�ÙÚÐ ÞÅÍ4ÐÒÎYÍçì>Í4ÑßÐÒÛGêYÐÒÓßãâÉ�Ë~ÑßÌ>Í4ÐÝÞ7Í4Î.ê�Íb�jË�Ó7ãâÉ�ÐÝÎYÍ æ êYÐÝÍ�ìYÑ7Û�EÙÚÜ]Ë~Ô�ÕVê�Í9Ù ¶ Ë�ê ê�ÐÒÍ �~} Ñ7ÙÚÍ |∆Q1|− |∆Q2|

Í4Î�Þm�9ÐÝÍ9É�Þ�ÔYÎ�êçÐÝÎ�×EÑßÌ.Í9Ð ÞBÔYÙeÏBË~Î.ê�Í4ÜÝÞ9äå ÐÒÍ9ÓeÐÒÓØÞýÍ4ÐÒÎ � Ð]ê�Í4ÑâÓØì�Ñ7Ô�ãâÉ>�4Ô y ÐÝÐÒÐ z äFé;Î�ÞßÔYÐ ÞßÐÝÿóÐ]Ó�ÞeÍPÓýË~Ô.ãâÉÊÓ7Û~Õ?Û�ÑØÞ§ÜÒÛ�Ö�ÐÒÓßãâÉ�(��jË�ÎUÍ4Î�ÞÄ��4ÐÒÍ4É�Þ§Í4ÐÒÎYÍ4Ù Ï } Ñ7ÙÚÍ4ÑßÍ4ÎóàGá�Ó�ÞßÍ4Ù ÐÒÙÅÙÚÍ9Ñ§ÙÅÍ9ÉYÑ �~} ÑßÙÚÍ æ ÿ�Í9Ñ7ÑßÐ]ãâÉ�ÞßÍ ÞuêYË�ê�Ô�ÑßãâÉó×EÑßÌ.Í9Ð ÞÔYÎ�ê�Í4ÑßÏ } Ñ7ÙeÞ�Í9ÐÝÎ�è } Ü ÞßÍ4ÑßÍ9Ó�àGá�ÓØÞ7Í4Ùøä � Í4ÐÒÜQÓØÐ]ãâÉ�Ó7Û�ÙÚÐÝÞBêYÐÝÍ0�/Í4ÙÚì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑßÍ4Îòê�Í4ÑBÌ>Í4Ð]ê�Í4ÎàGá�Ó�ÞßÍ4ÙÚÍ�Ë�Ô�Õ?Í4ÐÒÎ�Ë�Î�ê�Í4Ñ��4Ô Ì>Í4Ï�Í4Ö�Í4Î	Ô�Î�ê �~} Ñ7ÙÚÍEÎYÐ]ãâÉ�Þ�ÿ�Û�Ù�è } ÜÝÞ7Í4ÑßÍ4Î��4ÔYÙ�Ï } ÑßÙÅÍ9Ñ7Í9Î
#1ù�Ñ7ì>Í4ÑËµ�ÐÒÍ5´�Þ æ èdË�ÎYÎøÙ Ë~ÎøÉYÐÒÍ4ÑEÖ�Ë~Ñ�è�Í9ÐÝÎ�Í4Î&#uÑ7Í9ÐÒÓ7ìYÑßÛ��9Í9ÓßÓ¯è�Û�Î�ÓØÞ7ÑßÔYÐÒÍ4ÑßÍ4Î æ ÍPÓEÓØÍ9ÐVê�Í9ÎYÎ æÙ Ë~ÎòÐÝÖ�ÎYÛ�ÑßÐÝÍ9ÑØÞ y ÐÒÐ z ä

×EÌYÌ�ÐÝÜ]ê�ÔYÎYÖ�%�ä Á�( ½ Ð]ãâÉ�ÞEÍ4ÑßÜÒË�ÔYÌ�Þ7Í9Ñ<#uÑ7Í9ÐÒÓ7ìYÑßÛ��4ÍPÓ7Ó



| }@~����4�����

� � À ÂZ� �!¾������:� �<��� � À
� ÂZ�:���k�Q� ÂN� ���-�������>� � Àf�¿ÂZ�BÀ

1 È � ¹ Â ¸�� à�Û�Ï�Û�ÉYÜ ë�ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ^�EË�ÜÒÓuË~Ô.ãâÉ
ë�Î�Þ7ÑßÛ�ì�ÐÝÍPêYË~ÑâÓ�ÞßÍ4ÜÒÜÝÔ�ÎYÖ�ê�Í9ÑýéYÔYÎ.êYË~ÙÚÍ4Î�ÞâË~ÜÒÖ�ÜÒÍ4Ð��ãâÉ�Ô�ÎYÖ¨É } ÎYÖ�Í4Î ÎGÔYÑøÿ�Û�Î$Í5©�ÞßÍ4Î�Ó7ÐÒÿ�Í4Î ��Ë~ÑßÐÒË�ÌYÜÒÍ4Î {U, S, V,Nl}
Ë~ÌQäKé;Î�ÞßÍ4Î�Ó7ÐÝÿ�Í��Ë~ÑßÐÒË�ÌYÜÝÍ9Î {T, p, . . . } Ó7ÐÝÎ�êçÏ�ÍPÓØÍ9Î�Þ7ÜÒÐÒãâÉ	ÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Þ7Í9ÑË�9ÔçÙÚÍ9ÓßÓ7Í4Î æ è�Û�ÙÚÙÅÍ9ÎçÌYÐ]Ó"æ�Í Þ�� ÞË~ÜÒÜÝÍ9Ñßê�ÐÒÎYÖ�Ó�ÎGÔYÑEË�ÜÒÓ�×1ÌYÜÒÍ4ÐÝÞ7ÔYÎYÖ�Í4Î ê�Í9Ñ1éYÔYÎ.êYË~ÙÚÍ4Î�ÞâË~ÜÒÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Ô�ÎYÖwÿ�Û�ÑPä

Ü È|ºpÝ�¸ � ÐÒÍBÌ.Í9è�Û�ÙÚÙÚÍ4ÎÅÏ�ÐÒÑ]�Qî�í ² E��Ã
 í.÷�E-q C�q�
 ô<õâöGî�í	C+
4í æ êYÐÝÍBÿ�Û�Îwê�Í9Îçôþí.÷�
4í�� ô�bv
 í ��E�^ï ô¡E��5q�
 íóË~ÌYÉ } ÎYÖ�Í4Î�Þ
¢e£.Æ �"��Ý � ÐÝÍ Ï�ÐÒÑ§ÐÒÎÊ×1Ì�ÓßãâÉYÎYÐÝÞØÞw8�ä 8�ä áçÖ�ÍPÓØÍ9ÉYÍ4ÎóÉ�Ë�Ì.Í9Î>�9Í4ÑâÓ�Þßù�Ñ7ÞlÍ9ÐÝÎYÕ<Ë�ãâÉYÍPÓ§×EÔ�µ�ù�ÓØÍ9Îê�ÐÝÍléYÔYÎ.êYË~ÙÚÍ4Î�ÞâË~ÜÒÐ Þ } Þ9äGë�ÐÒÎYÍ�ë�ÑßÓ7Í Þ��4ÔYÎ�Öwê�Í9ÑH��Ë�Ñ7Ð]Ë~ÌYÜÒÍ4Î Û�ÉYÎYÍS��Í4ÑßÜÝÔ�ÓØÞ�êYÍ4ÑBéYÔYÎ��êYË~ÙÚÍ4Î�ÞâË~ÜÒÐ Þ } Þ�ÐÒÓØÞEÙÚÐ Þ�)1ÐÝÜÝÕ?Íýê�Í9Ñ[¤F
�C�
 í ² ïm
6^`¥YïBE�íp��¦^�~ï§�¨E~÷ ô��~í
ÙÚù�Ö�ÜÝÐ]ãâÉQä
©ÇVsX ª¬\<«f\K_�a�gA\e¬�­>g�Öf_�ÑT®vÏfgAÒÔÖ#Õ�Ó^Ïf_

¾lÍPÓØÔ�ãâÉ�Þ�Ð]Ó�ÞEÍ9ÐÝÎYÍuÍ9ÐÝÎ�êYÍ4Ô�ÞßÐÝÖ�Íf�VÑâË~Î�ÓØÕ?Û�ÑßÙ Ë�ÞßÐÝÛ�Î T

T : U(S) ↔ (T U) (T ) , y ,Yä'& z
ê�ÐÒÍeè�Í4ÐÒÎYÍ4ÎIé;ÎYÕ?Û�ÑßÙÚË~Þ7ÐÒÛ�Î�Ó7ÿ�Í9Ñ7ÜÒÔ�ÓØÞ$�4ÔYÑuéYÛ�ÜÝÖ�ÍýÉ�Ë~Þ æ Ì.Í9Ð�ê�Í9ÑlË�ÜÒÓ7Ûçê�ÐÒÍwé�ÔYÎ�êYË�ÙÚÍ4Î�ÞßË�ÜÝÐÝÞ } ÞÍ9Ñ7É�Ë�Ü ÞßÍ4ÎòÌYÜÒÍ4ÐÒÌ�Þ9ä
¯@õm÷®õÄ÷ ° �A¯püO�"XSlÄkFn�ý<i�XSý+ÿ�ü ÿ�iKÿ�üO�HnQ±�n��AüO²8k�¯�, k�ù
é;Îò×EÌ�ÓßãâÉYÎYÐÝÞØÞ�8Yä 8Yäâá§É.Ë~Ì>Í4ÎòÏ�ÐÝÑBÌ>Í4ÑßÍ4ÐÝÞßÓ�Ö�ÍPÓØÍ9ÉYÍ4Î æ êYË�Ó7Ó�ê�Í9Ñ�Î.Ë~ÐÒÿ�Í � Í9ÖÅê�ÍPÓ�Í4ÐÒÎ�Õ<Ë�ãâÉYÍ9Î×1Ô�µ�ù�Ó7Í4Î.Ó�Ï�Û�Ì.Í9Ð

f ′ ÐÝÎGÿ�Í9ÑØÞßÐÝÌ>Í4Ü/ÓØÍ9ÐÝÎjÓ7Û�ÜÒÜ æ ÎYÐ]ãâÉ�ÞS�4ÔYÙ ã>ÐÒÍ4ÜQÕ ð ÉYÑØÞPä å Ë�Ó$��Û�ÑßÖ�Í4É�Í4Î ÓØÛ�ÜÝÜ
��&
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×EÌYÌYÐÒÜ]ê�ÔYÎYÖÇ,�ä�&+(�àGÐ ÞßÔ�Ë�ÞßÐÝÛ�ÎøÌ.Í9ÐT'QÍ9Ö�Í4Î.ê�Ñ7Í5���/ÑâË~Î�ÓØÕ?Û�ÑßÙ Ë�Þ7ÐÒÛ�Î
ÐÝÙ Õ?Û�ÜÒÖ�Í9Î�ê�Í4ÎòÎYÛ�ãâÉYÙ Ë~Ü]ÓBÍ Þ�ÏBË�ÓBË�Ì�Ó�ÞßÑßË�è�Þ7Í4Ñ�êYË�Ñ7Ö�Í9ÓØÞ7Í9ÜÝÜÝÞ�Ï�Í4Ñâê�Í9Î�(�àGÍ4ÐÒÍ4Î Ë�ÜÒÓ7Û

f : x 7−→ y = f(x), x ∈ D, y ∈ W

f ′ : x 7−→ p = f ′(x) = y′, x ∈ D, p ∈ V .

)EÐÒÍ4Ñ�Ð]Ó�Þ�ÍPÓ�Õ ð Ñ�êYË�ÓA��Í9ÑßÓØÞ } Î�ê�ÎYÐ]Ó�ÿGÐÝÍ9ÜÝÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Þ É�ÐÝÜÝÕ?Ñ7Í9ÐÒãâÉ æ Ï�Í9ÎYÎwÙ Ë�ÎwÖ�Í9êYË�ÎYèGÜÝÐ]ãâÉýÕ?Û�ÜÝÖ�Í4Î�ê�Íë�ÑâÓØÍ4Þm�4Ô�ÎYÖ�Í9Î�Ù Ë�ãâÉ�Þ�(
x → S

y → U

f(x) → U(S)

p → T

f ′(x) → ∂U

∂S
(S) .

�EÎ�Ó7Í4Ñwñ�ÑßÛ�ÌYÜÒÍ4Ù Ó7ì.Ís�4Ð�Ûp�4ÐÒÍ4Ñ7ÞwÓ7ÐÒãâÉSË�ÜÒÓ7Û
Ë~ÔYÕ�êYÐÝÍøàGÔ�ãâÉYÍ�Î�Ë�ãâÉUÍ9ÐÝÎYÍ9Ñwé�ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î
g æ êYÐÝÍæ�Í9ê�Í9Ù

p ∈ V
Í4ÐÒÎ

y ∈ W
�4ÔYÛ�Ñßê�Î�Í Þ9ä�×EÎYÉ�Ë�Î�ê ê�Í9Ñç×EÌYÌ�ÐÝÜ]ê�ÔYÎYÖ ,Yä'&òè�Ë�ÎYÎ ÙÚË�Î

gË~ÌYÜÒÍ9Ó7Í4ÎøË~Ü]Ós(
g(p) = f(f ′−1(p)) = f ◦ f ′−1(p)

g = f ◦ f ′−1

�# �µW¶6·
µr �¸�§
f(x) = C · ex

p = f ′(x) = C · ex

x = f ′−1(p) = ln
(
p
C

)ë¯ÓBÐ]Ó�Þ1Ë�ÜÒÓ7Û
g(p) = f ◦ f ′−1(p) = f

(
ln
( p
C

))
= C · eln( p

C ) = pÔYÎ�Ë�ÌYÉ } Î�Ö�ÐÒÖwÿ�Û�Î
C
ÔYÎ.êòê�Ë~ÙÚÐ Þ�ÎYÐ]ãâÉ�ÞEÍ4ÐÒÎ�ê�Í9Ô�Þ7ÐÒÖ�ä
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�# �¡S �¢x£"¤F¥F¦8§�å Í4Ñ0é;Î�Õ?Û�Ñ7Ù Ë�ÞßÐÝÛ�Î�Ó7ÿ�Í4ÑßÜÒÔ�Ó�ÞlÜ } Ó7ÓØÞ§ÓØÐ]ãâÉ
ÜÒÍ Þ�� Þ7Í9Î�ê�ÜÒÐÒãâÉUêYË�ê�ÔYÑâãâÉ
Ì>Í4Ö�Ñ ð Î��ê�Í9Î æ ê�Ë�ÓßÓEê�ÐÒÍwéYÔ�ÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î y = f(x)

í�ô<õâöG÷�
4ôþí ² 
 î�÷ ôRCøË~Ô.Ó1ê�Í9Ñ å ÐRF+Í4ÑßÍ4Î�Þ7Ð��Ë~ÜÒÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉGÔYÎYÖ
y = f (x(p)) = f (x(y′))ÉYÍ9Ñ7ÿ�Û�ÑßÖ�Í4É�ÞPä å Ë�ÙÚÐ ÞlÐÒÓØÞuêYÐÝÍPÓØÍPÓEÎ�Ë�ÐÝÿ�Íf��Û�ÑßÖ�Í9ÎYÍ4ÎøÕ ð ÑlÔYÎ�Ó7Í4ÑßÍWã+Ï�ÍPãâè�Í§ÔYÎ��ÌYÑâË~Ô�ãâÉGÌ�Ë�ÑeÔYÎ.ê�Ï�ÐÒÑ ÓØÔ�ãâÉ�Í4Î�Ï�Í4ÐÝÞ7Í9ÑwÎ.Ë�ãâÉ�Í9ÐÝÎ�Í4ÑÃ�VÑâË~Î.Ó�Õ?Û�Ñ7Ù Ë�ÞßÐÝÛ�ÎUÛ�ÉYÎ�Íé;Î�Õ?Û�Ñ7Ù Ë�ÞßÐÝÛ�Î�Ó7ÿ�Í4ÑßÜÒÔ�Ó�ÞPä

¯@õm÷®õ*) ¼ k�ù3k"n ­ ¯pkh½¾j�¯��®n�ý�/��3¯pú0��ÿ�üO�8n¿±#¯püD���8ÿ�üÄù3k�¯$, k�ù
� ÐÒÑ@Û�Î�ê�Í9Î ê�ÐÝÍ§Ö�ÜÝÍ9ÐÒãâÉ�Í§à�Ð ÞßÔ�Ë�ÞßÐÝÛ�Î�Ï�ÐÒÍýÓØÐÒÍuÐÝÎ ×1ÌYÌYÐÒÜÒê�Ô�ÎYÖÇ,Yä'&§êYË~ÑßÖ�ÍPÓ�ÞßÍ4ÜÒÜ ÞBÐÒÓØÞs(

f : x 7−→ y = f(x), x ∈ D, y ∈W

f ′ : x 7−→ p = f ′(x) = y′, x ∈ D, p ∈ V .å Í4Ñ�Í4ÐÒÎ��4ÐÒÖ�Í��1Î�ÞßÍ4ÑâÓ7ãâÉ�ÐÝÍPê �4Ô ê�Í9ÑçÛ�Ì�ÐÝÖ�Í4ÎÀ'Qù�ÓØÔ�ÎYÖUÐÒÓØÞ æ êYË�ÓßÓ	Ï�ÐÒÑ Õ ð Ñøê�ÐÒÍjÖ�ÍPÓØÔ.ãâÉ�ÞßÍé�ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î
h
Í4ÐÒÎYÍ9ÎøË�Î�ê�Í9Ñ7Í9Îò×1Î�Ó7Ë~Þm�uÙ Ë�ãâÉYÍ9Î�(

h(p) = f ◦ f ′−1(p) − p · f ′−1(p)

h = f ◦ f ′−1 − id · f ′−1

�# �µW¶`·�µr �¸�§
f(x) = C · ex

p = f ′(x) = C · ex

x = f ′−1(p) = ln
(
p
C

)ë¯Ó�Ð]ÓØÞ1Ë~Ü]ÓØÛ
h(p) = f ◦ f ′−1(p) − id(p) · f ′−1(p)

= f
(
ln
( p
C

))
− p · ln

( p
C

)

= p ·
(
1 − ln

( p
C

))
.

å Ë�Óýë¯Ñ7Ö�Í4ÌYÎYÐ]Ó§É } ÎYÖ~ÞeË�ÜÒÓ7Û ÿ�Û�Î
C
Ë�ÌQä å Ë~ÙÚÐÝÞeÌYÐÒÜÒêYÍ Þ

h
ñ�ÔYÎYè�Þ7ÍòË~Ô�Ó

V
4ôþí ² 
4î�÷ ôRC�Ë�Ô�Õ ñ�ÔYÎYè�Þ7ÍýË�Ô�Ó
W
Ë�ÌQä

�# �¡S �¢x£"¤F¥F¦F p¥3§

• å ÐÒÍýéYÔYÎ�è�ÞßÐÝÛ�ÎYÍ4Î g ÔYÎ�ê h Ó7ÐÒÎ�êçÌ>Í4Ð]ê�ÍPÓE×EÌYÌ�ÐÝÜ]ê�ÔYÎYÖ�Í4Îøÿ�Û�Î V Î.Ë�ãâÉ
W

g, h : V →W ,ê�Í4Ñ�Í9ÐÝÎ��9ÐÝÖ�Í0�EÎ�Þ7Í9ÑßÓßãâÉYÐÒÍ9ê�ÐÒÓØÞ æ ê�Ë�ÓßÓ
Á g

ñ�ÔYÎ�è�ÞßÍEË~Ô�Ó
V
ÐÒÎ�í.ô<õßö�÷�
4ôþí ² 
4î�÷ ôRC+
4ï � Í4Ð]ÓØÍ�Ë~ÔYÕ�ñ�ÔYÎYè�ÞßÍ�ÐÝÎ

W
Ë�ÌYÌYÐÒÜÒê�Í4Þ9ä
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Á h
ñ�ÔYÎ�è�ÞßÍýË~Ô�Ó

V
ÐÒÎ�
 ôþí ² 
4î�÷ ôRC�
 ï � Í4Ð]ÓØÍ§Ë~ÔYÕ�ñ�Ô�ÎYè�Þ7Í§ÐÒÎ

W
Ë~Ì�ÌYÐÝÜ]ê�Í4Þ9ä

• h
ÉYÍ9Ð�´�Þº¤F
�C�
 í ² ïm
6^`¥�ïwE�í��W¦^�~ï§�wô�
4ï ÷�
eÿ�Û�Î

f
Ì.Ís� ð Ö�ÜÝÐ]ãâÉ

x
ä

é;Î Ë�ÜÝÜÒÖ�Í9ÙÚÍ4ÐÒÎYÍ4Ñ éYÛ�Ñ7Ù Ü]Ë~ÔYÞ7Í Þjê�ÐÒÍ å Í5Û�ÎYÐÝÞ7ÐÒÛ�Î ê�Í9Ñ�'QÍ4Ö�Í4Î�êYÑ7Í5���/ÑßË�Î�ÓØÕ?Û�ÑßÙÅÐÒÍ4Ñ7Þ7Í9Î Ï�ÐÝÍÕ?Û�ÜÒÖ~Þ�(
¢ ¸<Ý�¸<��»VÈv¸=Â � Èvº�� Æ � � Èv��ºYû Ä�� �
à�Í4Ð

f = f(X1, . . . , Xn)
Ö�Í4Ö�Í4Ì>Í4ÎYÍ§é�ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�ÎQä

Yi = ∂f
∂Xi

Ë�Ô�µ�ù�Ó7Ì�Ë�Ñ�Î�Ë�ãâÉ
Xi
ä

{Xi}
Í^©GÞ7Í9Î�Ó7ÐÝÿ�Í ��Ë�Ñ7Ð]Ë~Ì�ÜÝÍ9ÎQä

{Yi}
ÐÝÎ�Þ7Í9Î�Ó7ÐÝÿ�Í ��Ë�Ñ7Ð]Ë~Ì�ÜÝÍ9ÎQä

å Ë~Î�ÎòÉ�Í4Ð'´~ÞEê�ÐÒÍýéYÔYÎYè�ÞßÐÝÛ�Î
f̂(Y1, . . . , Ym, Xm+1, . . . , Xn) : = f (X1(Y1, . . . , Ym, Xm+1, . . . , Xn), . . .

. . . , Xm(Y1, . . . , Ym, Xm+1, . . . , Xn),

Xm+1, . . . , Xn)

−
m∑

i=1

Yi ·Xi(Y1, . . . , Ym, Xm+1, . . . , Xn)

¤"
�C+
4í ² ïm
6^`¥�ïBE~í��W¦^��ï§�Åô�
4ï ÷�
eÿ�Û�Î
f
Ì.Ís� ð Ö�ÜÝÐ]ãâÉòêYÍ4Ñ

Yi æ i ∈ {1, . . . ,m} ä
�# �¡� �¢x£�¤�¥F¦" �¥3§

• �jË�Î Ó7ãâÉYÑßÍ4ÐÒÌ�ÞEË~Ô.ãâÉ Lf ≡ f̂ æ êYË~ÙÚÐÝÞ�ÐÒÓØÞ1ê�ÐÒÍQ'QÍ4Ö�Í4Î�êYÑ7Í5���/ÑßË�Î�ÓØÕ?Û�ÑßÙÚË~Þ7ÐÒÛ�Î
L : f ({Xi}) 7−→ (Lf) ({Yj} , {Xk})

i ∈ {1, . . . , n}
j ∈ {1, . . . ,m}
k ∈ {m+ 1, . . . , n}

,

ê�ÐÒÍ§ÔYÎ�Þ7Í9Ñ y ,�ä�& z Ö�Í9Ó7Ô�ãâÉ�Þ7Í#�/ÑßË�Î�Ó�Õ?Û�Ñ7Ù Ë~Þ7ÐÒÛ�ÎQä
• å ÐÝÍQ'VÍ4Ö�Í4Î�ê�ÑßÍ^� �/ÑßË�Î�Ó�Õ?Û�Ñ7Ù Ë~Þ7ÐÒÛ�Î Ð]Ó�Þ0�5
5q�� � ÷ ôþí
bv
 ï�� æ ê�Ë�ÓBÉYÍ9Ð�´�Þ

L (Lf) = f ,ÿ�Û�ÑâË~Ô�Ó7Ö�ÍPÓØÍ4Þm� ÞuÙ Ë~ÎÊÞßÑßË�Î�Ó�Õ?Û�Ñ7ÙÚÐÒÍ4Ñ7Þ§Ì.Í9ÐÒê�Íb�jË~ÜÒÍ Ì.Ís� ð Ö�ÜÝÐ]ãâÉSê�Í9ÑeÓØÍ9ÜÝÌ>Í4Î���Ë�Ñ7Ð]Ëv�ÌYÜÒÍ4ÎVä
• àGÐÒÎ�ê {Xi}

ÔYÎ�ê {Xj}
ê�ÐÒÓ�æ�ÔYÎYè�ÞßÍf�VÍ9ÐÝÜÒÙÚÍ4ÎYÖ�Í4Î ê�Í4ÑK��Ë�Ñ7Ð]Ë~Ì�ÜÝÍ9Î�ÿ�Û�Î

f æ Ó7ÛÅÖ�ÐÒÜ Þ�(
L{Xi}

(
L{Xj}f

)
= L{Xi}∪{Xj}f .å Ë�Ó/Ì.ÍPê�Í4ÔYÞ7Í Þ æ êYË�ÓßÓVê�ÐÒÍe'VÍ4Ö�Í4Î�ê�ÑßÍ^� �/ÑßË�Î�Ó�Õ?Û�Ñ7Ù Ë~Þ7ÐÒÛ�Î�Ó7ÔYè<�4ÍPÓØÐÒÿ�Í�Ë�Ô�Ó7Ö�Í Õ ð ÉYÑØÞ/Ï�Í9ÑÄ�ê�Í9Îxè�Ë�ÎYÎQä�×EÔ�´�Í4Ñâê�Í4Ù ÐÒÙÚìYÜÒÐ��9ÐÝÍ9ÑØÞjê�ÐÒÍ9Ó7ÍÊàYãâÉYÑ7Í9ÐÝÌGÏ�Í4Ð]ÓØÍóË~Ô�ãâÉxÓ7ãâÉYÛ�Î æ êYË�ÓßÓòÍ9Ó
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ÎYÐÒãâÉ�ÞâÓ�Ë�Ù ë�ÑßÖ�Í4Ì�ÎYÐÒÓ } Î.ê�Í4Ñ7Þ æ Ï�Í4ÎYÎ�ÙÚË�Î�ê�ÐÒÍ#å�Í4ÐÒÉYÍ4ÎYÕ?Û�ÜÒÖ�Íuê�Í4Ñ@�VÑâË~Î.Ó�Õ?Û�Ñ7Ù Ë�ÞßÐÝÛ��ÎYÍ4Îøÿ�Í9ÑØÞâË~Ô�ÓßãâÉ�Þ y ð Ì>Í4Ñ1ê�ÐÒÍÃ9�Ñâê�ÎGÔYÎYÖÚÐÝÎ {Xi}

Ì��4Ï§ä {Xj}
Ð]ÓØÞ®æØËÚÎYÐÒãâÉ�ÞâÓ�Ë~Ô�Ó7Ö�Í5�Ó7Ë�Ö~Þ9ä

©ÇV�T Ä Ó^\ Õ"î�\@g®ÒÔÏÃarÅÃ_�ÖØÒÔÓ^ÑFíAî�\K_ Í~Ï0Õ"\K_³Õ"Ó^Öf]^\

� ÐÒÑøÏ�Û�ÜÝÜÒÍ4ÎxÎ�Ô�Î ê�ÐÒÍ>¤F
�C�
 í ² ïm
6^`¥YïBE�íp��¦^�~ï§�¨E~÷ ô��~í Ë~ÔYÕÅê�ÐÒÍ$�Qî�í ² E��Ã
 í.÷�E-q ïm
5qGE�÷ ô���í�
 í
y é�å z Ë�Î�Ï�Í4Î.ê�Í4ÎQä å Ë��4ÔýÖ�ÐÝÌYÞ�ÍPÓ"�658
4ô
ÆÈÇwC-q ô<õâödA+
4ôþ÷�
4í æ ê�ËEÏ�ÐÒÑ�Ó7Û�Ï�Û�ÉYÜ~ÿ�Û�Îeê�Í9Ñ"É�í�
 ï�C~ô�
6^Ë�ÜÒÓßË~Ô�ãâÉ�ÿ�Û�Îòê�Í9ÑºÉ�í�÷ ïm���>ô�
 ² E~ï��â÷ 
5qrq î�í�CòË~Ô.ÓØÖ�Í4ÉYÍ9Îçè�ù�ÎYÎYÍ9Î y ÓØÐÒÍ4ÉYÍý×1ÌYÌYÐÒÜÒêYÔYÎYÖÇ,Yäâá z ä

×1ÌYÌYÐÒÜÒê�Ô�ÎYÖ ,Yäâá�(eã>Ï�Í4Ð[� ù�Ö�ÜÝÐ]ãâÉYè�Í4ÐÝÞ7Í4Î·Õ ð Ñ ê�ÐÒÍ ×EÎGÏ�Í9Î�ê�ÔYÎ�Ö ê�Í9Ñ�'QÍ4Ö�Í4Î�êYÑ7Í5��/ÑßË�Î�ÓØÕ?Û�ÑßÙÚË~Þ7ÐÒÛ�Î
� ÐÒÑçÏ } ÉYÜÒÍ4Î êYÍ4Î � Í4Ö ð Ì.Í9Ñ�ê�ÐÒÍÊÉ�í�
 ï�C~ô�
 ² E~ï�� ÷�
5qrq î�í�C�ä å Í9Ñ � Í4Ö ð Ì.Í9Ñòê�ÐÒÍËÉ�í.÷ ï���^
�+ô�
 ² E�ï�� ÷ 
^qrq î�í	C ÜÒÐÝÍ4Õ?Í4Ñ7ÞuË�Î�ê�Í9Ñ7Í æ } ��Ô�ÐÝÿ�Ë~ÜÒÍ4Î�ÞßÍeñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÍ æ ê�ÐÒÍÅÓ7Û�Ö�Í4Î�Ë�ÎYÎ�Þ7Í4ÎÊÆÈEv��� ô�
4îM^
_ËqÌE�í	AH^*�Qî�í	A~÷ ô��~í�
4í�ä

¯@õ�)@õÄ÷ + kLÍ nSü ÿ�üO�Hn ­ k�¯´j + ½¾Î4�3ÿ<k"n8ÿ�üD�AlÄk

å ÐÝÍ	é�ÔYÎ�êYË�ÙÚÍ4Î�ÞßË�ÜÝÑßÍ4Ü]Ë�ÞßÐÝÛ�Î
U = U(S, V,Nl)

É�Ë�Þ
L + 2

��Ë~ÑßÐ]Ë~ÌYÜÒÍ4Î æ êYÍ4ÙÚÎ�Ë�ãâÉUÓ7ÐÝÎ.ê(
2L+2 − 1

) 'QÍ4Ö�Í4Î�êYÑ7Í5���/ÑßË�Î�ÓØÕ?Û�ÑßÙÚË~Þ7ÐÒÛ�ÎYÍ9ÎýÙÚù�Ö�ÜÝÐ]ãâÉQä-é�ÓØÞ
L = 1 y à�áGÓØÞ7Í9ÙzÉ.Ë�Þ�ÎGÔYÑ�Í9ÐÝÎYÍ#�Û�ÙÚì>Û�ÎYÍ9Î�ÞßÍ z æ Ó7ÛýÖ�ÐÒÌ�Þ¯ÍPÓ�ÞßÉYÍ4Û�Ñ7Í4Þ7Ð]Ó7ãâÉ 7

'VÍ4Ö�Í4Î�ê�ÑßÍ^� �/ÑßË�Î�Ó�Õ?Û�Ñ7ÙÚÐÒÍ4Ñ7Þ7Í�ÿ�Û�Î
U(S, V,N) æÿ�Û�Î�êYÍ4ÎYÍ9ÎòÔ�Î�ÓEË~Ì>Í4Ñ�ÜÒÍ Þ�� ÞßÍ4Î�ê�ÜÒÐ]ãâÉòÎGÔYÑ<;ÚÐÒÎ�Þ7Í4ÑßÍ9ÓßÓ7ÐÝÍ9Ñ7Í9ÎQä
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Ü Èv¸ Ä ¸&ÏS��¸�ÈvÝ Ä ¸

F
�
S → T

�
F (T, V,Nl) = U − T S y ,�ä á zë�Ó�ÐÒÓØÞ

dF =
∂F

∂T
dT +

∂F

∂V
dV +

L∑

l=1

∂F

∂Nl
dNl . y ,Yä 8 z

å Ë�Ó å ÐGF>Í9Ñ7Í9Î�ÞßÐÒË�ÜQÍ4ÑßÖ�ÐÒÌ�ÞEÓ7ÐÒãâÉøË~Ì>Í4ÑEË�Ô�ãâÉòË�Ô�Ó�ê�Í9Ñ�Ñ7ÍPãâÉ�ÞßÍ4Î àGÍ4ÐÝÞ7Í§ÿ�Û�Î y ,�ä á z (
dF = dU − T dS − S dT

= T dS − p dV +
L∑

l=1

µl dNl − T dS − S dT

= −S dT − p dV +

L∑

l=1

µl dNl

Ô�Î�êøË~Ô�ÓBÍ9ÐÝÎYÍ9Ùf#�ÛGÍ�ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�Þ7Í9ÎGÿ�Í4ÑßÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ ÙÚÐ Þ y ,Yä 8 z Õ?Û�ÜÝÖ�Þs(
S(T, V,Nl) = −∂F

∂T

p(T, V,Nl) = −∂F
∂V

µl(T, V,Nl) =
∂F

∂Nl

F
ÌYÜÒÍ4ÐÒÌ�Þ¯ÉYÛ�ÙÚÛ�Ö�Í9ÎYÍ�éYÔYÎ�è�ÞßÐÝÛ�ÎÚÍ4ÑâÓ�ÞßÍ4Ñe9�Ñâê�ÎGÔYÎYÖuÐÝÎ	êYÍ4ÎÚÍ^©GÞ7Í9Î�Ó7ÐÝÿ�Í4ÎW��Ë~ÑßÐÒË�ÌYÜÒÍ4Î

V
ÔYÎ�ê

Nl
(

F (T, λ · V, λ ·Nl) = λ · F (T, V,Nl)
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ÏS�+û Ç º Â n Ä ¸

H
�
V → p

�
H(S, p,Nl) = U + p V y ,�ä ; zë¯Ó�Ð]Ó�Þ

dH =
∂H

∂S
dS +

∂H

∂p
dp+

L∑

l=1

∂H

∂Nl
dNl . y ,Yäâ% z

×EÔ�Ó1ê�Í4Ñ�ÑßÍ9ãâÉ�Þ7Í9ÎòàGÍ9Ð ÞßÍ§ÿ�Û�Î y ,Yä ; z Í4ÑßÖ�ÐÒÌ�ÞEÓØÐ]ãâÉ êYË�Ó å ÐGF>Í9Ñ7Í9Î�ÞßÐÒË�Ü�(
dH = T dS + V dp+

L∑

l=1

µl dNl .

å Ô�ÑßãâÉ���Í4ÑßÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ�ÙÚÐÝÞ y ,�ä % z Í9Ñ7Ö�ÐÝÌYÞ�Ó7Ð]ãâÉ�(
T (S, p,Nl) =

∂H

∂S

V (S, p,Nl) =
∂H

∂p

µl(S, p,Nl) =
∂H

∂Nl×EÔ�ãâÉ$Ì.Í9Ðlê�Í9Ñ�ë¯Î�ÞßÉ�Ë~ÜÒìYÐÒÍ
ÌYÜÒÍ4ÐÒÌ�Þøê�ÐÝÍ>)EÛ�ÙÅÛ�Ö�Í9ÎYÐ Þ } ÞçÐÒÎxêYÍ4Î Í5©�ÞßÍ4Î�Ó7ÐÒÿ�Í4ÎÉ��Ë�Ñ7Ð]Ë~Ì�ÜÝÍ9ÎÍ4ÑßÉ�Ë~ÜÝÞ7Í9Î�(
H(λ · S, p, λ ·Nl) = λ ·H(S, p,Nl) .
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Ü Èv¸ Ä ¸&ÏS�+û Ç º Â n Ä ¸

G
�
S → T Ñ V → p

�
G(T, p,Nl) = U − T S + p V y ,Yä , z

dG =
∂G

∂T
dT +

∂G

∂p
dp+

L∑

l=1

∂G

∂Nl
dNl y ,Yä � z

ë�ÓBÕ?Û�ÜÒÖ~Þ�Ï�ÐÒÍ9ê�Í9ÑEË~Ô�Ó�ê�Í9ÑEÑßÍ9ãâÉ�Þ7Í9ÎòàGÍ9Ð ÞßÍ§ÿ�Û�Î y ,�ä , z (
dG = −S dT + V dp+

L∑

l=1

µl dNl

ë�Ó�Í4ÑßÖ�ÐÒÌ�ÞEÓØÐ]ãâÉòÏ�ÐÝÍPê�Í4ÑEË�Ô�Ó�ê�Í4Ù�#1ÛGÍ6ÐW�9ÐÝÍ9Î�Þ7Í4ÎGÿ�Í4ÑßÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ	ÙÚÐ Þ y ,Yä � z (
S(T, p,Nl) = −∂G

∂T

V (T, p,Nl) =
∂G

∂p

µl(T, p,Nl) =
∂G

∂Nlé ð Ñ�ê�ÐÝÍlÕ?ÑßÍ4ÐÒÍ§ë�Î�Þ7É�Ë�ÜÝì�ÐÝÍ§ÌYÜÒÍ4ÐÒÌ�Þ1ê�ÐÒÍf)EÛ�ÙÚÛ�Ö�Í9ÎYÐÝÞ } ÞBÐÒÎøêYÍ4Î
Nl
(

G(T, p, λ ·Nl) = λ ·G(T, p,Nl)
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Ω
�
S → T Ñ N → µ

�

Ω(T, V, {µl}) = U − T S −
L∑

l=1

µlNl y ,Yä Á z

dΩ =
∂Ω

∂T
dT +

∂Ω

∂V
dV +

L∑

l=1

∂Ω

∂µl
dµl y ,Yä Ì z

×EÔ�ÓEÑ7ÍPãâÉ�ÞßÍ4ÑEàGÍ9Ð ÞßÍ§ÿ�Û�Î y ,�ä Á z (
dΩ = −S dT − p dV −

L∑

l=1

Nl dµl

��Í4ÑßÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉçÙÚÐÝÞ y ,�ä Ì z Í9Ñ7Ö�ÐÝÌYÞs(
S(T, V, µ) = −∂Ω

∂T

p(T, V, µ) = − ∂Ω

∂V

Nl(T, V, µ) = − ∂Ω

∂µlå ÐÒÍf)EÛ�ÙÚÛ�Ö�Í9ÎYÐÝÞ } Þ�ÐÒÎ
V
Ì�ÜÝÍ9ÐÝÌ�ÞEÍ9Ñ7É.Ë~ÜÝÞ7Í4ÎF(
Ω(T, λ · V, µl) = λ · Ω(T, V, µl)

�# �¡S �¢x£"¤F¥F¦F p¥3§

• é;ÎøêYÍ4Ñ�ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍPêYË~ÑâÓØÞ7Í4ÜÒÜÒÔYÎYÖÅÉ�Ë~Ì>Í4ÎøÏ�ÐÒÑ�Î�Ô�ÎòÐÒÎ�Ó7Ö�ÍPÓ7Ë�ÙýÞ$%eñ Û�Þ7Í4Î�ÞßÐÒË�ÜÝÍ+(
U, F, H, G, Ω .×EÔ�Ó

S
Ì�Ë�ÓØÐÒÍ4ÑßÍ4Î�ê�Û�Î�êYÍ4Î ÓØÐ]ãâÉøË~Ô�ãâÉòÐÝÎ.ÓØÖ�Í9ÓßË~ÙýÞ$%Åñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÍ�ä

• � ÐÝÑuÉ�Ë�Ì.Í9Î
Í4ÐÒÎYÐÒÖ�Ít'QÍ4Ö�Í4Î�êYÑ7Í5���/ÑßË�Î�ÓØÕ?Û�ÑßÙÅÐÒÍ4Ñ7Þ7Í§ÿ�Û�Î U ÎYÐÒãâÉ�ÞuÌ.Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Í4Þ æ ÎYÐ]ãâÉ�ÞÏ�Í9ÐÝÜ Ï�ÐÒÑlÓ7ÐÝÍÅÎYÐ]ãâÉ�ÞlÌYÑâË~Ô.ãâÉYÍ4Î æ ÓØÛ�Î�ê�Í9Ñ7Î æ Ï�Í4ÐÒÜ Ó7ÐÒÍwè�Í4ÐÒÎYÍwÓ7ÐÝÎ�Î�ÿ�Û�ÜÒÜÝÍ9Îjë�ÑßÖ�Í9ÌYÎYÐ]Ó7Ó7ÍÜÝÐÒÍ Õ?Í9Ñ7ÎQäQàGÛøÓ7Û�ÜÒÜ ÞßÍ³��ä ¶ ä�ê�ÐÒÍt'VÍ4Ö�Í9Î�ê�ÑßÍ^� �VÑâË~Î.Ó�Õ?Û�Ñ7ÙÚÐÒÍ4Ñ7Þ7Í Θ(T, p, µ)
ÉYÛ�ÙÅÛ�Ö�Í9ÎjÐÝÎË~ÜÒÜÝÍ9Î\Í5©GÞ7Í4Î.ÓØÐÒÿ�Í9Î ��Ë�Ñ7Ð]Ë~ÌYÜÒÍ4Î Ó7Í4ÐÒÎ æ Ó7ÐÝÍøÉ } ÎYÖ~ÞçË�ÜÝÜÒÍ4Ñâê�ÐÒÎYÖ�ÓÅÎGÔYÑ ÿ�Û�Î¨ÐÒÎ�Þ7Í9Î�ÓØÐÒÿ�Í9Î��Ë~ÑßÐÒË�ÌYÜÝÍ9ÎòË�Ì æ ê�ä ÉQä

Θ(T, p, µ) = λ · Θ(T, p, µ) ∀λ ∈ R ,êYË~ÑâË~Ô�Ó�Õ?Û�ÜÒÖ~ÞlË�Ì.Í9Ñ æ êYË�ÓßÓ Θ ≡ 0
Ó7Í4ÐÒÎjÙeÔ�ÓßÓ æ Ë~Ü]Ó7Û Θ

è�Í4ÐÒÎjÓ7ÐÝÎYÎGÿ�Û�ÜÒÜÝÍPÓ�ñ Û~Þ7Í9Î�Þ7Ð]Ë~ÜêYË~ÑâÓ�ÞßÍ4ÜÒÜ ÞPä
é ð Ñ/Í4ÐÒÎ�Õ<Ë�ãâÉYÍ æ Í9ÐÝÎYè�Û�ÙÚì>Û�ÎYÍ9Î�ÞßÐÝÖ�Í¯àGá�Ó�ÞßÍ4ÙÚÍ¯è�Ë�ÎYÎ§Ù Ë~ÎýÍ9ÐÝÎYÐÒÖ�Í¯ñ�Û�Þ7Í9Î�ÞßÐÒË�ÜÝÍ�Ë~Ô�ãâÉ§ÐÒÎ§Í4ÐÒÎYÍ4ÑÓ7ì.Ís�4ÐÒÍ4ÜÒÜÝÍ9Ñ7Í9Îòé�Û�ÑßÙ Ì>Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÍ4Î�(
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ÙÚÛ�Ü]Ë~ÑßÍ�ë�Î�ÞßÉ�Ë~ÜÒìYÐÒÍ�(Eé ð Ñ Í4ÐÒÎ Í4ÐÒÎYè�Û�ÙÚì.Û�ÎYÍ4Î�Þ7ÐÒÖ�ÍPÓ àGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ð]Ó�Þ

G = G(T, p,N)
ÔYÎ�êË~Ô�Ó�êYÍ4Ñ�ë�ÔYÜÒÍ4Ñm� å�Í4Ü]Ë�ÞßÐÝÛ�ÎçÕ?Û�ÜÝÖ�Þs(

G = µN .

� Í9Ð ÞßÍ4ÑBÕ?Û�ÜÝÖ�Þs(
µ(T, p,N) =

G(T, p,N)

N

µ(T, p, λ ·N) =
G(T, p, λ ·N)

λ ·N
=

λ ·G(T, p,N)

λ ·N
= µ(T, p,N) ,êYË�Ó�ÉYÍ9Ð�´�ÞEË~Ü]ÓØÛ

µ(T, p,N)
Ð]ÓØÞBÉ�Û�ÙÚÛ�Ö�Í4Îçÿ�Û�Ù¿¾lÑâË�êYÍ ½ ÔYÜÝÜVÐÝÎ

N
ä�ë¯ÓBÖ�ÐÝÜÝÞ

µ(T, p, λ ·N) = µ(T, p,N) ∀λ ∈ R ,êYË�ÓlÌ>Í9ê�Í9Ô�Þ7Í4ÞeË~Ì>Í4Ñ æ êYË�ÓßÓ§ÓØÐ]ãâÉ�ê�Ë�Ó§ãâÉYÍ9ÙÅÐ]ÓßãâÉYÍwñ Û�Þ7Í4Î�ÞßÐÒË�Ü�ÎYÐÒãâÉ�Þ } Î.ê�Í4Ñ7Þ æÏ�Í9ÎYÎÚÙ Ë~Î ê�ÐÒÍ��VÍ9ÐÝÜ]ãâÉYÍ9Î��9Ë�ÉYÜYÍ4ÐÒÎYÍPÓ�Í4ÐÒÎYè�Û�ÙÚì.Û�ÎYÍ4Î�Þ7ÐÒÖ�Í9ÎÚà�áGÓØÞ7Í9Ù Ó } Î.ê�Í4Ñ7Þ æ
µ
Ð]Ó�Þ1Ë�ÜÒÓ7ÛÅÔYÎ�Ë~Ì�É } ÎYÖ�ÐÝÖÚÿ�Û�Î

N
(

µ(T, p,N) = µ(T, p) .àGÛ�ÙÚÐÝÞjÕ?Û�ÜÒÖ~Þ æ êYË�Ó7Ó
ê�ÐÝÍ N � ×1ÌYÉ } ÎYÖ�ÐÒÖ�è�Í4ÐÝÞjÿ�Û�Î G(T, p,N)
ÜÒÐÝÎYÍPË~Ñ
Ó7Í4ÐÒÎÙeÔ�ÓßÓ æ ê�Í4ÎYÎF(

G(T, p,N) = µ(T, p)N .�jË~Î�Ì.Ís�4Í9ÐÒãâÉYÎ�Í ÞEê�ÐÒÍuË�Ô�Õ/ê�ÐÒÍ0�VÍ9ÐÝÜ]ãâÉYÍ9Î�Ë~Î��PË~ÉYÜ+Ì>Í5�9Û�Ö�Í9ÎYÍEÕ?ÑßÍ4ÐÒÍuë�Î�Þ7É�Ë�ÜÝì�ÐÝÍ
µ(T, p) =

G(T, p,N)

N
y ,Yä'&sä z

Ë~Ü]Ó[�W�-qGE�ïm
qÉ�í.÷þö
Evq �+ô�
 ä
ÓØì>Í5�9Ð Û>Ó7ãâÉYÍPÓBÖ�ÑßÛ�´�Í9Ó�ñ�Û�Þ7Í9Î�ÞßÐÒË�Ü�(�é ð ÑQÍ9ÐÝÎ§Í9ÐÝÎ�è�Û�ÙÚì>Û�ÎYÍ9Î�Þ7ÐÒÖ�Í9ÓQà�áGÓØÞ7Í9Ù$Ð]Ó�Þ

Ω = Ω(T, V, µ)ÔYÎ�êøê�ÐÒÍuë�ÔYÜÒÍ4Ñm��å�Í9ÜÒË~Þ7ÐÒÛ�ÎòÜÝÐÒÍ Õ?Í9ÑØÞ�(
Ω = −p V .

� Í9Ð ÞßÍ4ÑBÕ?Û�ÜÝÖ�Þs(
p(T, V, µ) = −Ω(T, V, µ)

V

p(T, λ · V, µ) = −Ω(T, λ · V, µ)

λ · V
= −λ · Ω(T, V, µ)

λ · V
= p(T, V, µ)
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å Ë�Ó�ÉYÍ9Ð�´�Þ

p
Ð]ÓØÞEÉYÛ�ÙÚÛ�Ö�Í4ÎYÍ§é�ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�Îòÿ�Û�Ù¿¾lÑßË�ê�Í ½ ÔYÜÒÜQÐÒÎ

V
(

p(T, λ · V, µ) = p(T, V, µ) ∀λ ∈ R .å ÐÝÍ à�ãâÉYÜÒÔ�ÓßÓ�Õ?Û�ÜÝÖ�Í4ÑßÔYÎYÖ Ü]Ë~Ô�ÞßÍ ÞÚÏ�ÐÝÍ�Û�Ì>Í4Î æ êYË�Ó7ÓwÓØÐ]ãâÉ�ê�Í9Ñ å Ñ7Ô.ãâè p Í4ÐÒÎYÍ9ÓÍ4ÐÒÎ�Õ<Ë�ãâÉYÍ4Î æ Í4ÐÒÎYè�Û�ÙÅì>Û�Î�Í4Î�Þ7ÐÒÖ�Í9ÎUà�áGÓØÞ7Í9Ù Ó§ÎYÐ]ãâÉ�Þ } Î�ê�Í9ÑØÞ æ Ï�Í9ÎYÎÊÙ Ë~ÎUêYË�Ó��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î ê�ÍPÓEàGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ó�ÿ�Ë~ÑßÐÒÐÝÍ9ÑØÞ æ ê�ä�ÉQä p É } ÎYÖ~Þ�ÎYÐ]ãâÉ�Þ�ÿ�Û�Î V Ë~Ì�(
p(T, V, µ) = p(T, µ) .å ÐÝÍÔ#�Û�Î�Ó7Ís��ÔYÍ9Î��ÚÐÒÓØÞýêYË~Î�ÎÊË�Ì.Í9Ñ æ ê�Ë�ÓßÓ Ω

ÎGÔYÑ§ÜÒÐÝÎ�Í9Ë~Ñ§ÿ�Û�Î
V
Ë~ÌYÉ } ÎYÖ�Í4Îè�Ë~ÎYÎF(

Ω(T, V, µ) = −p(T, µ)V .�jË�ÎòÌ>Í5�9Í4Ð]ãâÉYÎYÍ4Þ�ê�Ë�Ó�Ë~ÔYÕ êYË�Ó@��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4ÎøÌ>Í5�4Û�Ö�Í9ÎYÍuÖ�ÑßÛ�´�Í � å � ñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~Ü
−p(T, µ) =

Ω(T, V, µ)

V
y ,Yä'&�& z

Ë~Ü]Ó ����
��4ô Õ®�4õâö�
^�ºC~ïm�DÖ3
 �º_K�~÷�
4í�÷ ô¡Evq ä
�# �¡S �¢x£"¤F¥F¦F p¥3§

• å ÐÒÍwé�Û�ÑßÙÅÍ9ÜÝÎ y ,Yä'&sä z Ô�Î�ê y ,�ä�&+& z Ö�Í4Ì>Í4ÎjÓßãâÉYÛ�ÎøÍ4ÐÒÎYÍýì�É�á�Ó7ÐÝè�Ë�ÜÝÐ]Ó7ãâÉ�Í é;Î�ÞßÍ4ÑßìYÑ7Í4ÞßË-�Þ7ÐÒÛ�ÎòÕ ð ÑK�4Ï�Í4Ð/ê�Í4Ñ�ÎYÍ9ÔYÍ4Îøñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÍ�(
G ∼ µ

Ω ∼ p

• å ÐÒÍ1ÉYÐÒÍ4Ñ¯Ö�Í4Ï�Û�Î�ÎYÍ4ÎYÍ9Î ¶ Ís�4ÐÒÍ4ÉGÔYÎYÖ�Í4ÎÚÏ�Í4Ñâê�Í4Î ÔYÎ.Ó�Í9Ó¯ÓØì } Þ7Í9Ñ¯Í4ÑßÜÒÍ4Ð]ãâÉ�ÞßÍ4ÑßÎÅãâÉ�Í4ÙÚÐ �Ó7ãâÉYÍPÓBñ Û~Þ7Í9Î�Þ7Ð]Ë~Ü�ÔYÎ�ê å Ñ7Ô.ãâè	Í4ÐÒÎYÍ9Ó�àGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ó@�4ÔøÌ>Í9ÓØÞ7ÐÒÙÅÙÚÍ9ÎQä
×~üOXºXSýd½ + iº�$kFúØ½¾Ù:k"lO��ÿ�üO�8n�kFn
� ÐÒÍUÐÝÎ ×1Ì�ÓßãâÉYÎYÐÝÞØÞl8�ä 8�ä�&ÊÌ>Í4ÑßÍ4ÐÝÞßÓjË�ÎYÖ�ÍPÓØìYÑßÛ�ãâÉYÍ4ÎxÏ�ÔYÑâê�ÍSÓØÐÒÎ�ê ê�ÐÒÍ ¾lÐÒÌYÌ�ÓÄ� å ÔYÉYÍ9Ù³�å�Í9ÜÒË~Þ7ÐÒÛ�ÎYÍ9ÎeÔYÎ.Ë~ÌYÉ } ÎYÖ�ÐÒÖlÿ�Û�Ù ÿ�Í4ÑßÏ�Í9Î�ê�Í4Þ7Í4ÎÅñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~Ü ä � ÐÝÑ�Ï�Û�ÜÒÜÝÍ9ÎwÎGÔYÎ��4Í9ÐÝÖ�Í4Î æ ê�Ë�ÓßÓê�ÐÒÍeñ Û�Þ7Í4Î�ÞßÐÒË�ÜÝÍÅê�Í4Ñlë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍPêYË~ÑâÓ�ÞßÍ4ÜÒÜÝÔ�ÎYÖçË~ÜÒÜÒÍwË~ÔYÕ�ê�ÐÒÍÅÓ7Í4ÜÒÌ.ÍW¾lÐÝÌ�Ì�Ó	� å ÔYÉYÍ4Ù�� å�Í4Ü]Ë�ÞßÐÝÛ�Î
y 8Yä'&s, z

0 = S dT − V dp+
L∑

l=1

Nl dµl

Õ ð É�Ñ7Í9ÎQä
é�Ñ7Í9ÐÝÍuë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ+( å Ë�Ó å ÐGF>Í9Ñ7Í9Î�Þ7Ð]Ë~ÜVê�Í9ÑEéYÑßÍ4ÐÒÍ4Îòë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍuÜ]Ë~Ô�ÞßÍ Þs(

dF = −S dT − p dV +

L∑

l=1

µl dNl , y ,Yä'&�á z
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ê�Í9Ó7Ï�Í4ÐÝÞ7Í4ÑßÍ4ÎøÜÒÐÝÍ4Õ?Í4Ñ7Þlê�ÐÒÍeë¯ÔYÜÝÍ9ÑÄ� å�Í9ÜÒË~Þ7ÐÒÛ�Î æ Ì��4Ï§ä�Õ?Û�ÜÒÖ~ÞlË�Ô�Ó1êYÍ4Ñº'VÍ4Ö�Í4Î�ê�ÑßÍ^��VÑâË~Î.Ó�Õ?Û�Ñ7Ù Ë�ÞßÐÝÛ�Î�(

F = U − T S

= (T S − p V +
∑

l

µlNl) − T S

= −p V +
∑

l

µlNl

ÔYÎ�êøêYË�ÙÅÐÝÞ
dF = −p dV − V dp+

∑

l

µl dNl +
∑

l

Nl dµl ,

Ï�Û�ÑßË�Ô�Ó�ê�ÔYÑâãâÉb��Í9Ñ7Ö�ÜÝÍ9ÐÒãâÉòÙÚÐ Þ y ,Yä'&�á z Õ?Û�ÜÝÖ�Þs(
−S dT − p dV +

∑

l

µl dNl = −p dV − V dp+
∑

l

µl dNl +
∑

l

Nl dµl

0 = S dT − V dp+
∑

l

Nl dµl .

å Ë�Ó1Ð]ÓØÞuË�Ì.Í9Ñ�Ö�Í4ÑâË�ê�ÍeêYÐÝÍwÌ.Í9Ñ7Í9Ð ÞâÓ�Ì>Í4è�Ë�ÎYÎ�Þ7ÍÃ¾lÐÝÌYÌ.Ó	� å Ô�ÉYÍ4Ù�� å�Í4Ü]Ë�ÞßÐÝÛ�ÎjÐÝÎë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ5� å Ë~ÑâÓ�ÞßÍ4ÜÒÜÝÔ�ÎYÖ�ä
ë�Î�Þ7É�Ë�ÜÝì�ÐÝÍ+( å Ë�Ó å ÐGF+Í4ÑßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~ÜQê�Í9ÑEë�Î�Þ7É.Ë~ÜÒìYÐÝÍ§Ü]Ë~ÔYÞ7Í Þ�(

dH = T dS + V dp+
∑

l

µl dNl ,

Ï�ÐÝÍ�Û�Ì.Í9ÎlÕ?Û�ÜÒÖ~ÞVË~Ô.ÓQê�Í4ÑVë�ÔYÜÒÍ4Ñm��å�Í9ÜÒË~Þ7ÐÒÛ�ÎuÌ��9Ï§ä4Ë~Ô�ÓVê�Í4ÑT'VÍ4Ö�Í4Î�ê�ÑßÍ^� �/ÑßË�Î�Ó�Õ?Û�Ñ7Ù Ë~Þ7ÐÒÛ�Î�(
H = U + p V

= (T S − p V +
∑

l

µlNl) + p V

= T S +
∑

l

µlNl

ÔYÎ�êøÓ7Û�ÙÚÐ Þ
dH = T dS + S dT +

∑

l

µl dNl +
∑

l

Nldµl .

à�ãâÉYÜÒÐÝÍs´�ÜÒÐÒãâÉwÕ?Û�ÜÒÖ~Þ¯Ë�Ô�ãâÉÚÉYÐÒÍ4Ñ¯ê�ÐÒÍ�¾lÐÒÌYÌ�ÓÄ� å ÔYÉYÍ9Ù³� å�Í9ÜÒË~Þ7ÐÒÛ�ÎÚÐÝÎ ë¯ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ9êYË�ÑÄ�Ó�ÞßÍ4ÜÒÜÝÔ�ÎYÖp(
T dS + V dp+

∑

l

µl dNl = T dS + S dT +
∑

l

µl dNl +
∑

l

Nldµl

0 = S dT − V dp+
∑

l

Nl dµl
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é�Ñ7Í9ÐÝÍuë�Î�Þ7É.Ë~ÜÒìYÐÝÍ+( å Ë�Ó å ÐGF+Í4ÑßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~ÜQÜ]Ë~ÔYÞ7Í Þ�(

dG = −S dT + V dp+
∑

l

µl dNl ,

� ÐÒÍ§Û�Ì>Í4ÎòÕ?Û�ÜÒÖ~Þ�(
G = U − T S + p V

=
∑

l

µlNl

ÔYÎ�ê
dG =

∑

l

µl dNl +
∑

l

Nl dµl .

×EÔ.ÓEê�Í4Ù¿��Í4ÑßÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ	Õ?Û�ÜÝÖ�ÞEÏ�ÐÝÍPê�Í4ÑEê�ÐÒÍ§Ì>Í4è�Ë~ÎYÎ�ÞßÍ#åEÍ4Ü]Ë�Þ7ÐÒÛ�Î
−S dT + V dp+

∑

l

µl dNl =
∑

l

µl dNl +
∑

l

Nl dµl

0 = S dT − V dp+
∑

l

Nl dµl .

¾lÑßÛ�´�Í9Ó@� å � ñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~Ü·( å Ë�Ó å ÐGF>Í9Ñ7Í9Î�Þ7Ð]Ë~Ü�Ü]Ë~Ô�ÞßÍ Þs(
dΩ = −S dT − p dV −

∑

l

Nl dµl ,

� ÐÒÍ§Û�Ì>Í4ÎòÕ?Û�ÜÒÖ~Þ�(
Ω = U − T S −

∑

l

µlNl

= −p VÔYÎ�ê
dΩ = −p dV − V dp .×EÔ.ÓEê�Í4Ù¿��Í4ÑßÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ	Õ?Û�ÜÝÖ�ÞEÏ�ÐÝÍPê�Í4ÑEê�ÐÒÍ§Ì>Í4è�Ë~ÎYÎ�ÞßÍ0¾ å � å�Í4Ü]Ë�ÞßÐÝÛ�Î

−S dT − p dV −
∑

l

Nl dµl = −p dV − V dp

0 = S dT − V dp+
∑

l

Nl dµl .

¯@õ�)@õ*) ÚUÛ ÿ�¯�kFú0�®lOSS¯püÄn�þ�üOS ü	kFn:i�n ­ ÎË� � ý<üO.7�®lÄümý����$k ª k ­ kFiKÿ�i�n�ù ­ kF¯
j + ½¾Î%�®ÿ�kFnHÿ�üD�®l	k

2¯Ä ¸ Â ¸
• #uÜ } Ñ7ÔYÎ�ÖÅê�Í9Ñ�ìYÉGá�ÓØÐÒè�Ë~ÜÒÐÒÓßãâÉYÍ4Î ¶ Í9ê�Í9Ô�Þ7Ô�ÎYÖ ê�Í4Ñ�ÎYÍ9ÔYÍ4Îøñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÍ�ä
• 'Qù�Ó7ÔYÎYÖ ê�ÍPÓ$¾lÑ7Ô�Î�ê�ìYÑßÛ�ÌYÜÒÍ4Ù Ó�ê�Í9Ñ$� å ÐÒÎòÎ�Í4ÔYÍ9Î���Ë�Ñ7Ð]Ë~Ì�ÜÝÍ9ÎQä
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Ü J�KLJ�KLJ*I m � � � Ý�¸<�"¸W�x� Æ ûs¸<��¸����"»Ën Ç � Æ9Ä¡o º Â<Ä Æ � Ç ¸ Ã ¸<»"¸<�/ûs���"Ý�»�¸�È 1S� û�¸<� Âû Ä º Â ¸
� ÐÝÍ§Ì>Í4ÑßÍ4ÐÝÞßÓBÉ�Í4ÑâË~Ô�Ó7Ö�ÍPÓ�ÞßÍ4ÜÒÜ ÞBÏ�ÔYÑâê�Í æ Ö�ÐÝÜÝÞBÕ ð Ñ���Ô�Ë�ÓØÐ]Ó�ÞâË�ÞßÐÒÓßãâÉYÍlñ�Ñ7Û+�4ÍPÓ7ÓØÕ ð ÉYÑßÔYÎYÖ�(

δQ = T dS

δAR = p dV

δAC =
∑

l

µl dNl ,

Ï�Û�Ì.Í9Ð
δA = δAR + δAC

ä

 ���"¸�Èv¸�Ï �"¸�ÈvÝ Ä ¸

U(S, V,Nl)

dU = T dS − p dV +

L∑

l=1

µl dNl

= δQ+ δA

é�Ë�ÜÝÜ]Ó
dS = 0 æ Ð]Ó�Þ	Ë~Ô.ãâÉ δQ = 0 æ ê�ä ÉQä�Í9ÓÚÉ.Ë~Î�ê�Í9Ü Þ	Ó7ÐÒãâÉ\ÔYÙ Í9ÐÝÎ�Í4Î Ë�ê�Ð]Ë~Ì.Ë�Þ7Ð]ÓßãâÉYÍ4Îñ�ÑßÛ��4ÍPÓ7Ós�GÔYÎ�ê

dU = δA
ä

é ð ÑBÍ9ÐÝÎYÍ9Î��4î
E|� ô � ÷�E~÷ ô �4õâö�
4í ñ�Ñ7Û+�4ÍPÓ7Ó¯ÐÝÎ�Í4ÐÒÎYÍ4Ù�E ² ô¡E���E~÷ ô �4õâöøË~ÌYÖ�Í9ÓßãâÉYÜÒÛ�ÓßÓØÍ9ÎYÍ4Î	àGá�ÓØÞ7Í4ÙÐ]ÓØÞlê�ÐÒÍtp1Î�ê�Í9Ñ7ÔYÎ�Ö�ê�Í9ÑSé;ÎYÎ�Í4ÑßÍ4Î ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍwÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ
ê�Í9ÑlË�ÙbÌ��9Ï§ä+ÿ�Û�Ù àGá�ÓØÞ7Í4Ù ÿ�Í4ÑßÑ7Ð]ãâÉ��ÞßÍ ÞßÍ4Î¼��ï5��
 ôþ÷ ä
dU = δA

Ü Èv¸ Ä ¸&Ï �"¸�ÈvÝ Ä ¸
F (T, V,Nl)

dF = −S dT − p dV +
∑

l

µl dNl

= −S dT + δA

é�Ë�ÜÝÜ]Ó
dT = 0 æ Ð]Ó�Þ Ë~Ô�ãâÉ −S dT = 0 æ ê�ä ÉVä�ÍPÓçÉ�Ë�Î�ê�Í9Ü ÞøÓØÐ]ãâÉ ÔYÙ¼Í4ÐÒÎYÍ¨ô �^�~÷þöp
 ï§�Ã
ã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓ } Î�ê�Í9Ñ7Ô�ÎYÖp�GÔYÎ�ê

dF = δA
ä

é ð ÑuÍ9ÐÝÎYÍ9Î �4î
E|� ô � ÷ÝE�÷ ô � õâö�
4íUñ�ÑßÛ��9Í9ÓßÓ1ÐÒÎ�Í9ÐÝÎ�Í4Ù ÷?ö�
4ï§�wô �4õâöÊË~ÌYÖ�Í9ÓßãâÉYÜÒÛ�ÓßÓØÍ9ÎYÍ4ÎjàGá�ÓØÞ7Í4ÙÐ]ÓØÞ�êYÐÝÍ<pEÎ.ê�Í4ÑßÔYÎYÖuê�Í4Ñ�é�Ñ7Í9ÐÝÍ9Îwë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍ�Ö�ÜÝÍ9ÐÒãâÉÅê�Í4Ñ�Ë~Ù Ì��4Ï§ädÿ�Û�Ù àGá�Ó�ÞßÍ4Ù ÿ�Í4ÑßÑ7Ð]ãâÉ�Þ7Í4Þ7Í4Î��ï5��
4ôþ÷ ä
dF = δA
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Ï �+û Ç º Â n Ä ¸

H(S, p,Nl)

dH = T dS + V dp+

L∑

l=1

µl dNl

= δQ+ V dp+ δACé.Ë~ÜÒÜÒÓ
dp = 0 = dNl æ Ó7ÛóÐÒÓØÞÚË�Ô�ãâÉ V dp = 0 = δAC æ Í9ÓwÉ�Ë~Î�êYÍ4ÜÝÞ Ó7Ð]ãâÉ�Ë~ÔYÙ Í9ÐÝÎ�Íô �5����E~ïm
 æ E���C+
^�4õßö�q��|���5
4í�
Ãã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓ } Î�ê�Í9Ñ7Ô�ÎYÖp�GÔYÎ�ê dH = δQ

ä
é ð Ñ�Í4ÐÒÎYÍ4Î��4î
E|� ô � ÷�E~÷ ô �4õâö�
4í æ ô �5�+�wE~ïm
4íçñ�ÑßÛ��9Í9ÓßÓ/ÐÒÎÚÍ4ÐÒÎYÍ4ÙÞE���C�
 �4õâö<q��v���5
4í�
4íòàGá�ÓØÞ7Í9Ù Ð]Ó�Þê�ÐÒÍQpEÎ�ê�Í9Ñ7Ô�ÎYÖ ê�Í4Ñ�ë�Î�ÞßÉ�Ë~ÜÒìYÐÒÍ§Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉòê�Í9ÑK�4Ô���Ìp�4Ï§ä�Ë�ÌYÖ�Í5µ�Û�ÓßÓØÍ9ÎYÍ4ÎZ? ± ï§�W
4ä

dH = δQ

Ü È|¸ Ä ¸&ÏS�+û Ç º Â n Ä ¸
G(T, p,Nl)

dG = −S dT + V dp+

L∑

l=1

µl dNl

= −S dT + V dp+ δACé.Ë~ÜÒÜÒÓ
dT = 0 = dp æ ÓØÛ Ð]Ó�ÞlË~Ô�ãâÉ −S dT = 0 = V dp æ ÍPÓ�É�Ë~Î.ê�Í4ÜÝÞ1ÓØÐ]ãâÉjË~Ü]Ó7ÛÅÔ�ÙbÍ9ÐÝÎYÍÐ]ÓØÛ�Þ7ÉYÍ9Ñ7ÙÚÍ æ Ð]Ó7Û�Ì�Ë�Ñ7Ífã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓ } Î�ê�Í9Ñ7Ô�ÎYÖp�GÔYÎ�ê dG = δAC

ä
é ð ÑwÍ9ÐÝÎ�Í4Î �4î
E|� ô � ÷ÝE�÷ ô � õâö�
4í æ ô �5��÷?ö�
4ï§�Ã
 í æ ô �^�+��E�ïm
4í ñ�ÑßÛ��4ÍPÓ7ÓeÐÒÓØÞ ê�ÐÝÍ4pEÎ�êYÍ4ÑßÔYÎYÖÊê�Í4Ñë�Î�Þ7É�Ë�ÜÝì�ÐÝÍ§Ö�ÜÝÍ9ÐÒãâÉøê�Í4ÑEË�Ù Ì��9Ï§äYÿ�Û�ÙbàGá�Ó�ÞßÍ4Ù ÿ�Í4ÑßÑ7Ð]ãâÉ�Þ7Í4Þ7Í4ÎÊõßöp
��Åô �4õßöp
 í���ï5��
 ôþ÷ ä

dG = δAC

Ò È ��Ó ¸ Æ � Ç ¸�È|� � »F����º�� Ä Æ � Ç ¸ Æ¿1�� ûs¸<�+û Ä º Â
Ω(T, V, µl)

dΩ = −S dT − p dV −
L∑

l=1

Nl dµl

= −S dT + δAR −
L∑

l=1

Nl dµl

é.Ë~ÜÒÜÒÓ
dT = 0 = dµl æ Ó7ÛøÐÒÓØÞeË~Ô.ãâÉ −S dT = 0 =

∑
lNl dµl æ Í9Ó§É.Ë~Î�ê�Í9Ü ÞeÓ7Ð]ãâÉóË�ÜÒÓ7ÛÔYÙ�Í9ÐÝÎYÍ1ÐÒÓ7Û~ÞßÉYÍ4ÑßÙÚÍ ã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓ } Î�ê�Í9Ñ7Ô�ÎYÖ æ Ì>Í4Ð+ê�Í9Ñ�êYË�Ó¯ãâÉYÍ9ÙÅÐ]ÓßãâÉYÍEñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~Ü.è�Û�Î.Ó�ÞâË~Î�Þ
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ÌYÜÒÍ4ÐÒÌ�Þ æ êYË�ÓEÉYÍ9Ð�´�Þ æ êYË�ÓuàGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ì>Í^Û�Î�êYÍ Þ§ÓØÐ]ãâÉjÐÒÙ ãâÉ�Í4ÙÚÐÒÓßãâÉYÍ9Î¼¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�Þ§ß|�>ÔYÎ�ê
dΩ = δAR

ä
é ð Ñ�Í9ÐÝÎ�Í4Î�� î
Ev� ô �â÷ÝE�÷ ô �4õßöp
 í
àVô �5��÷?ö�
4ï§�W
4í	ñ�ÑßÛ��9Í9ÓßÓ æ Ì>Í4Ð�êYÍ4Ù êYË�ÓEõßöp
��Åô �4õßöp
�_K��÷ 
4í�÷ ô¡EvqA+��íp� ÷�E~í�÷�ÌYÜÝÍ9ÐÝÌYÞ æ Ð]Ó�Þ1êYÐÝÍqpEÎ.ê�Í4ÑßÔYÎYÖ	ê�ÍPÓBÖ�ÑßÛ�´�Í4Î�� å � ñ Û�Þ7Í4Î�ÞßÐÒË�ÜÒÓBÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉøê�Í4ÑEË�Ù Ì��9Ï§äÿ�Û�Ùbà�áGÓØÞ7Í9Ù ÿ�Í4ÑßÑ7Ð]ãâÉ�Þ7Í ÞßÍ4Îl�W
âõâö�E�í.ô �4õßöp
 í���ï5��
 ôþ÷ ä

dΩ = δAR

Ü J�KLJ�KLJ�K 2 � Æ º�����¸<��Ý�¸ Æ ¸�û9ü~û�¸���� Æ û�¸<��¸*�"��»�Ï�á�û9Èv¸��jº Â n�È Ä ��ü Ä n Ä ¸<�
ÏS�+û9È � n Ä ¸

S
� ó ºMá Ä ��º Â n/È Ä ��ü Ä n

à�ãâÉYÛ�Î ÐÝÎ ñ Û�ÓØÞ7Ô�ÜÒË~Þº8ÚÉ�Ë~Ì>Í4Î
Ï�ÐÝÑ�Õ?Û�ÜÝÖ�Í4Î�êYÍ9Ó��
Ëv©�ÐÝÙ Ë�ÜÝìYÑßÐÒÎ��4ÐÒìòÕ ð Ñ�ê�ÐÒÍýë�Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÝÍýÕ?Í9ÓØÞÄ�Ö�Í9É�Ë~ÜÝÞ7Í9Î�(
��Û�Î
Ë�ÜÝÜÒÍ4Î�ã+Ô�Ó�Þ } Î�êYÍ4Î Í4ÐÒÎYÍPÓýô �5�vq ô�
4ï ÷ 
 í�àGá�ÓØÞ7Í9ÙÚÓ æ êYÐÝÍwÙÅÐÝÞlêYÍ4Îjÿ�Û�ÑßÖ�Í4Ö�Í4Ì>Í4ÎYÍ9Î�)1Í4Ù��ÙeÔYÎ�Ö�Í4Î�ÿ�Í9ÑØÞßÑ } Ö�ÜÒÐÒãâÉ	Ó7ÐÝÎ.ê æ ÐÒÓØÞEê�Í4Ñ�æ�Í4Î�ÐÝÖ�Ílê�Í9ÑBë�Î�ê��9Ô�Ó�ÞâË~Î�ê�Í4ÐÒÎYÍPÓ�×EÔ�Ó7Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉYìYÑßÛ��9Í9ÓßÓØÍPÓy ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í9Ï�ÐÒãâÉ�ÞâÓÄ�9Ô�Ó�ÞâË~Î�ê z æ Õ ð ÑEê�Í9Î ê�ÐÝÍÃÉBí�÷ ïm�w�+ô�
 S �¨E`â�ô��¨E-q/Ï�ÐÒÑßêQä
�jË~Îòè�Ë~ÎYÎ Ë�Ô�ãâÉ�èGÔYÑ��§Ó7ãâÉ�Ñ7Í9ÐÝÌ>Í4Î�(

dU = 0
dV = 0
dN = 0



⇒ ë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍuÙ Ëv©�ÐÝÙ Ë�Ü�ÐÝÙÅ� å �	¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉ�Ö�Í4Ï�Ð]ãâÉ�Þ


 ���"¸�Èv¸�Ï �"¸�ÈvÝ Ä ¸
U
� ó Ä � Ä ��º Â n/È Ä �/ü Ä n

��Û�Î	Ë�ÜÝÜÒÍ4Î�ã+Ô�Ó�Þ } Î�êYÍ4Î Í4ÐÒÎYÍPÓºE���C�
 �4õâö<q��v���^
4í�
4í æ � ÷ÝE�ï ïm
4íøà�áGÓØÞ7Í9Ù Ó æ ê�ÐÝÍ�ÙÚÐ ÞBê�Í4Î	ÿ�Û�ÑßÖ�Í5�Ö�Í9Ì.Í9ÎYÍ4ÎI)EÍ9ÙÚÙeÔYÎYÖ�Í4Îøÿ�Í9ÑØÞßÑ } Ö�ÜÒÐÒãâÉòÓØÐÒÎ�ê æ ÐÒÓØÞ1ê�Í4Ñ�æ�Í4Î�ÐÝÖ�Íýê�Í4ÑEë¯Î�ê��4Ô.Ó�ÞâË~Î�êòÍ4ÐÒÎYÍPÓ§ô �5
 í�^÷ ï��w�p
 í
×1Ô�Ó7Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉYìYÑßÛ��4ÍPÓ7Ó7Í9Ó æ Õ ð ÑEê�Í4Î ê�ÐÒÍ¿ã í.í�
4ïm
ºÉBí�
4ï*C~ô�
 U �wôþí.ô��¨E-q/Ï�ÐÒÑßêQä
dS = 0
dV = 0
dN = 0



⇒ é;ÎYÎYÍ9Ñ7Íuë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍuÙÚÐÒÎYÐÝÙ Ë�ÜQÐÝÙÅ� å �	¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í9Ï�ÐÒãâÉ�Þ

Ü Èv¸ Ä ¸&Ï �"¸�ÈvÝ Ä ¸
F
� ó Ä � Ä ��º Â n�È Ä �/ü Ä n

é;Î
Í9ÐÝÎYÍ9Ù
E���C+
^�4õßö�q��|���5
4í�
4í æ ² ��íhE��Åô �4õßö>E���C+
^�4õßö�q��|���5
4í�
4í y�ä ÓØÞßË�Ñ7ÑßÍ4Î z àGá�Ó�ÞßÍ4Ù ÿ�Í9ÑÄ�ÜÒË�Ô�Õ?Í4ÎÚË~ÜÒÜÒÍlô �5�~÷þöp
 ï§�Ã
 í�×EÔ�Ó7Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Ó7ìYÑ7Û+�4ÍPÓ7Ó7Í æ ê�ÐÒÍ�ÙÚÐÝÞ¯ê�Í4ÎÅÐÒÎYÎYÍ4ÑßÍ4ÎW)EÍ9ÙÚÙeÔYÎYÖ�Í4ÎÚÿ�Í9ÑÄ�Þ7Ñ } Ö�ÜÝÐ]ãâÉýÓØÐÒÎ�ê æ Ó7Û æ ê�Ë�ÓßÓ/ê�ÐÒÍ��Qïm
4ô�
åÉ�í�
 ï*C�ô�
�ÐÒÙ!¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�ÞâÓÄ�9Ô�ÓØÞßË~Î.ê¨�wôþí.ô��¨E-q�Ï�ÐÝÑâê�äæDç"è�éåê3ë¾é*éíì¾îðï�ñ�ò3óHôOõ¾ôOë�ò*ôDì=ö�õ¾è�é�éå÷§ôDîðì�ôºø ôDè�÷6ò*îðù§ì¾ôOìcé*ò�èwò¡ò*ú�ì�õ¾ôOì�ö
ôDéåñ¾ôOîðû�òeì`ë¾üOöMõ�è�é*éåý�ù§ì[þ*ôÝÿõ¾ôOü��MôOî��ðï�ñ�ôDì�é�ù§üWò�ô��Oë�þ¡ôDõ�ôDü��dôOî ò��	�ðôOîðï�ñqý`îðô
�ðô��MôOî��ðï�ñ¾ôOìQôOü��OôOë
��ò��LôOü¡õ¾ôOì�ö��Tîðôåîðìqõ¾ôOü��	�ðôOîðï�ñ¾ôOì��dôOî òý�ôOü¡ì¾îðï�ñ�ò�ôÝò��LôOü*õ�ôDì������ðôOîðï�ñ
�§ô��Tîðï�ñ�ò]÷�è�ì¾ìQîðìqõ¾îðôOé�ôOê��dë�é�è�ê<ê<ôOì¾ñ�è�ì
��è��ðé*ùºõ�ë¾ü*ï�ñ�è�ë¾éåè�ë¾ï�ñ��*õ��`ì�èwÿê<îðé*ï�ñ¾ôOé����ðôOîðï�ñ
�§ô��Tîðï�ñ6ò �åñ¾ôOîðû§ôOì��
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dT = 0
dV = 0
dN = 0



⇒ é�Ñ7Í9ÐÝÍ§ë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍlÙÚÐÒÎYÐÒÙÚË�Ü�ÐÝÙÅ� å �	¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í9Ï�ÐÒãâÉ�Þ

Ï �+û Ç º Â n Ä ¸
H
� ó Ä � Ä ��º Â n/È Ä ��ü Ä n

é;ÎòÍ4ÐÒÎYÍ4Ù E���C+
^�4õßö�q��|���5
4í�
4íóàGá�ÓØÞ7Í4Ù ÿ�Í4ÑßÜ]Ë~Ô�Õ?Í9Î�Ë~ÜÒÜÒÍwô �5����E~ïm
 í
à�ô �5
 í.÷ ïm����
4í
×1Ô�ÓØÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉ��Ó7ìYÑßÛ��4ÍPÓ7Ó7Í æ ê�ÐÝÍÅÙÚÐ ÞuÐÒÎYÎYÍ4ÑßÍ4Î�)EÍ4ÙÚÙwÔYÎYÖ�Í9Î
ÿ�Í4Ñ7Þ7Ñ } Ö�ÜÒÐ]ãâÉøÓ7ÐÒÎ�ê æ ÓØÛ æ ê�Ë�ÓßÓ1ê�ÐÒÍcÉBí�÷?ö�Evq �>ô�
ÐÒÙ¿¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í9Ï�ÐÒãâÉ�ÞßÓm�4Ô.Ó�ÞâË~Î�êl�wôþí.ô��¨E-q/Ï�ÐÒÑâê�ä
dS = 0
dp = 0
dN = 0



⇒ ë�Î�Þ7É.Ë~ÜÒìYÐÝÍ§ÙÚÐÒÎYÐÒÙÚË�ÜQÐÒÙ¿� å � ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í9Ï�ÐÒãâÉ�Þ

Ü È|¸ Ä ¸&ÏS�+û Ç º Â n Ä ¸
G
� ó Ä � Ä ��º Â n�È Ä �/ü Ä n

é;Î Í9ÐÝÎYÍ9ÙÞE+��C+
^�4õßö�q��|���5
 í�
 í àGá�ÓØÞ7Í4Ù ÿ�Í9Ñ7Ü]Ë~ÔYÕ?Í4Î Ë~ÜÒÜÝÍ§ô �5�+�wE~ïm
4í æ ô �^�~÷þöp
 ï§�Ã
4íò×1Ô�ÓØÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉ��Ó7ìYÑßÛ��4ÍPÓ7Ó7Í æ ê�ÐÒÍeÙÚÐ Þýê�Í9Î
ÐÒÎYÎYÍ9Ñ7Í9Î¼)EÍ9ÙÅÙwÔYÎYÖ�Í4Î
ÿ�Í4Ñ7Þ7Ñ } Ö�ÜÝÐ]ãâÉ ÓØÐÒÎ�ê æ Ó7Û æ êYË�ÓßÓlê�ÐÝÍc��ï�
 ô�
É�í.÷þö
Evq �+ô�
ýÐÒÙÅ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�ÞâÓÄ�9Ô�ÓØÞßË~Î.ê��Åôþí�ô��cEvq�Ï�ÐÝÑâê�ä
dT = 0
dp = 0
dN = 0



⇒ éYÑßÍ4ÐÒÍ§ë�Î�Þ7É�Ë�ÜÝìYÐÒÍ§ÙÚÐÝÎ�ÐÝÙ Ë~Ü�ÐÒÙ¿� å �	¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�Þ

Ò È ��Ó ¸ Æ � � Â 1S� û�¸��+û Ä º Â
Ω
� ó Ä � Ä ��º Â n�È Ä ��ü Ä n

é;ÎÊÍ4ÐÒÎYÍ9Ù � ÷ÝE�ï ïm
4í¨àGá�ÓØÞ7Í4Ù æ ÙÚÐÝÞ¨A+��í�� ÷ÝE�í.÷�
6� õâö�
6�Åô � õâö�
6��_K��÷ 
4í�÷ ô¡EvqBÿ�Í9Ñ7Ü]Ë~Ô�Õ?Í9ÎUË~Ü��ÜÒÍ	ô �5��÷?ö�
4ï§�W
4íU×EÔ�Ó7Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Ó7ìYÑßÛ��4ÍPÓ7Ó7Í æ êYÐÝÍwÙÅÐÝÞlêYÍ4Î ÐÒÎYÎYÍ4ÑßÍ4Î�)EÍ4ÙÚÙwÔYÎYÖ�Í9Î ÿ�Í9ÑØÞßÑ } Ö�ÜÒÐÒãâÉÓ7ÐÝÎ.ê æ Ó7Û æ êYË�Ó7ÓVÐÝÙe¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í9Ï�ÐÒãâÉ�ÞâÓÄ�9Ô�Ó�ÞâË~Î�êuêYË�Ó"!Bïm�DÖ3
¿¥+ö�
4ï§�W� ² ��íhE��Åô �4õßöp
�_$��÷ 
 í.÷ ô¡E-q
�Åôþí�ô��cEvq�Ï�ÐÝÑâê�ä

dT = 0
dV = 0
dµl = 0



⇒ éYÑßÍ4ÐÒÍlë¯Î�ÞßÉ�Ë~ÜÒìYÐÒÍ§ÙÚÐÝÎYÐÒÙ Ë~ÜQÐÒÙ¿� å �	¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�Þ

�# $#Ç �µW¶&%" �¢('*)�+�¢x p¡*,T¸�·�¢Lµr¥�-dµ�·�µr �¥3§
ÿ�Û�Î

S
( å Ë�Ó$�jË-©�ÐÝÙ Ë~ÜÒìYÑßÐÝÎp�4ÐÒìçÿ�Û�Î

S
Õ?Û�ÜÒÖ~Þ1êYÐÝÑßÍ4è�ÞEË~Ô�ÓBñ Û�Ó�ÞßÔYÜÒË~Þ�8 y à+ä�á+% z äÿ�Û�Î

U
( å Ë�ÓEàGá�ÓØÞ7Í4Ù

Σ
ÓØÍ9Ð+Ë�Î�Í9ÐÝÎ�Í �~} Ñ7ÙÚÍs��ÔYÍ9ÜÝÜÒÍ

W
Ë~Î�Ö�Í9ÓßãâÉYÜÒÛ�ÓßÓØÍ9Î��

W
ÔYÎ�ê

ΣÌ>Í^Û�Î�êYÍ4Î	Ó7ÐÒãâÉ ÐÒÙ Ð]ÓØÛ�ÜÝÐÒÍ4Ñ7Þ7Í9Î	àGá�Ó�ÞßÍ4Ù
Σ̃ y ÓØÐÒÍ4ÉYÍ�×EÌYÌYÐÒÜ]ê�ÔYÎYÖØ,�ä 8§Ë z ä~ë�Ó�Ö�ÐÒÜÝÞË~Ü]Ó7Ûp(
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. è0/1�Dë�ê 2�îðì¾î ÿê�è���3�ü*îðì
�Oî�3�ý�ù§ì
Uë�ì¾õ

F

. ó4/5�Oë¾ê 2�îðì¾î ÿê�è���3¾ü¡îðì
�Oî�3 ý�ù§ì
H
ë¾ì¾õ

G

. ï6/7�Oë¾ê82�îðì�îðê�è�� ÿ3¾ü¡îðì
�Oî�3ºý�ù§ì
Ω

×1ÌYÌYÐÒÜÒê�Ô�ÎYÖÇ,Yä 8�(YàGèGÐ'�5�4Í9Î*�4ÔYÙ ¶ Í9Ï�Í9ÐÒÓBê�Í9Ñ�� ÐÒÎYÐÒÙÚË�ÜÝì�Ñ7ÐÒÎ��4ÐÒìYÐÒÍ4Î
• W

è�Ë~ÎYÎ ÎGÔYÑ �~} ÑßÙÅÍ
ÙÅÐÝÞ
Σ
Ë�Ô�Ó�ÞâË~Ô�ÓßãâÉYÍ9ÎQä�ë¯ÓçÙeÔ�ÓßÓçË�ÜÝÜÒÍ4Ñâê�ÐÒÎYÖ�ÓÎYÐ]ãâÉ�Þ$�4Ï�ÐÒÎYÖ�Í9Î�ê

TW = TΣ
ÿ�Û�ÑßË�Ô�Ó7Ö�Í9Ó7Í Þ�� Þ�Ï�Í9Ñßê�Í9ÎQä

• SΣ = const. y⇒ dS = 0
Ï } ÉYÑ7Í9Î�ê�ã+Ô�Ó�ÞâË~Î�ê�Ó } Î�ê�Í4ÑßÔYÎYÖ z

• VΣ = const. ∧ NΣ = const. ⇒ ∆AΣ = 0

½ ÔYÎøÖ�ÐÝÜÝÞs(
∆SW =

1

TW
∆Qw

= − 1

TW
∆QΣ

= − 1

TW
∆UΣ ,

êYË
∆AΣ = 0

ä
Σ̃
Ð]Ó�Þ�Ð]ÓØÛ�ÜÝÐÒÍ4Ñ7Þ æ êQä ÉQä S̃ Ð]Ó�Þ�ÐÒÙ�� å � ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í9Ï�ÐÒãâÉ�Þ Ù Ëv©�ÐÝÙ Ë�Ü æê�ä ÉQä�ê�ÐÒÍqpEÎ�ê�Í9Ñ7Ô�ÎYÖ ÿ�Û�Î

S̃
ÐÒÓØÞ�Ù Ëv©�ÐÝÙ Ë�Ü�ì.Û�ÓØÐÝÞ7ÐÒÿ�(

∆S̃ = ∆SΣ + ∆SW

= ∆SW

= − 1

TW
∆UΣ ,

êYË�Ó¯É�Ë�Þ�Ë~Ì>Í4ÑË�4Ô�Ñ�é�Û�ÜÒÖ�Í æ êYË�Ó7Ó�ê�ÐÝÍ�pEÎ.ê�Í4ÑßÔYÎYÖÅê�Í4ÑËé;ÎYÎYÍ9Ñ7Í9Î	ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ�ÐÝÎ ΣÙ Ëv©�ÐÝÙ Ë�Ü�ÎYÍ9Ö�Ë~Þ7ÐÒÿuÓ7Í4ÐÒÎeÙwÔ�ÓßÓ æ ÏBË�Ó/Ï�ÐÝÍPê�Í4ÑßÔYÙ Ì>Í9ê�Í9Ô�Þ7Í4Þ æ êYË�Ó7Ó UΣ
ê�Í4ÎeÕ ð Ñê�ÐÒÍ9Ó7Í ã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓ } Î�ê�Í9Ñ7Ô�ÎYÖ§èGÜÝÍ9ÐÝÎ�ÓØÞ7ÙÚù�Ö�ÜÒÐÒãâÉYÍ9Î � Í9ÑØÞBË~ÎYÎYÐÒÙÚÙýÞPä

UΣ
Í4Ñ7Õ ð ÜÒÜ ÞÍ4ÐÒÎ��jÐÝÎYÐÒÙ Ë~ÜÒìYÑßÐÝÎ��9ÐÝìVä
��ÍPê�ä

ÿ�Û�Î
F
( å Ë�Ó¯àGá�ÓØÞ7Í4Ù

Σ
ÓØÍ9ÐYÏ�ÐÝÍPê�Í4Ñ�Ë~ÎÚÍ4ÐÒÎYÍ �~} Ñ7ÙÚÍ���Ô�Í4ÜÒÜÝÍ

W
Ö�Í9è�Û�ìYì.Í9Ü Þ��

W
ÔYÎ�ê

Σ
Ì>Í^Û�Î�êYÍ4ÎUÓØÐ]ãâÉóÐÝÙªÐ]Ó7Û�ÜÒÐÝÍ9ÑØÞßÍ4Îóà�áGÓØÞ7Í9Ù

Σ̃ y ÓØÐÒÍ4É�ÍÚ×1ÌYÌYÐÒÜÒêYÔYÎYÖI,Yä 8�Ë z ä+ë¯ÓÖ�ÐÒÜ Þ�(



³<; Æp;�OS2 6e4"!$68T$G =@O³E®BS/�GI2ÄC �"!�68BQ1 =04�68B³4�2	/S7�6 Á+Ì

• W
è�Ë~ÎYÎøÎGÔYÑ �~} ÑßÙÚÍuÙÅÐÝÞ

Σ
Ë~Ô�ÓØÞßË�Ô�Ó7ãâÉ�Í4ÎQä

• TW = TΣ = const.

• VΣ = const. ∧ NΣ = const. ⇒ ∆AΣ = 0

ë¯Ó�Ð]ÓØÞEÎ�Ô�Î
∆S̃ = ∆SW + ∆SΣ

=
1

TW
∆QW + ∆SΣ

= − 1

TW
∆QΣ + ∆SΣ

= − 1

TΣ
∆UΣ + ∆SΣ

TΣ ∆S̃ = − (∆UΣ − TΣ ∆SΣ)

= −∆FΣ

êYË
∆AΣ = 0

ÔYÎ�ê
TW = TΣ = const. æ Õ?Í4ÑßÎYÍ4Ñ�Ï�ÔYÑâê�Íýÿ�Í9Ñ7Ï�Í4Î.ê�Í Þ æ êYË�Ó7Ó

F = U − T S
ÐÒÓØÞ9ä

å Ë
Σ̃
ÐÒÓ7Û�ÜÒÐÝÍ9ÑØÞlÐÒÓØÞ æ Ð]ÓØÞ S̃ Ï�ÐÝÍPê�Í4ÑuÙ Ëv©�ÐÒÙÚË�Ü æ ÔYÎ�ê ∆S̃

Ù Ëv©�ÐÒÙ Ë~Ü ì.Û�ÓØÐÒÜÝÞ7ÐÒÿ>äå Ë~ÎYÎøÕ?Û�ÜÝÖ�Þ æ ê�Ë�ÓßÓ ∆F
Ù Ë-©GÐÒÙ Ë~Ü/ÎYÍ4Ö�Ë�Þ7ÐÒÿçÐ]ÓØÞ æ Ô�Î�êjÓ7Û�ÙÚÐ Þ F Ï�ÐÒÍ9ê�Í9Ñ�ê�Í9ÎÌ>Í4Ð1ê�ÐÒÍ9Ó7Í4Ù ñ�ÑßÛ��4ÍPÓ7ÓÚèGÜÒÍ4ÐÒÎ�ÓØÞ7ÙÚù�Ö�ÜÝÐ]ãâÉYÍ4Î � Í4Ñ7ÞçË~ÎYÎYÐÒÙÚÙýÞPä

F
Í9ÑØÕ ð ÜÝÜÝÞ	Í4ÐÒÎ� ÐÒÎYÐÒÙÚË�ÜÝì�Ñ7ÐÒÎ��4ÐÒìQä

��Í9ê�ä
ÿ�Û�Î

H
( å Ë�Ó¯àGá�ÓØÞ7Í9Ù

Σ
ÓØÍ9ÐYÎGÔYÎ	Ë~ÎÚÍ9ÐÝÎYÍ �~} Ñ7ÙÚÍ5�VÔYÎ�êW��Û�ÜÝÔYÙÚÍ9Îp��ÔYÍ4ÜÒÜÝÍ

W æ V Ö�Í^�è�Û�ìYì>Í4ÜÝÞs�
W æ V ÔYÎ�ê

Σ
ÓØÍ9ÐÝÍ9ÎçË~ÜÒÜÝÍ �VÍ9ÐÝÜ]Ó7áGÓØÞ7Í9ÙÚÍ1Í4ÐÒÎYÍPÓ¯Ð]ÓØÛ�ÜÝÐÒÍ4Ñ7Þ7Í9Î�àGá�ÓØÞ7Í4Ù Ó

Σ̃ y Ó7ÐÒÍ4ÉYÍý×1ÌYÌYÐÒÜÒê�Ô�ÎYÖÇ,Yä 8Úã z ä�ë¯ÓBÖ�ÐÒÜ ÞEÎGÔYÎF(
• W æ V è�ù�ÎYÎYÍ9Î�ÎGÔYÑ �~} ÑßÙÚÍ�Ì��9Ï§ä®��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î\ÙÚÐ Þ

Σ
Ë�Ô�ÓØÞßË~Ô.Ó7ãâÉYÍ9Î

y pV = pΣ
�
TW = TΣ

ÙwÔ�ÓßÓ�Ë~Ì>Í4Ñ�ÎYÐ]ãâÉ�ÞBÍ9ÑØÕ ð ÜÝÜÝÞ1ÓØÍ9ÐÝÎ z ä
• SΣ = const. ⇒ ∆Sσ = 0

• NΣ = const. ⇒ ∆ (AC)Σ = 0

• pV = pΣ = const.

½ Ô�ÎòÐ]ÓØÞEÏ�ÐÝÍPê�Í4Ñ æ Ï�Í9Ö�Í9Î ∆SΣ = 0
(

∆S̃ = ∆SW ,
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Õ?Í4ÑßÎYÍ4ÑBÖ�ÐÝÜÝÞs(

∆SW =
1

TW
∆Qw

= − 1

TW
∆QΣ

= − 1

TW
(∆UΣ − ∆ (AR)Σ)

= − 1

TW
(∆UΣ + pΣ ∆VΣ)

= − 1

TW
∆HΣ .

)EÐÒÍ4ÑßÌ.Í9Ð�Ï�ÔYÑâê�ÍuÌ.Í9Î�ÔYÞm� Þ æ êYË�Ó7Ó H = U + p V
ÔYÎ�ê

∆pΣ = 0
ÐÒÓØÞ9äå Ë

Σ̃ æ Ï�ÐÒÍ1Û�Ì.Í9Î æ ÐÒÓ7Û�ÜÒÐÝÍ9ÑØÞ�ÐÒÓØÞ æ Ð]Ó�Þ S̃ ÐÒÙ[¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�Þ�Ï�ÐÝÍPê�Í4Ñ�Ù Ëv©�ÐÝÙ Ë�Ü æê�ä ÉQä
∆S̃ = ∆SW

Ð]Ó�ÞeÙ Ë-©GÐÒÙ Ë~Ü�ì>Û�Ó7Ð ÞßÐÝÿ+ä å Ë�ÎYÎÊÕ?Û�ÜÒÖ~ÞeË�Ì.Í9Ñ æ ê�Ë�ÓßÓ ∆HΣÙ Ëv©�ÐÝÙ Ë�Ü.ÎYÍ9Ö�Ë~Þ7ÐÒÿ	ÓØÍ9ÐÝÎòÙeÔ�ÓßÓ9ä
HΣ

ÎYÐÒÙÅÙeÞEË~Ü]ÓØÛÅê�Í4Î�Õ ð ÑEê�ÐÒÍ9Ó7Í0ã+Ô�Ó�ÞâË~Î�ê�Ó	�} Î�êYÍ4ÑßÔYÎYÖÅè�ÜÒÍ4ÐÒÎ�ÓØÞ7ÙÚù�Ö�ÜÝÐ]ãâÉYÍ9Î � Í4Ñ7ÞEË~ÎQä
H
Í4Ñ7Õ ð ÜÒÜ ÞEÍ9ÐÝÎI� ÐÒÎYÐÒÙ Ë~ÜÒìYÑ7ÐÒÎ��9ÐÝìQä

��ÍPê�ä
ÿ�Û�Î*¾�( å Ë�Ó1àGá�ÓØÞ7Í4Ù

Σ
Ï�ÐÝÑâêøÏ�ÐÒÍ9ê�Í9Ñ1Ë~ÎøÍ4ÐÒÎYÍ �~} Ñ7ÙÚÍ���Ô�Í4ÜÒÜÝÍ

W
ÔYÎ�ê Í9ÐÝÎ�Í0��Û�ÜÒÔ��ÙÚÍ4Îp��ÔYÍ9ÜÝÜÒÍ

V
Ö�Í4è�Û�ìYì>Í4ÜÝÞs�

Σ æ V Ô�Î�ê W ÓØÐÒÎ�êwÏ�ÐÝÍPê�Í4Ñ Í4ÐÒÎ��9ÐÝÖ�Í@�/Í4ÐÒÜ]ÓØá�ÓØÞ7Í4ÙÚÍê�Í9ÓBÐ]Ó7Û�ÜÒÐÝÍ9ÑØÞßÍ4Î àGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ó
Σ̃ y Ó7ÐÝÍ9ÉYÍý×EÌ�ÌYÐÝÜ]ê�ÔYÎ�ÖÇ,Yä 8wÌ z äYë¯ÓEÖ�ÐÒÜ Þ

• V
è�Ë~ÎYÎòÎGÔYÑK��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4ÎøÙÚÐÝÞ

Σ
Ë�Ô�Ó�ÞâË~Ô�ÓßãâÉYÍ9Î y pV = pΣ z ä

• W
èdË�ÎYÎòÎ�Ô�Ñ �~} ÑßÙÅÍ§ÙÚÐÝÞ

Σ
Ë�Ô�Ó�ÞâË~Ô�ÓßãâÉYÍ9Î y TW = TΣ z ä

• NΣ = const. ⇒ ∆ (AC)Σ = 0

• TW = TΣ = const.

• pV = pΣ = const.

� Í9Ð ÞßÍ4Ñ�Ö�ÐÝÜÝÞs(
∆S̃ = ∆SW + ∆SΣ

=
1

TW
∆QW + ∆SΣ

= − 1

TW
(∆QΣ − TΣ ∆SΣ)

= − 1

TW
(∆UΣ − ∆AΣ − TΣ ∆SΣ)

= − 1

TW
(∆UΣ + p∆VΣ − TΣ ∆SΣ)

= − 1

TW
∆GΣ .
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å Ë1ÎGÔYÎwÏ�ÐÝÍPê�Í4Ñ

S̃
ÐÒÙe¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉ�Ö�Í4Ï�Ð]ãâÉ�Þ/Ù Ëv©�ÐÒÙ Ë~Ü�Ï�ÐÝÑâê æ ÙeÔ�ÓßÓ ∆S̃

Ù Ëv©�ÐÝÙ Ë�Üì>Û�Ó7Ð ÞßÐÝÿòÓØÍ9ÐÝÎ æ ê�Ë�Ó�É�Ë~ÞK�4ÔYÑ1é�Û�ÜÒÖ�Í æ êYË�ÓßÓ ∆GΣ
ÐÝÙ�¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉ�Ö�Í4Ï�Ð]ãâÉ�ÞßÓm�4Ô�ÓØÞßË�Î�êÙ Ëv©�ÐÒÙÚË�Ü/Î�Í4Ö�Ë~Þ7ÐÒÿ ÐÒÓØÞ æ ÔYÎ.ê GΣ

ÓØÛ�ÙÅÐÝÞ§ê�Í4Î�è�ÜÒÍ4ÐÒÎ�ÓØÞ7ÙÚù�Ö�ÜÝÐ]ãâÉYÍ9Î � Í9ÑØÞ§Ë~Î��ÎYÐÒÙÚÙýÞ9ä
GΣ
Í4Ñ7Õ ð ÜÒÜ ÞEÍ9ÐÝÎI� ÐÒÎYÐÒÙ Ë~ÜÒìYÑ7ÐÒÎ��9ÐÝìQä

��Í9ê�ä
ÿ�Û�Î

Ω
( àGÍ9Ð

Σ
Ë~ÎýÍ9ÐÝÎYÍ �~} Ñ7ÙÚÍs��ÔYÍ9ÜÝÜÒÍ

W
ÔYÎ�êwÍ4ÐÒÎYÍË�/Í4ÐÒÜ]ãâÉYÍ4Îp��ÔYÍ9ÜÝÜÒÍ

N
Ë~ÎYÖ�Í9ÓßãâÉYÜÒÛ�ÓÄ�Ó7Í4ÎQä

Σ æ W Ô�Î�ê
N
ÌYÐÒÜ]ê�Í4Î �4Ô�ÓßË~ÙÚÙÚÍ4Î�ê�Ë�ÓýÐ]Ó7Û�ÜÒÐÝÍ9ÑØÞßÍ�àGá�Ó�ÞßÍ4Ù

Σ̃ y ÓØÐÒÍ4É�Í×EÌ�ÌYÐÝÜ]ê�ÔYÎ�ÖÇ,Yä 8Åã z äYë�Ó�Ö�ÐÒÜ Þ�(
• Σ

è�Ë~Î�Î ÙÅÐÝÞ
W
ÎGÔYÑ �~} Ñ7ÙÚÍýÔ�Î�êøÙÚÐ Þ

N
Î�Ô�Ñ��VÍ9ÐÝÜ]ãâÉYÍ9Î y Ë~Ü]Ó7ÛçãâÉYÍ^�ÙÅÐ]ÓßãâÉYÍ§×EÑßÌ.Í9Ð Þ z Ë~Ô�ÓØÞßË�Ô�Ó7ãâÉ�Í4Î y TW = TΣ
�
µN = µΣ z ä

• VΣ = const. ⇒ ∆ (AR)Σ = 0

½ Ô�ÎòÖ�ÐÝÜÝÞEÏ�Í4ÐÝÞ7Í4Ñ�(
∆S̃ = ∆SW + ∆SΣ

=
1

TW
∆QW + ∆SΣ

= − 1

TΣ
∆QΣ + ∆SΣ

= − 1

TΣ
(∆UΣ − ∆AΣ − TΣ ∆SΣ)

= − 1

TΣ
(∆UΣ − µΣ ∆NΣ − TΣ ∆SΣ)

= − 1

TΣ
∆ΩΣ .

é;Ù!¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�ÞßÓm�4Ô�ÓØÞßË�Î�ê1Ö�ÐÝÜÝÞQÏ�ÐÒÍ9ê�Í9Ñ�Õ?Û�ÜÒÖ�Í9Î�ê�Í�×EÑßÖ�Ô�ÙÅÍ9Î�ÞßË�ÞßÐÝÛ�Î�Ó7è�Í Þ7Þ7Í+(
• S̃

Ï�ÐÒÑßêòÙ Ëv©�ÐÒÙ Ë~Ü ä
• ∆S̃

Ï�ÐÝÑâêçÙ Ë-©GÐÒÙ Ë~Ü�ì>Û�Ó7Ð ÞßÐÝÿ+ä
• ∆ΩΣ

ÙeÔ�ÓßÓBÙ Ëv©�ÐÒÙÚË�Ü�ÎYÍ4Ö�Ë�ÞßÐÝÿ Ï�Í4Ñâê�Í4ÎVä
• ΩΣ

Í9Ñ7ÑßÍ4Ð]ãâÉ�Þ�èGÜÒÍ4ÐÒÎ�ÓØÞ7ÙÚù�Ö�ÜÝÐ]ãâÉYÍ4Î � Í4Ñ7ÞEÐÝÙ � å �	¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�Þ9ä
• ΩΣ

Í9ÑØÕ ð ÜÝÜÝÞ�� ÐÒÎYÐÝÙ Ë�ÜÝìYÑßÐÒÎ��4ÐÒìQä
��Í9ê�ä

�# �¡S �¢x£"¤F¥F¦F p¥3§

• å ÐÒÍ Ù Ë~Î�ãâÉYÙ Ë�Ü�Ö�Í Õ?Û�ÑßêYÍ4Ñ7Þ7Í¨#1Û�Î�Ó�ÞâË~Î��wÍ4ÐÒÎYÍ4Ñ§ÐÒÎ�Þ7Í9Î�ÓØÐÒÿ�Í9Î�ã+Ô�Ó�ÞâË~Î�ê�ÓØÖ�Ñ7ù+´�Íeè�Ë�ÎYÎÐÝÙÚÙÚÍ4Ñ¯êYÔYÑßãâÉÅÍ4ÐÒÎ ¶ Ë�êwêYÍ4Ñ¯êYË��4ÔÅè�Û�Îvæ�ÔYÖ�ÐÒÍ4Ñ7Þ7Í9ÎeÍ5©�ÞßÍ4Î�Ó7ÐÒÿ�Í4ÎÇã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓ7Ö�Ñßù�´�Í¯Í4ÑßÑm�Ñ7Í9ÐÒãâÉ�Þ�Ï�Í9ÑßêYÍ4ÎQä
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• å ÐÝÍ ¶ Í9Ö�ÑßÐRF+Í$ç ¶ Ë�ê�èlÔYÎ.êÇç�¨�ÔYÍ9ÜÝÜÒÍ èuÿ�Í9ÑßÓßãâÉGÏ�ÐÝÙÚÙÚÍ4Î�ÐÝÎjê�ÐÒÍ9Ó7Í4ÑE×1ÑØÞEÿ�Û�Î ¶ Í4Ï�Í4Ð]Ó	�Õ ð É�Ñ7ÔYÎ�Ö¨Í4Þ�Ï�Ë�Ó æ ê�Í4ÎYÎ Ë~Ô�ÕeêYÍ4ÑòÍ4ÐÒÎYÍ4Î àGÍ4ÐÝÞ7ÍóÙ Ë�ãâÉ�Þb��ä ¶ ä�Í4ÐÒÎ �~} ÑßÙÚÍ4Ì�Ë�ê ÐÝÎÍ9ÐÝÎYÍ9Ù(Ð]Ó7Û�ÜÒÐÝÍ9ÑØÞßÍ4ÎUàGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ï�Í4Î�ÐÝÖjàGÐÒÎYÎ æ êYËòÙÚË�ÎUêYË~ÙÚÐÝÞeê�ÐÝÍUÉBí�
4ï*C~ô�
�
4ï7ö�E-q ÷ î�í	CÛ�ÉYÎYÍ4É�ÐÝÎ	Ë�Ô�Õ?Ö�ÐÒÌ�Þ9ä�×EÔ�ÕQê�Í9Ñ¯Ë~Î.ê�Í4ÑßÍ4Î	àGÍ9Ð ÞßÍEè�Ë~ÎYÎ Í9ÐÝÎYÍ �~} Ñ7ÙÚÍ���Ô�Í4ÜÒÜÝÍ�ÐÒÙ�à�áGÓØÞ7Í9ÙÎYÐ]ãâÉ�Þ�Û�ÉYÎYÍeÏ�Í4ÐÝÞ7Í9Ñ7ÍPÓEê�ÐÒÍt�W��íp� ÷�E~í	� ² 
 ï&¥p
6���p
4ïBE�÷ î�ïwÐÒÎjÍ9ÐÝÎYÍ9Ù Ë~Î�ê�Í9Ñ7Í9Î��VÍ9ÐÝÜ��Ó7á�Ó�ÞßÍ4Ù Ö�Ë�ÑßË�Î�Þ7ÐÒÍ4ÑßÍ4ÎQäp�
Ë~Îjè�Ë~Î�Î�Ó7ÐÒãâÉjÉ�ÐÝÍ9ÑlêYË�ÙÚÐ ÞuÌ.Í9ÉYÍ4ÜÝÕ?Í4Î æ ê�Ë�ÓßÓ1Ù Ë~Î
ÐÝÎóê�Í4ÑÛ�ÌYÐÝÖ�Í4Î ¶ Í9Ï�Í9ÐÒÓØÕ ð ÉYÑßÔYÎYÖçÐÝÙÚÙÚÍ4Ñ§ê�Û�ÑØÞ æ Ï�ÛòêYÐÝÍ¨#1Û�Î�ÓØÞßË~Îp�ýÍ4ÐÒÎYÍ4ÑlÐÒÎ�ÞßÍ4Î�Ó7ÐÒÿ�Í4Î���Ëv�ÑßÐÒË�ÌYÜÒÍ�Ö�Í Õ?Û�Ñâê�Í9ÑØÞ�Ï�ÐÝÑâê æ Í4ÐÒÎYÍ1öGôþí.ïm
 ô<õâö�
4í ² C~ï��OÖ3
0oBîp
5qrq�
BÐÒÎÅê�Ë�Ó�ÐÒÓ7Û�ÜÒÐÒÍ4Ñ7Þ7Í�à�áGÓØÞ7Í9ÙÍ9ÐÝÎGÌ�Ë�Ô�Þ9ä
• �1Î�ÞßÍ4Ñ¯êYÍ4Ñ3��Û�Ñ7ÑâË~Ô�ÓßÓ7Í Þm�9ÔYÎYÖlê�Í9Ó3�
Ëv©�ÐÝÙ Ë�ÜÝìYÑßÐÒÎ��4ÐÒì�Ó�Õ ð Ñ S y Ë�Ô�Ó ñ Û�ÓØÞ7ÔYÜ]Ë�Þå8 z ÔYÎ�êê�ÍPÓ$� ÐÒÎYÐÒÙÚË�ÜÝì�Ñ7ÐÒÎ��4ÐÒì�Ó�Õ ð ÑEêYÐÝÍuÐÒÎYÎYÍ4ÑßÍuë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ æ êYË�Ó�ÓßãâÉYÛ�ÎòË~Ô�Ó�êYÍ4Ñ�èGÜÒË�Ó7Ó7Ð]Ó7ãâÉYÍ9Î� ÍPãâÉ�Ë~Î�ÐÝèÅÌ.Í9è�Ë~ÎYÎ�Þ�Ð]ÓØÞ y çØë�ÐÒÎòàGá�ÓØÞ7Í9Ù Î�ÐÝÙÚÙýÞ�ÐÝÙÚÙÚÍ4ÑBê�Í9ÎÚÕ ð Ñ�Ó7Ð]ãâÉ	Í4ÎYÍ9Ñ7Ö�Í ÞßÐÒÓßãâÉÖ ð Î�ÓØÞ7ÐÒÖ�ÓØÞ7Í4Î!ã>Ô�ÓØÞßË�ÓØÎ�ê Í4ÐÒÎ<è z æ èdË�ÎYÎ$Ù Ë�Î$ê�ÐÒÍ�ÑßÍ9ÓØÞ7ÜÒÐÒãâÉ�Í4ÎD� ÐÒÎYÐÒÙ Ë~ÜÒìYÑ7ÐÒÎ��9ÐÝìYÐÒÍ4ÎË�Ô�ãâÉ Ë~Ô�Õ§Í9ÐÝÎYÍ
è ð Ñm�9Í4ÑßÍ � Í9ÐÒÓ7Í ð Ì>Í4Ñ�Í4ÐÒÎYÍ
×EÑ7ÞU#uÔYÑßÿ�Í9Î�ê�Ð]ÓØèGÔ�ÓßÓ7ÐÝÛ�Î¨ÉYÍ9Ñ7ÜÒÍ4ÐÝÞ7Í9Î æê�ÐÒÍ9Ó7Íý×EÑ7Þ1Ó7Û�ÜÒÜ�ÉYÐÝÍ9ÑEË~ÎYÉ.Ë~Î�êòê�Í4ÑBÕ?ÑßÍ4ÐÒÍ4Îøë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍlÿ�Í4ÑâË~Î�ÓßãâÉ�Ë�ÔYÜÝÐ]ãâÉ�Þ�Ï�Í4Ñâê�Í4ÎF(

Á ��Û�ÑßÑßË�Ô�ÓßÓØÍ4Þm�4Ô�ÎYÖ�Í9Î�( dT = 0 æ dV = 0 æ dN = 0
Ï } ÉYÑßÍ4Î�ê
ê�Í9Ó�Ö�ÍPÓ7Ë�ÙýÞ7Í9Î� å � ñ�ÑßÛ��9Í9ÓßÓØÍPÓ æ êYË�ÓBÉYÍ4Ð'´~Þ�(

T = const.

V = const.

N = const.

Á å Ë�ÙÚÐ Þ�Õ?Û�ÜÝÖ�Þs(
dF = −S dT − p dV + µ dN = 0

Ï } ÉYÑßÍ4Î�êòê�Í9ÓBÖ�Ë~Î��9Í4Îòñ�ÑßÛ��4ÍPÓ7Ó7Í9Ó9ä
F
Í9ÑØÕ ð ÜÒÜÝÞ1Ë~Ü]ÓØÛÚÍ4ÐÒÎøë®©GÞ7ÑßÍ4Ù Ë~ÜÒìYÑßÐÝÎp�4ÐÒìQä

Á å ÐÒÍ0�4Ï�Í4ÐÝÞ7Í§×1ÌYÜÝÍ9Ð ÞßÔYÎYÖ Ð]Ó�Þ�(
d2F = d2U︸︷︷︸

>0

−S d2T︸︷︷︸
=0

−2 dS dT︸︷︷︸
=0

−T d2S︸︷︷︸
<0

> 0

ÐÝÙ � å �	¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�Þ9ä
F
Í4Ñ7Õ ð ÜÒÜ Þ�Ë~Ü]ÓØÛwÍ4ÐÒÎb� ÐÒÎYÐÒÙ Ë~ÜÒìYÑ7ÐÒÎ��9ÐÝì æ êYËÅê�ÐÒÍ�Í9ÑßÓØÞ7Í×EÌYÜÒÍ4ÐÝÞ7Ô�ÎYÖ�ÿ�Í4ÑâÓ7ãâÉGÏ�ÐÒÎ�ê�Í Þ ÔYÎ.ê ê�ÐÝÍ��4Ï�Í4ÐÝÞ7Íj×1ÌYÜÝÍ9Ð ÞßÔYÎYÖ¨ì.Û�ÓØÐÝÞ7ÐÒÿ¨Ð]ÓØÞ9ä å ÐÒÍ9ÓÐÒÓØÞ�è�Û�Î�Õ?Û�Ñ7Ù �4Ô$êYÍ4Ù¿Û�Ì>Í4Î ð Ì>Í4Ñ àGá�ÓØÞ7Í4ÙwÌ.Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Ô�ÎYÖ�Í9Î\É�Í4ÑßÖ�Í4ÜÒÍ4ÐÝÞ7Í4Þ7Í9Îë�ÑßÖ�Í4Ì�ÎYÐÒÓ9ä

å ÐÒÍuÛ�ÌYÐÒÖ�Í9Îb� ÐÒÎYÐÒÙ Ë~ÜÒìYÑ7ÐÒÎ��9ÐÝìYÐÒÍ4Î�Õ ð ÑEê�ÐÒÍ0� å � ñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÍuÐÝÎòë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍPêYË~ÑâÓ�ÞßÍ4ÜÒÜÝÔ�ÎYÖeè�ù�Î��ÎYÍ4Î Ë�Ô�ãâÉ�ÐÒÎòÍ4ÐÒÎYÍ4Ù Ë~ÜÒÜÝÖ�Í4ÙÚÍ4ÐÒÎYÍ4ÎÀ¥:9Q^�Æ ôþí.ô��¨E-q �>ï ôþíM� ô ���4Ô.Ó7Ë�ÙÅÙÚÍ9ÎYÖ�Í4Õ<Ë�ÓßÓ�ÞBÏ�Í9ÑßêYÍ4ÎQä
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� � Â ó Ä � Ä ��º Â n�È Ä ��ü Ä n
¾lÍ4Ö�Í4Ì>Í4Î�Ó7Í4Ð�Í9ÐÝÎb�4Ô�ÓßË~ÙÚÙÚÍ4Î�Ö�Í9Ó7Í Þ�� ÞßÍ9Ó�àGá�Ó�ÞßÍ4Ù

Σ
ÙÅÐÝÞEê�Í4Î ± î�Ö3
4ïm
4í�à3
Bâ�÷ 
 íp� ô�b|
4íI��Ëv�Ñ7Ð]Ë~Ì�ÜÝÍ9Î

XΣ
1 , . . . , X

Σ
n

ä�ë¯ÓÅÓØÍ9Ð�Ë�Î °S±�² 
4ï
ê�Í9ÑW¾lÑßù�´�Í4Î
XB

1 , . . . , X
B
m

Ö�Í9è�Û�ìYì.Í9Ü Þ æ êYÐÝÍêYË~ÙÚÐÝÞ�ê�ÐÒÍÅôþí�÷ 
 íp�âô�bv
4í=!BïBÇDÖ3
 í
Y Σ

1 , . . . , Y
Σ
m

êYÍ9ÓBàGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ó�Ë�Îçê�ÐÒÍ�ÐÒÎ�Þ7Í9Î�ÓØÐÒÿ�Í9Î�¾lÑ7ù+´�Í9Î
Y B1 . . . . , Y Bm

ê�Í4Ñ ¶ } ê�Í4Ñ�Ë~Î�Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉYÍ4ÎòÔYÎ�êøêYË�ÎYÎ&A+��íp� ÷�E~í�÷�É�Ë~ÜÝÞ7Í9Î
Y Σ
i = Y Bi = const. ∀i ∈ {1, . . . ,m} .å Ë�Ó�à�áGÓØÞ7Í9Ù ÓØÍ9Ð�Ì>Í5� ð Ö�ÜÒÐ]ãâÉeê�Í4Ñ�Í^©GÞßÍ4Î�Ó7ÐÝÿ�Í4Îf��Ë�Ñ7Ð]Ë~Ì�ÜÝÍ9Î

XΣ
m+1, . . . , X

Σ
n

E+��C�
^� õâö<q'�|���5
 í.äå Ë�ÎYÎøÕ ð ÉYÑ7ÞlêYÍ4Ñ#��î<�DC�q�
4ô<õßö<�*�+ïm�`��
^���³�4ÔjêYÍ4Ù æ�Í4ÎYÐÒÖ�Í9ÎËÉ�í ² �4î<� ÷�E~í ² æ Õ ð Ñuê�Í4ÎjêYË�Ó4¥:9¿^
_K��÷ 
4í�÷ ô¡Evq

Φ
(
Y Σ

1 , . . . , Y
Σ
m , X

Σ
m+1, . . . , X

Σ
n

)

�wôþí.ô��¨E-q/Ï�ÐÒÑâê�ä
©ÇVmê > dfîb\@gA\@? _³Õ"\@gAÑFZ�íAîWZb_4« a�\@gBA Ó^íAî³Õ"Ó�«fÑ�Õ"\K_ Í~Ï#Õ�\K_c¬

Õ"Ó^ÖØ]^\

é;ÎÊê�ÐÒÍ9Ó7Í4Ù(×1Ì�ÓßãâÉYÎYÐÝÞØÞýÏ�Û�ÜÒÜÝÍ9ÎóÏ�ÐÒÑ§ÎGÔYÎÊÍ4ÐÒÎYÐÒÖ�ÍÚë�ÐÒÖ�Í4Î.Ó7ãâÉ�Ë~ÕþÞ7Í9Îóê�Í9ÑýÏ�Ð]ãâÉ�ÞßÐÝÖ�Ó�ÞßÍ4Î¬� å �ñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÍuÎ } É�Í4ÑBÔYÎ�Þ7Í9ÑßÓ7Ô�ãâÉYÍ9Î�ÔYÎ.ê�Ì>Í4Ï�Í4Ð]Ó7Í4ÎQä
é ð Ñ§ïm
6b|
4ï�� ô��^q�
eñ�ÑßÛ��9Í9ÓßÓØÍuÐÒÎ$E ² ô¡E+�wE~÷ ô �4õâö
ô �^�-q ô�
4ï ÷�
4íóàGá�ÓØÞ7Í9ÙÅÍ9Î

Σ
Ö�ÐÒÜÝÞs(

∆UΣ = ∆AΣ .å Í4ÎYÎ
∆UΣ = ∆QΣ︸ ︷︷ ︸

=0

+∆AΣ = ∆AΣ

��ÍPê�ä C

é ð Ñ§ïm
6b|
4ï�� ô��^q�
eñ�ÑßÛ��9Í9ÓßÓØÍ æ ê�ÐÝÍ ô �5�~÷þöp
 ï§� Ë~ÌYÜ]Ë~Ô�Õ?Í9ÎøÖ�ÐÒÜ Þ�(
∆AΣ = ∆FΣ y ,Yä'&`8 z

�# $#Ç �µW¶+§ ¶ Í ÞßÑßË�ãâÉ�ÞßÍ1Ï�ÐÒÍ9ê�Í9Ñ�Í9ÐÝÎøàGá�Ó�ÞßÍ4Ù Σ æ êYË�Ó�Ë�Î	Í4ÐÒÎYÍlÉYÐÒÎYÑ7Í9ÐÒãâÉ�Í4Î�êçÖ�ÑßÛ�´�Í �~} Ñm�ÙÚÍs��ÔYÍ9ÜÝÜÒÍ y �~} ÑßÙÚÍ4Ì�Ë�ê z W Ô�Î�ê�Í9ÐÝÎ�Íj×EÑßÌ.Í9Ð ÞâÓm��ÔYÍ9ÜÝÜÒÍ
A
Ë�ÎYÖ�ÍPÓ7ãâÉYÜÒÛ�ÓßÓ7Í4Î

D�E éLêGF¾é*é�ôOì�ò�èwò�éIH�ï�ñ
�ðîðï�ñ�õ�îðô"è�õ¾î è�ó�èwò*îðé�ï�ñ[îðé�ù	�ðîðôOüWò�ôOì*JKH�ì�õ¾ô�L�M4N�ø ôOý�ôOü¡é�îðó¾î��ðî òIHwòLý�ù§ü¡ü�è�ë¾é��§ôOé�ôÝòI�Ýò�LôOü*õ�ôDì=ö�õ�èqì¾ôOódôOì¨õ�ôDêPOQ�ðë�é�éeý�ù§ì�JKH�ü¡ê<ô�õ¾ë¾ü¡ï�ñcõ¾îðôRJKH�ì�õ¾ô[è�ë�ï�ñcõ¾îðô�JSH�ü*ê<ôT3¾ü¡ù`õ�ë¾÷6ò*îðù§ìÔîðêU �`é*ò*ôDê�ë¾ì�ò�ôOü¡õ¾ü�F�ï�÷6ò��LôOü*õ¾ôOì�êeë¾é�éDö�õ¾è�ê<î ò
∆QΣ = 0

�
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. è0/ �Oë O�ü*ôOîðôOüE ì¾ôOüV�§îðô
F

×EÌYÌYÐÒÜ]ê�ÔYÎYÖÇ,�ä ;�(�àGèGÐ��s�4Í4Î��4Ô ê�Í9Î ¶ Í9Ï�Í9ÐÒÓ7Í4Î
ÐÒÓØÞ9ä

Σ æ W ÔYÎ.ê
A
Ó7ÐÝÎ�ê¼�VÍ9ÐÝÜ]ÓØá�ÓØÞ7Í9ÙÅÍeÍ4ÐÒÎYÍ9Ó�ÐÒÓ7Û�ÜÒÐÒÍ4Ñ7Þ7Í4ÎjàGá�ÓØÞ7Í9ÙÚÓ

Σ̃ y Ó7ÐÒÍ4ÉYÍ×EÌYÌ�ÐÝÜ]ê�ÔYÎYÖÇ,�ä ;ÚË z äYë¯Ó�Ö�ÐÝÜÝÞ æ Ï�Í4ÐÒÜ Σ̃ ÐÒÓ7Û�ÜÒÐÝÍ9ÑØÞ�Ð]Ó�Þ�(
0 = ∆Ũ = ∆UW + ∆UA + ∆UΣ

= ∆QW + ∆AA + ∆UΣ

= −∆QΣ − ∆AΣ + ∆UΣÔYÎ�êòÏ�Í4ÐÝÞ7Í4Ñ æ Ï�Í4ÐÒÜQê�Í4Ñ�ñ�ÑßÛ��9Í9ÓßÓ�Ñ7Í9ÿ�Í4ÑâÓ7ÐÝÌ>Í4Ü�Ð]Ó�Þ�(
0 = ∆S̃ = ∆SW + ∆SA + ∆SΣ

= ∆SW + ∆SΣ

=
1

TW
∆QW + ∆SΣ

= − 1

TΣ
∆QΣ + ∆SΣ

0 = −∆QΣ + TΣ ∆SΣ .àGÍ Þ�� ÞEÙ Ë~ÎòÌ>Í4Ð]ê�Í ½ ÔYÜÒÜÒÍ4ÎøÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ æ Ó7ÛwÕ?Û�ÜÝÖ�Þs(
−∆QΣ − ∆AΣ + ∆UΣ = −∆QΣ + TΣ ∆SΣ

∆AΣ = ∆UΣ − TΣ ∆SΣ .

��ÍPê�ä
é ð Ñeïm
�bv
4ï��âô��5q�
eñ�ÑßÛ��4ÍPÓ7Ó7Í æ ê�ÐÒÍ ô �5����E�ïÅÔYÎ�ê$E ² ô¡E���E~÷ ô �4õâöjË�ÌYÜÒË�Ô�Õ?Í4ÎøÖ�ÐÝÜÝÞs(

∆Adisp.
Σ = ∆HΣ y ,�ä�&`; z

�# $#Ç �µW¶�§ ¶ Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÍwÏ�ÐÒÍ9ê�Í9Ñ§Í4ÐÒÎÊà�áGÓØÞ7Í9Ù Σ æ êYË�Ó§Ë~ÎóÍ4ÐÒÎYÍÃ��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î���Ô�Í4ÜÒÜÝÍ V ÔYÎ�êÍ4ÐÒÎYÍ ê�Ð]ÓØì>Û�Î�Ó7ÐÒÌYÜÝÍ ×1Ñ7Ì>Í4ÐÝÞßÓ���ÔYÍ4ÜÒÜÝÍ
Adisp. Ë~ÎYÖ�Í9ÓßãâÉYÜÝÛ�Ó7Ó7Í4Î Ð]ÓØÞ9äF� ÐÝÞ ² ô ���p��í
^� ô��^q�
4ï@��ï5��
4ôþ÷�ÙÚÍ4ÐÒÎ�Þ�ÙÚË�Î	êYË~Ì>Í4Ð+Ë~ÜÒÜÒÍE×EÑßÌ.Í9Ð ÞâÓ	µ ð Ó7Ó7Í æ ê�ÐÝÍ�è�Í9ÐÝÎYÍK��Û�ÜÝÔ�ÙÅÍ9Î��} Î�êYÍ4ÑßÔYÎYÖ��4ÔYÑ§éYÛ�ÜÝÖ�ÍÚÉ�Ë~Ì>Í4ÎQä

Σ æ V Ô�Î�ê
Adisp. ÓØÐÒÎ�ê¬�/Í4ÐÒÜÒÓ7á�Ó�ÞßÍ4ÙÚÍwÍ9ÐÝÎ�Í9Ó
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Ð]ÓØÛ�ÜÝÐÒÍ4Ñ7Þ7Í9ÎÚàGá�ÓØÞ7Í9ÙÚÓ

Σ̃ y ÓØÐÒÍ4ÉYÍE×1ÌYÌYÐÒÜÒêYÔYÎYÖØ,�ä ;uÌ z ä+�jË�ÎÅÓ7ì�Ë~ÜÝÞ7Í4Þ�ÐÝÎ Û�ÌYÐÒÖ�Í4ÙàGá�ÓØÞ7Í4Ù Ë�ÜÒÓ7Û�Ö�Í4Ï�Ð]Ó7Ó7Í4ÑßÙ Ë-´�Í4Î ê�ÐÒÍ���Û�ÜÝÔYÙÚÍ9Î�Ë~ÑßÌ.Í9Ð Þòÿ�Û�Î$ê�Í4ÑøÑßÍ9ÓØÞ7ÜÒÐÒãâÉ�Í4Î×EÑßÌ>Í4ÐÝÞBË�Ì	ÔYÎ�ê Ì>Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7Í ÞBê�ÐÒÍ9Ó7Í1Ö�ÍPÓØÛ�Î�ê�Í9ÑØÞPä�ë¯Ó�Ö�ÐÒÜ Þ æ Ï�Í4ÐÒÜ Σ̃ ÐÒÓ7Û�ÜÒÐÝÍ9ÑØÞ�ÐÒÓØÞs(
0 = ∆Ũ = ∆UV + ∆UAdisp. + ∆UΣ

= ∆AV + ∆Adisp. + ∆UΣ

= −p∆VV − ∆Adisp.
Σ + ∆UΣ

= p∆VΣ − ∆Adisp.
Σ + ∆UΣ

⇒ ∆Adisp.
Σ = ∆UΣ + p∆VΣ

= ∆HΣ

��Í9ê�ä
W Æ � � û Ä Æ � Ç ¸�È � Èv�"� o

×1ÌYÌYÐÒÜÒê�Ô�ÎYÖÇ,Yäâ%�(�àGèGÐ'�5�9Í �9ÔYÙÞ9lÓ7ÙÚÛ~ÞßÐÒÓßãâÉYÍ4Î å ÑßÔ�ãâè
¶ Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7ÍøÍ4ÐÒÎ$àGá�Ó�ÞßÍ4Ù Σ æ êYË�Ó	ê�ÔYÑâãâÉ Í4ÐÒÎYÍ
Ó7Í4ÙÚÐÝì>Í4ÑßÙÚÍ9Ë�ÌYÜÝÍ�X � Ë�Î�ê ÐÒÎÉ�4Ï�Í4Ð��/Í4ÐÒÜ �Ó7á�Ó�ÞßÍ4ÙÚÍ

ΣI
ÔYÎ�ê

ΣII
Ë�Ô�Õ?Ö�Í4Þ7Í4ÐÒÜÝÞÚÐ]ÓØÞ9ä

ΣI
Ô�Î�ê

ΣII
ÓØÍ9ÐÝÍ9Î\Ë�Î\ê�Ë�Ó Ó7Í4ÜÒÌ.Í �~} Ñ7ÙÚÍ4Ì.Ë�êË�ÎYÖ�ÍPÓ7ãâÉYÜÒÛ�ÓßÓ7Í4Î æ É�Ë~Ì>Í4ÎøË~Ü]Ó7ÛÅÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉ�Í#�/Í4ÙÚì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑ y Ó7ÐÝÍ9ÉYÍ§×EÌYÌ�ÐÝÜ]ê�ÔYÎYÖÇ,�ä % z ä�ë¯ÓEÖ�ÐÒÜ Þ�(

• TI = TII = TW

• VI = const. æ VII = const.

• N l
I = const. ∧ N l

II = const. ∀l ∈ {2, . . . , L}

• N1
I +N1

II = N1 = const.

Y�é*ôOê<î�3dôOü¡ê<ôDè�ódôT��Z\[]F¾üLôOîðì¾ô��MôOîðï�ñ¾ôOì¾é�ù§üWò*ôeõ¾ë�ü*ï�ñ��^H�é�é�î��
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� Í9Ö�Í9Îwê�Í9Ñ�ÿ�Í4ÑßÏ�Í9Î�ê�Í4Þ7Í4Î³��Ë~ÑßÐÒË�ÌYÜÒÍ4ÎeÌ�ÐÝÍ4Þ7Í Þ�Ó7ÐÒãâÉ³�4ÔYÑ ¶ Í9ÓßãâÉYÑßÍ4ÐÒÌYÔYÎYÖlê�ÐÒÍ�é�Ñ7Í9ÐÝÍBë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ
F (T, V,Nl)

Ë�ÎQä�é;ÙÅ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í9Ï�ÐÒãâÉ�ÞBÐÒÓØÞ
F
ÙÅÐÒÎYÐÒÙ Ë~Ü æ ê�äYÉQä'(

0 = dF =

(
∂FI

∂N1
I

+
∂FII

∂N1
I

)
dN1

I

=

(
∂FI

∂N1
I

− ∂FII

∂N1
II

)
dN1

I

=
(
µ1

I + µ1
II

)
dN1

I

⇒ µ1
I (T, VI, N

1
I , N

l
I ) = µ1

II(T, VII, N
1 −N1

I , N
l
II) ∀l ∈ {2, . . . , L} y ,�ä�&|% zë¯Ó�è�Û�ÙÚÙeÞ�Ë~Ü]Ó7Û0�4ÔYÙ ×1Ô�ÓØÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉ	êYÍ9Ó�ãâÉYÍ4ÙÚÐ]Ó7ãâÉYÍ9Î ñ Û~Þ7Í9Î�Þ7Ð]Ë~Ü]Ó¯ê�Í9Ñ�Í9ÑßÓØÞ7Í9Îr#1Û�ÙÚì.Û�ÎYÍ4Î��Þ7Í y Õ ð ÑEê�ÐÒÍ9Ó7Í§Ï�Ë�Ñ"æØËÚê�ÐÒÍ � Ë~Î�êòê�ÔYÑâãâÉYÜ } ÓßÓØÐÒÖ z äG×1Ô�Ó y ,Yä'&�% z è�Ë~ÎYÎøÙ Ë~ÎòÎGÔYÎ ê�ÐÒÍ�Õ?ÑßÍ4ÐÒÍ4Î� å �	¾lÑßù�´�Í9Î

N1
I

ÔYÎ�ê
N1

II

ÐÒÙ ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í9Ï�ÐÒãâÉ�ÞßÓm�4Ô.Ó�ÞâË~Î�ê Ì>Í9ÓØÞ7ÐÒÙÚÙÚÍ4ÎQä å Ë~ÙÚÐÝÞ§Ó7ÐÒÎ�ê
Ë�Ü �ÜÝÍçÑ7Í9ÜÝÍ9ÿdË�Î�Þ7Í4Î�� å �	¾lÑ7ù+´�Í4ÎSêYÍ4ÑeÌ>Í4Ð]ê�Í9Îj�VÍ9ÐÝÜ]Ó7áGÓØÞ7Í9ÙÚÍ	Ì.ÍPÓ�ÞßÐÝÙÚÙeÞ æ Ë~Ü]ÓØÛjË�Ô�ãâÉ p ä��jË~Îê�Í^Û.ÎYÐÝÍ9ÑØÞ1êYÍ4Î��|�§�W�~÷ ô �4õâö�
4íK9eï î�õ�AçË�ÜÒÓs(
∆p = pI(T, VI, N

l
I ) − pII(T, VII, N

l
II) (l = 1, . . . , L) y ,�ä�&�, z

�# �¡� �¢x£�¤�¥F¦H§ é ð Ñ�Í4ÐÒÎYè�Û�ÙÚì.Û�ÎYÍ4Î�Þ7ÐÒÖ�Í�àGá�ÓØÞ7Í4ÙÚÍBÖ�ÐÒÌ�Þ�Í9Ó�è�Í4ÐÒÎYÍ9ÎwÛ�ÓØÙÚÛ~ÞßÐÒÓßãâÉYÍ9Î å Ñ7Ô�ãâè æê�Í4Î�ÎòË�Ô�Õ�à�Í4ÐÝÞ7ÍfÁ�äwÏ�ÔYÑâê�ÍuÌ.Í9Ñ7Í9Ð ÞâÓ�ÉYÍ9Ñ7Ö�Í4ÜÒÍ4ÐÝÞ7Í Þ æ êYË�ÓßÓBêYË�Ó�ãâÉ�Í4ÙÚÐÒÓßãâÉYÍuñ Û-�Þ7Í9Î�ÞßÐÒË�ÜYÍ4ÐÒÎYè�Û�ÙÚì.Û�ÎYÍ4Î�ÞßÐÝÖ�Í4Ñ¯àGá�ÓØÞ7Í4ÙÚÍ
µ y�ä ÙÚÛ�Ü]Ë~ÑßÍ�ë�Î�Þ7É.Ë~ÜÒìYÐÝÍ z ÎYÐ]ãâÉ�Þ¯ÿ�Û�Îê�Í4Ñ$�/Í4ÐÒÜ]ãâÉYÍ4Î��PË~ÉYÜ

N
Ë~Ì�É } ÎYÖ�Þ

µ = µ(T, p) .

'Qù�Ó�Þ�Ù Ë~Îøê�ÐÒÍ9Ó7ÍØ¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉGÔYÎYÖÚÎ�Ë�ãâÉ
p(T, µ)

Ë�Ô�Õ æ Ó7Û ÓØÐÒÍ4É�ÞEÙ Ë~ÎøÓØÛ�Õ?Û�Ñ7Þ�Í4ÐÒÎ æêYË�ÓßÓòê�Í4Ñ å Ñ7Ô�ãâè
p
ÐÒÎ$Ì>Í4Ð]ê�Í4Î àGá�Ó�ÞßÍ4ÙÚÍ4Î Ì>Í4ÑßÍ4ÐÝÞßÓøê�ÔYÑâãâÉxê�ÐÒÍÊË~ÜÒÜÝÍ9ÐÝÎYÐÒÖ�Í×EÎYÖ�Ë~Ì>ÍÚÿ�Û�Î¬�/Í4ÙÚì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑ

T
ÔYÎ�êÊãâÉYÍ9ÙÅÐ]ÓßãâÉYÍ4Ùªñ Û�Þ7Í4Î�ÞßÐÒË�Ü

µ
Ì>Í9ÓØÞ7ÐÒÙÚÙýÞÐÒÓØÞ9ä å Ë�Ë�Ì.Í9ÑÚÎ�Ë�ãâÉ ��Û�ÑßÑßË�Ô�Ó7Ó7Í Þ��4ÔYÎ�Ö

TI = TII
Ö�ÐÒÜ Þ æ ÔYÎ�ê¨Î�Ë�ãâÉ\éYÛ�ÑßÙÚÍ4Üy ,�ä�&|% z Ë�Ô�ãâÉçê�ÐÒÍuãâÉYÍ4ÙÚÐ]Ó7ãâÉYÍ9Î	ñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÍ�ÐÒÎçÌ>Í4Ð]ê�Í9Îb�/Í4ÐÒÜÒÓ7á�Ó�ÞßÍ4ÙÚÍ4Î�Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉÓØÐÒÎ�ê æ Õ?Û�ÜÝÖ�Þ1ÓØÛ�Õ?Û�Ñ7Þs(

pI(TI, µI) = pII(TII, µII)ÔYÎ�êøêYË�ÙÅÐÝÞ
∆p = pI − pII = 0 .

ú�� � Â ¸=Â � Ç"� � Æ�� �TÂwÏ�_8¸ o û
¶ Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÍ¯Í4ÐÒÎ àGá�Ó�ÞßÍ4Ù æ êYË�Ó ê�Ô�ÑßãâÉwÍ4ÐÒÎ�å�ÍPê�Ô��9ÐÝÍ9Ñ7ÿ�Í4Î�Þ7ÐÒÜ R ÐÝÎ��4Ï�Í4Ð��/Í4ÐÒÜÒÓ7á�Ó�ÞßÍ4ÙÚÍ�Ö�Í ÞßÍ4ÐÒÜ ÞÐÒÓØÞ9ä ¶ Í4Ð]ê�ÍwàGá�ÓØÞ7Í4ÙÚÍeÓ7Í4ÐÒÍ4ÎøÕ?Í9Ñ7Î�Í4Ñ�Ë�Îjê�Í4Îj×1Ô�´�Í9Î�Ó7Í4ÐÝÞ7Í4ÎjêYÔYÑßãâÉWæ�Í9Ï�Í9ÐÝÜ]ÓEÍ9ÐÝÎ�Í4Î�#�Û�ÜÒÌ.Í9ÎÌ.Í9Ö�ÑßÍ4Î��4Þ9ä å ÐÒÍ�#1Û�ÜÝÌ>Í4Î Ï�Í4Ñâê�Í4Î ÓØÛUÌ>Í4Ï�Í4Ö�Þ æ êYË�Ó7Ó pI = const. æ pII = const.

ÔYÎ�ê
pI > pII

Ö�ÐÝÜÝÞ9ä å ÐÒÍ³¾lÍ9ÓßË~ÙeÞßË�ÎYÛ�Ñâê�ÎGÔYÎYÖÚÓØÍ9ÐVË�êYÐÒË�Ì�Ë�ÞßÐÒÓßãâÉòË�ÌYÖ�ÍPÓ7ãâÉ�ÜÝÛ�Ó7Ó7Í4Î y Ó7ÐÝÍ9ÉYÍe×EÌ�ÌYÐÝÜ��ê�ÔYÎYÖ�,�ä ,øË z ä å Ë�Ó0å�ÍPê�Ô��9ÐÝÍ9Ñ7ÿ�Í4Î�Þ7ÐÒÜ�É�Ë�Þeê�Ë~Ì>Í4Ð¯ê�ÐÒÍ	×EÔYÕ?Ö�Ë~Ì>Í	ê�Í9ÎUñ�Ñ7Û+�4ÍPÓ7ÓuÓ7Û�Ï�Í9Ð Þ0�4Ôÿ�Í9Ñ7Ü]Ë~ÎYÖ�Ó7Ë�ÙÚÍ4Î æ êYË�ÓßÓ�ê�ÐÒÍ ¶ Í4Ï�Í4Ö�Ô�ÎYÖÅêYÍ4Ñ�#�Û�ÜÒÌ.Í9Î���Ô�Ë�ÓØÐ]Ó�ÞâË�ÞßÐÒÓßãâÉçÍ9ÑØÕ?Û�ÜÝÖ�Í4Îçè�Ë�ÎYÎQä�jË~Î\Ì>Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÍòÎGÔYÎ ê�Í9Î ��Ô�Ë�ÓØÐ]ÓØÞßË�ÞßÐÒÓßãâÉYÍ9Î�ñ�ÑßÛ��9Í9ÓßÓ æ ê�Í9ÑÚÕ?Û�ÜÒÖ�Í4Î.ê�Í4Î ×EÎ�Õ<Ë�ÎYÖ�ÓÄ�ýÔYÎ�êë�Î�ê��9Ô�ÓØÞßË~Î.êòêYÍ9ÓEàGá�ÓØÞ7Í4Ù Ó�ÿ�Í4ÑßÌYÐÒÎ�ê�Í Þ�(
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. è0/�`7ë�[Gó�è�ë<ê<î ò�øTôOõ¾ë��DîðôOüWÿý�ôDì�ò*î�� . ó4/ba�õ¾ôDè��ðîðé�îðôOüWò�ôkç"è�ü*é¡ò�ôT� ÿ�ðë¾ì
�\�Oë¾êdc�ôOüV�	�ðôOîðï�ñ�ý�ù§ì`7ìe[ è�ì
�§éLë�ì¾õ E ì¾õ
�Oë¾é¡ò�è�ì¾õ

×1ÌYÌYÐÒÜÒê�Ô�ÎYÖÇ,Yä ,�(�àGèGÐ'�5�9Í4Î*�4ÔYÙ À Û�ÔYÜÒÍ^� �BÉYÛ�Ù Ó7Û�Î�� ëíF+Í4è�Þ
×1Î�Õ<Ë~ÎYÖ�(

VI = V a
�
NI = N VII = 0

�
NII = 0ë�Î.ê�Í�(

VI = 0
�
NI = 0 VII = V e

�
NII = N

�~} ÉYÑ7Í9Î�ê	ê�ÍPÓ�ñ�Ñ7Û+�4ÍPÓ7Ó7Í9Ó8Û�Î�ê�Í4Þ�ÐÒÙ å�ÍPê�Ô��9ÐÝÍ9Ñ7ÿ�Í4Î�Þ7ÐÒÜ.Í9ÐÝÎ ½ Ð]ãâÉ�Þ7Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�ÞâÓØì�Ñ7Û+�4Í9ÓßÓÓØÞßË~ÞØÞ æ ê�Í4ÑwÙÚÐ ÞÚÍ4ÐÒÎYÍ4Ñwë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ4ì�Ñ7Û�ê�ÔYè�ÞßÐÝÛ�Îóÿ�Í4ÑßÌYÔYÎ�êYÍ4ÎUÐ]Ó�ÞPä/ë�ÐÒÎYÍ9Î�ÓØÛ�ÜÒãâÉ�Í4ÎUñ�ÑßÛ��9Í9ÓßÓè�ù�ÎYÎYÍ9Î Ï�ÐÝÑ�ÎYÐ]ãâÉ�ÞlÌ.ÍPÓ7ãâÉ�Ñ7Í9ÐÝÌ>Í4Î æ Ï�ÐÒÑ1Ù ð Ó7Ó7Í4ÎjÔ�Î�Ó1ê�ÍPÓØÉ.Ë~ÜÒÌ
Ë~Ô�Õ�Í9ÐÝÎ�Í4Î���Í9Ñ7Ö�ÜÝÍ9ÐÒãâÉ ÿ�Û�Î×1Î�Õ<Ë~ÎYÖ�Ó	�BÔYÎ�ê�ë�Î�ê��4Ô�ÓØÞßË�Î�êjÌ>Í9ÓßãâÉYÑ } ÎYè�Í4ÎQä å Ë��4Ô�Ï�ÐÝÑâê
êYË�Ólà�áGÓØÞ7Í9ÙªÐ]ê�Í9Ë�ÜÝÐ]ÓØÐÒÍ4Ñ7Þ æ Ï�ÐÒÍÍPÓwÐÒÎ ×EÌYÌYÐÒÜ]ê�ÔYÎYÖ�,Yä ,jÌ:�4Ô Ó7Í4ÉYÍ9Î�Ð]Ó�ÞPä
ΣI

Ï�ÐÒÑâê¨Ë�Î�Í4ÐÒÎYÍ���Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Îp��ÔYÍ9ÜÝÜÒÍ
V1
Ë�ÎYÖ�Í5�ÓßãâÉYÜÒÛ�ÓßÓØÍ9Î æ ÔYÎ.ê�Ð]Ó�Þ ð Ì>Í4ÑÚÍ4ÐÒÎYÍøê�Ð]ÓØì>Û�Î�Ó7ÐÒÌYÜÝÍø×EÑßÌ>Í4ÐÝÞßÓ���Ô�Í4ÜÒÜÝÍ Adisp. ÙÚÐ Þ	ê�Í9Ù àGá�Ó�ÞßÍ4Ù

ΣII
ÿ�Í9Ñ7Ì�ÔYÎ�ê�Í9Î æ êYË�ÓlÓØÍ9ÐÝÎ�Í4ÑâÓØÍ9Ð ÞâÓ1Ï�ÐÒÍ9ê�Í9ÑS��Û�ÜÝÔ�ÙÅÍ9Î�Ë~ÑßÌ>Í4ÐÝÞlË~Îóê�Í4Ñ ��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î���Ô�Í4ÜÒÜÝÍ V2ÿ�Í4ÑßÑ7Ð]ãâÉ�Þ7Í4Îwè�Ë~ÎYÎQä

ΣI
ÔYÎ�ê

ΣII
Ó7ÐÝÎ�êÅÐÒÎ ê�ÐÝÍPÓØÍ9Ñ®é�ê�Í9Ë�ÜÝÐ]Ó7ÐÝÍ9Ñ7ÔYÎ�ÖlÛdF>Í9Î�Ó7ÐÒãâÉ�Þ7ÜÒÐ]ãâÉÅË�ê�ÐÒË�Ì�Ë�ÞßÐÒÓßãâÉË�ÌYÖ�ÍPÓ7ãâÉYÜÒÛ�ÓßÓ7Í4ÎQä�éYÛ�ÜÒÖ�ÜÒÐ]ãâÉ�Ö�ÐÒÜÝÞÅÕ ð Ñ	ê�ÐÝÍ*��Û�ÜÝÔYÙÚÍ9Î�Ë~ÑßÌ.Í9Ð Þ æ ê�ÐÒÍøêYÔYÑßãâÉ ΣI

Ñ7Í9ÿ�Í9ÑßÓ7ÐÝÌ>Í4ÜBÐÒÎê�Ð]Ó7ì.Û�Î�ÓØÐÒÌYÜÒÍ§×EÑßÌ.Í9Ð ÞEÔYÙÚÖ�Í4ÏBË~Î�ê�Í9Ü Þ�Ï�ÐÒÑßê æ Î�Ë�ãâÉ y ,�ä�&`; z (
∆AAdisp. = −∆AΣI = −∆HI .å ÐÝÍ�Ö�ÜÝÍ9ÐÒãâÉ�ÍE×EÑßÌ.Í9Ð Þ¯Ï�ÐÒÑâêwÿ�Û�Î

Adisp. ÑßÍ4ÿ�Í4ÑâÓØÐÒÌ>Í4ÜYË~Î ΣII
Ï�Í9Ð ÞßÍ4ÑßÖ�Í9ÜÝÍ9Ð ÞßÍ Þ æ ê�Ë�Ó�Ì>Í9ê�Í9Ô�Þ7Í4Þs(

∆AAdisp. = −∆AΣII = −∆HII .å ËýÐÒÙ ×EÎ�Õ<Ë�ÎYÖ�Óm�4Ô�ÓØÞßË�Î�ê
NII = 0 æ ÔYÎ.ê	Ï�Í4Ö�Í9Î	ê�Í4Ñ@)EÛ�ÙÚÛ�Ö�Í9ÎYÐÝÞ } Þ�ÿ�Û�Î H(S, p,N)

Ð]Ó�Þ
Ha

II = 0
ä�ë�Î�ÞßÓ7ìYÑßÍ9ãâÉYÍ9Î�êòÐÒÓØÞ

He
I = 0

ä å Ë�ÓBÌ.ÍPê�Í4ÔYÞ7Í ÞlË~Ì>Í4Ñ æ êYË�ÓßÓ
∆HI = Ha

I

Ô�Î�ê
∆HII = He

IIÓ7Í4ÐÒÎ�ÙwÔ�ÓßÓ4ä ½ Ë�ãâÉòÛ�ÌYÐÒÖ�Í9Ñ$ EÌ>Í4ÑßÜÝÍ9Ö�ÔYÎYÖÅÐ]Ó�Þ1Ë�ÜÒÓ7Û
Ha

I = He
II . y ,Yä'&|� zå Ë~ÑâË~Ô�ÓuÜ } ÓßÓØÞ§Ó7Ð]ãâÉóÎGÔYÎSêYÍ4ÑØ�1Î�ÞßÍ4ÑâÓ7ãâÉ�ÐÝÍPê
ÐÒÎSê�Í4Ñeë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ

∆S
�9Ï�ÐÒÓßãâÉYÍ9ÎÊ×1Î�Õ<Ë~Î�Ö�ÓÄ�ÔYÎ.ê�ë¯Î�ê��4Ô.Ó�ÞâË~Î�êòÌ>Í9ÓØÞ7ÐÒÙÅÙÚÍ9Î æ Ð]Ó�ÞEÎ } ÙÚÜÝÐ]ãâÉ H = H(S, p,N)

Ì>Í4è�Ë~ÎYÎ�Þ æ ÓØÛÚÜ } ÓßÓ�ÞEÓ7ÐÒãâÉË�Ô�Ó
H(Sa, pI, N) = H(Se, pII, N)
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∆S = Se − Sa
Ì>Í4ÑßÍ9ãâÉYÎ�Í4ÎQä

é ð Ñ�Í9ÐÝÎ�Í
ÞßÍ9ãâÉYÎYÐ]ÓßãâÉYÍ�×1Î�Ï�Í4Î.ê�ÔYÎYÖ¨ÐÒÓØÞ³æ�ÍPê�Û�ãâÉ ÎYÐ]ãâÉ�Þòê�ÐÒÍ�ë¯Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÒÍ } Î.ê�Í4ÑßÔYÎYÖ æ Ó7Û�Î��ê�Í4ÑßÎQ�/Í4ÙÚì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑ } Î.ê�Í4ÑßÔYÎYÖ
∆T

ÐÒÎ�ÞßÍ4ÑßÍ9ÓßÓ7Ë�Î�Þ9äS�1Ù Î�Ô�Î
∆T

Ë~Ô�Ó y ,Yä'&|� z Ì>Í4ÑßÍ9ãâÉ��ÎYÍ4Îj�4ÔSè�ù�ÎYÎYÍ9Î æ Ù ð ÓßÓØÍ9ÎSÏ�ÐÒÑwê�ÐÒÍ�ë¯Î�ÞßÉ�Ë~ÜÒìYÐÒÍ H Ë�ÜÒÓÅéYÔ�ÎYè�Þ7ÐÒÛ�ÎSÿ�Û�Î
T
Ë�Ô�Ó7êYÑ ð ãâè�Í4Î�(

H = H(T, p,N) æ êYË��4Ô\Ì.Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Í9Î�Ï�ÐÒÑÚêYÐÝÍ&'QÍ9Ö�Í9Î�ê�ÑßÍ^� �VÑâË~Î�ÓØÕ?Û�ÑßÙ Ë�ÞßÐÝÛ�ÎYÍ4ÎÊÿ�Û�Î HÔYÎ�ê
G æ ÍPÓBÐÒÓØÞ

H = U + p V

G = U + p V − T S

= H − T S .

� ÐÝÞ
S(T, p,N) = −∂G

∂T
(T, p,N)

Õ?Û�ÜÒÖ~ÞEêYË�ÎYÎ

H(T, p,N) = G(T, p,N) + T S(T, p,N)

= G(T, p,N) − T
∂G

∂T
(T, p,N) .

é;Ù�¾lÍ9Ö�Í9Î�Ó7Ë~Þm�Ã�9Ô
H(S, p,N)

ÐÒÓØÞ
H(T, p,N)

í�ô<õâöG÷í¦âî�í ² E��Ã
4í�÷ÝEvq ä å Í9ÑØ��Û�Ñ7Þ7Í9ÐÝÜ¯ÐÒÓØÞË~Ì>Í4Ñ æ êYË�ÓßÓ�Õ ð Ñ H(T, p,N)
Ï�Í4ÐÝÞ7Í4ÑßÉYÐÒÎ y ,Yä'&|� z Ö�ÐÝÜÝÞs(

H(T a, pI, N) = H(T e, pII, N) .

�EÙ ÎGÔYÎUË~Ì>Í4Ñ§Ö�Í9Î�Ë~Ô�Í4ÑßÍ�é;ÎYÕ?Û�ÑßÙÚË~Þ7ÐÒÛ�ÎYÍ9Î ð Ì.Í9Ñeê�ÐÒÍ��VÍ9ÙÚì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑßÍ4Î�Þ�Ï�Ð]ãâè�ÜÒÔYÎYÖ��4ÔÊÍ9ÑÄ�É�Ë~ÜÝÞ7Í9Î æ Ð]Ó�Þ�Í4ÐÒÎYÍBê�ÐGF>Í9Ñ7Í9Î�ÞßÐÝÍ9ÜÝÜÒÍ ¶ Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÔYÎYÖ�êYÍ9Ó ñ�ÑßÛ��9Í9ÓßÓØÍPÓ/Ó7Í4ÉYÑ ÉYÐÒÜÝÕ?Ñ7Í9ÐÒãâÉQä ¶ Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7Í ÞÙ Ë~Î	ê�Í9Î å ÑßÔ�ãâèGÔYÎ�Þ7Í9ÑßÓßãâÉYÐÒÍ9ê
∆p = pII − pI < 0

Ë~Ü]Ó¯ÐÒÎ�Û�ÎYÐÝÞ7ÍPÓØÐÒÙ Ë~Ü æ Ó7ÛýÍ4ÑßÖ�ÐÒÌ�ÞBÓØÐ]ãâÉ Ì.Í9Ðè�Û�Î�Ó�ÞâË~Î�Þ7Í9ÑK�VÍ9ÐÝÜ]ãâÉYÍ4Îp�9Ë~É�Ü�ÔYÎ�êòë�Î�Þ7É�Ë�ÜÝì�ÐÝÍ

dT =

(
dT

dp

)

H,N

dp

ÙÚÐ Þuê�Í4Ùgf���î�q�
6^`¥+ö����³�5��í�^¡����
�hÊ�4ô�
4í�÷ (dT
dp

)
H,N

æ êYÐÝÍPÓØÍ9Ñ1Ü } ÓßÓ�Þ1Ó7ÐÒãâÉjË�Ô�Ó H(T, p,N)
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Ì>Í9ÓØÞ7ÐÒÙÚÙÅÍ9Î�i�(

(
dT

dp

)

H,N

= −

(
dH
dp

)
T,N(

dH
dT

)
p,N

. y ,Yä'&sÁ z
�jË�Î�Í9Ñ7É } ÜÝÞ�Ó7Û�ÙÚÐÝÞ

(
dH

dp

)

T,N

=
∂G

∂p
− T

∂2G

∂p∂T

= V − T

(
dV

dT

)

p,N

y ,Yä'&sÌ z
ÔYÎ.ê

(
dH

dT

)

p,N

=
∂G

∂T
− 1 · ∂G

∂T
− T · ∂

2G

∂T 2

= T
∂2G

∂T 2

=

(
TdS

dT

)

p,N

y ,Yäâá-ä z
å Í4Ñ å ÐGF>Í9Ñ7Í9Î�ÞßÐÒË�Ü'��ÔYÛ�Þ7ÐÒÍ4Î�Þ (dV

dT

)
p,N

ÐÒÎ y ,�ä�&�Ì z ÓßË~Ö~ÞEÔ�Î�Ó�ÎGÔYÎ æ Ï�ÐÝÍeÓ7Ð]ãâÉøê�Ë�Ó$��Û�ÜÝÔ�ÙÅÍ9Îê�Í9ÑeàGÔYÌ�ÓØÞßË�Î�� ÙÚÐ ÞÅê�Í4ÑØ�/Í4ÙÚì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑ } Î�êYÍ4Ñ7Þ æ Ì>Í4Ð�è�Û�Î�ÓØÞßË�Î�ÞuÖ�Í4É�Ë�Ü ÞßÍ4ÎYÍ9Ù å Ñ7Ô.ãâè æ ê�Ëê�ÐÒÍ9Ó7Í<pEÎ�êYÍ4ÑßÔYÎYÖ§ìYÑßÛ�ì>Û�Ñ7Þ7ÐÒÛ�Î�Ë�Ü<�4ÔYÙ���Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î	Ó7Í4ÐÒÎwÏ�ÐÒÑßêÚê�Í5Û�ÎYÐÒÍ4Ñ7Þ�Ù Ë~Î ê�Í4Îøô �5����E~ïm
 í
���-q îM�Ã
 íhE�î<� ² 
âöGí.î�í�C-�DA+��
Vh$�4ô�
 í.÷�
4í

α
Ë~Ü]Ós(

α(T, p,N) :=
1

V

(
dV

dT

)

p,N

, y ,Yäâá�& z
j ç îðô�k"ôÝò¡ò�ôOì¾ü¡ôT�§ô
��îðé*òLõ�è�óHôOîdì¾îðï�ñ�ò è�ìl�hôDì�õ¾ó�è�üOö�õ�è

H
ë¾ì¾õ

N
õ¾îðô���è�ì
�Oô��dôOî ò ÷§ù§ì¾é¡ò�è�ì�òm�§ôOñ�è�� ò�ôOì�LôOü*õ�ôDì[êGF¾é*é�ôOì�ö

„
dT

dp

«

H,N

=

„
dT

dH

dH

dp

«

H,N[nF�ñ¾ü¡ò è��ðé*ù3ì¾îðï�ñ�òo�Dë�ê E ü [Gù	���¾ö�ý`îðô
�ðê<ôOñ¾üLêeë¾é�éLê�è�ì�é�îðï�ñ[õ�è�éTç7î pdôOü*ôOì�ò�î è��	ý�ù§ì
H
óHôÝò*ü�è�ï�ñ�ò*ôDì�q

dH =
∂H

∂T
dT +

∂H

∂p
dp+

∂H

∂N
dN ,

[nF�üL÷§ù§ì¾é*ò�è�ì6ò*ôOé
H
ë¾ì¾õ

N
îðé¡ò

dH = dN = 0
ë¾ì¾õ�é*ù§ê<î ò6q

0 =
∂H

∂T
dT +

∂H

∂p
dp

−

„
dH

dT

«

p,N

dT =

„
dH

dp

«

T,N

dp

„
dT

dp

«

H,N

= −

“
dH
dp

”

T,N
“

dH
dT

”

p,N
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éYÍ9Ñ7ÎYÍ9Ñ�ê�Í4ÑßÉ } ÜÝÞBÙÚË�Î�Ë�Ô�ÓBê�Í4Ù å ÐGF>Í9Ñ7Í9Î�ÞßÐÒË�Ü'��ÔYÛ�Þ7ÐÒÍ4Î�Þ (TdS

dT

)
p,N

ÐÒÎ y ,Yäâá-ä z ê�ÐÒÍ³���p
w�4ô Õå^�4õßöp
�? ± ï§�Ã
³��
4ô7A+��í�� ÷ÝE�í.÷�
6�r9eï î�õwAx(
(
TdS

dT

)

p,N

=

(
δQ

dT

)

p,N

=: N cp(T, p) . y ,�ä á+á z
àGÐÒÍÅÌ>Í9ÓßË~Ö�Þ§Ï�ÐÝÍ9ÿ�ÐÒÍ4Ü �~} Ñ7ÙÚÍ ê�Í4Ù àGá�Ó�ÞßÍ4Ù �9ÔYÖ�Í4Õ ð ÉYÑ7ÞuÏ�Í4Ñâê�Í9Î
ÙeÔ.Ó7Ó æ ÔYÙªÍ9ÐÝÎYÍÃ�/Í4Ù��ì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑ } Î.ê�Í4ÑßÔYÎYÖÅÔYÙ

1 K
�4ÔøÍ4ÑßÑ7Í9ÐÒãâÉ�Í4ÎQä

àGÍ Þ�� ÞEÙ Ë~ÎøË~ÜÒÜÒÍ9ÓBÐÒÎ y ,Yä'&sÁ z Í9ÐÝÎ æ ÓØÛÚÍ9Ñ7É } Ü Þ�Ù Ë~ÎøÓßãâÉYÜÝÐÒÍ5´�ÜÝÐ]ãâÉ�(
(
dT

dp

)

H,N

= V
T α− 1

N cp
.

é;Ù À Û�ÔYÜÒÍ^� �BÉYÛ�ÙÚÓ7Û�Î��·��Í9ÑßÓ7Ô�ãâÉ Ð]Ó�Þ
dp < 0 æ Ô�Î�êøêYË cp ÐÒÙÚÙÚÍ4ÑEì>Û�Ó7Ð ÞßÐÝÿçÐÒÓØÞ æ Ð]ÓØÞ

dT < 0
Õ<Ë~ÜÒÜ]Ó

T >
1

α(T, p,N)

dT > 0
Õ<Ë~ÜÒÜ]Ó

T <
1

α(T, p,N)
.

é ð Ñòê�Ë�Ó	Ð]ê�ÍPË~ÜÒÍ>¾uË�Ó�ÙÚÐ Þøê�Í4Ñ�ã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓ7Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉGÔYÎYÖ
p V = N RT

Ð]Ó�Þ
α · T = 1 æË~Ü]ÓØÛ Ë�Ô�ãâÉ

dT = 0
äVé ð ÑýÑßÍ9Ë~ÜÒÍ�¾uË�Ó7Í ÉYÐÒÎYÖ�Í9Ö�Í9Î�Ö�ÐÝÌ�ÞwÍ9Ó§Í4ÐÒÎYÍÇé;ÎGÿ�Í4ÑâÓØÐÒÛ�Î�ÓØÞ7Í9ÙÚì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑ

Ti = − 1
α s æ Ó7Û�êYË�ÓßÓ

dT < 0
Õ<Ë~ÜÒÜÒÓ

T < Ti

dT > 0
Õ<Ë~ÜÒÜÒÓ

T > Ti .

¾lÍ4ÜÒÐÝÎ�Ö~Þ/ÍPÓ/Ë�ÜÒÓ7ÛEÍ9ÐÝÎ³¾uË�ÓQÌYÐ]Ó/ÔYÎ�Þ7Í4Ñ Ó7Í4ÐÒÎYÍ8é;ÎGÿ�Í9ÑßÓ7ÐÒÛ�Î�ÓØÞ7Í9ÙÅì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑQË~Ìp�4ÔYè ð ÉYÜÒÍ4Î æ Ó7ÛEè�Ë~ÎYÎÙ Ë~ÎUÍ9Ówê�ÔYÑâãâÉUË�ê�Ð]Ë~Ì�Ë~Þ7Ð]Ó7ãâÉ�Í å Í9è�Û�ÙÚìYÑßÍ9ÓßÓ7ÐÝÛ�Î�ÎYÛ�ãâÉUÏ�Í4ÐÝÞ7Í9ÑwË~Ì�è ð ÉYÜÝÍ9ÎQä/×1ÎGÏ�Í9Î�ê�ÔYÎYÖÛ�Î�ê�Í4Þjê�ÐÝÍPÓØÍ9Ñ�ñ¯Ñ7Û+�4Í9ÓßÓòÌ.Í9ÐÒÓ7ìYÐÒÍ4Ü]ÓØÏ�Í4Ð]Ó7Í
ÐÒÎ ê�Í9Ñ&'QÔ�ÕþÞßÿ�Í4Ñmµ ð ÓßÓ7ÐÝÖ�ÔYÎYÖ�ÙÚÐÝÞjê�Í4Ù 'VÐÝÎ�êYÍ^���Í4Ñ7Õ<Ë~ÉYÑßÍ4ÎVä
é;ÙbÜÒÍ Þ�� ÞßÍ4Î
×1Ì�Ó7ãâÉ�ÎYÐ Þ7Þ�Ï�Í4Ñâê�Í4Î ÓßãâÉYÛ�Î*�9Ï�Í9Ð/Ó7Û�Ö�Í9Î�Ë~Î�Î�ÞßÍlÞ7ÉYÍ9Ñ7ÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë~ÙÚÐ]Ó7ãâÉ�ÍQ#1ÛGÍ�ÐW��4ÐÒÍ4Î�Þ7Í9Î ÿ�Í9Ñ7Ï�Í4Î�êYÍ Þ æ Î } ÙÚÜÒÐÒãâÉjê�Í9Ñ���Û�ÜÝÔYÙÚÍ9Î�Ë~Ô�Óßê�Í9ÉYÎGÔYÎYÖ�Ó7è�ÛGÍ6ÐW�9ÐÝÍ9Î�Þ α ÔYÎ�ê êYÐÝÍeÓ7ì>Í^��4Ð�Û.ÓßãâÉYÍ �~} ÑßÙÅÍ�Ì>Í4ÐYè�Û�Î�ÓØÞßË�Î�ÞßÍ4Ù å Ñ7Ô.ãâè

cp æ Û�ÉYÎYÍ�ê�Í9Î ¶ Í9Ö�ÑßÐRF	ê�Í9Ñ3� å �Ý#�Û�Í6ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�Þ7Í9ÎÍ4ÐÒÎ��4ÔYÕ ð ÉYÑßÍ4ÎQä å ÐÒÍ9ÓEÓ7Û�ÜÒÜ�ÎGÔYÎ�ÐÒÙ Õ?Û�ÜÝÖ�Í4Î�êYÍ4Î%#§Ë~ìYÐÝÞ7Í9Ü�Ö�Í9ÓßãâÉYÍ9ÉYÍ4ÎQä

t O�F¾ühõ¾îðô ñ¾îðôOüLódôÝò*ü�è�ï�ñ6ò*ôÝò�ôOìQè�õ¾î è�ó�èwò*îðé�ï�ñ¾ôOìvu�ü¡ù	�OôOé�é�ô7îðé*ò
α
ì¾ôT��èwò�î ýdö¾õ¾èåôOîðì¾ô�c�ù	�ðë¾ê<ôOì�ý�ôOü��§üVw§û§ôÝÿü¡ë¾ì
� .

dV > 0
/Tîðê<ê<ôOü ôDîðì�ôx�MôOêR3HôOü�èwò*ë¾ü¡é�ôOì¾÷6ë¾ì
� .

dT < 0
/o�Oë¾üoO�ù	���§ô3ñ�èwòDödé�ù�[GôOü*ìq÷§ôOîðì¾ô�JKH�ü¡ê<ô�Oë
�§ô�[]F¾ñ¾üWòo�Tîðü¡õ��Hç7ôOé�ñ¾è��ðó��Tîðü*õ�õ¾îðô�a�ì�ý�ôOü*é*îðù§ì¾é*ò*ôOêR3dôOü*èwò�ë�ü"ñ¾îðôOüTè��ðé

Ti = −
1
α

õ�ôOú¾ì¾îðôOü¡ò
�



| }@~����4���zy

� � À ÂZ� �!¾������:� �<��� � À
{ � À@| }(�BÀÞ� �$À��

2¯Ä ¸ Â � � ÐÝÑøÏ�Û�ÜÒÜÝÍ9Î$Ï�Í4ÐÝÞ7Í9Ñ7Í�Þ7ÉYÍ9Ñ7ÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë�ÙÅÐ]ÓßãâÉYÍ>¾lÑßù�´�Í4Î Ì>Í9ÓØÞ7ÐÒÙÚÙÅÍ9Î æ ê�ÐÒÍÉ��
��4îp
���W
^���^��E~ïøÓ7ÐÒÎ�ê æ Ô�Î�êSË~Ô.Óýê�Í4ÑßÍ4Î #uÍ9ÎYÎ�Þ7ÎYÐ]Ó�~���õ�A|�4õâö<q^�<���5
%E�î�¦ ² ô�
���î�í ² EH�W
4í
^÷�E-q C-q'
 ô<õâöGî�í	CòÖ�Í5�9Û�Ö�Í4ÎçÏ�Í4Ñâê�Í9Î�è�ù�ÎYÎYÍ9ÎQäYë¯ÓEÌYÐÝÍ4Þ7Í9ÎøÓ7Ð]ãâÉòÉ�ÐÝÍ9Ñ7Ì>Í4ÐQÌ>Í9Ó7Û�Î.ê�Í4ÑâÓ�ê�ÐÒÍ
��58
4ôþ÷ 
 íØ�#�5q�
 ôþ÷ î�í�C�
4íwê�Í9ÑVéYÔYÎ.êYË~ÙÚÍ4Î�ÞâË~ÜÒÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Ô�ÎYÖ�ÐÝÎ§ÐÒÉYÑßÍ4Î§ÿ�Í4ÑâÓ7ãâÉYÐÒÍ9êYÍ4ÎYÍ9Îlé�Û�Ñm�ÙÅÍ9Î y Ë�ÜÒÓ7Ûjê�Í4Ñeñ�Û�Þ7Í9Î�ÞßÐÒË�ÜÝÍ z Ë~ÎVä å ÐÝÍPÓØÍÃ�9Ï�Í9Ð ÞßÍ4ÎS×EÌ�ÜÝÍ9Ð ÞßÔYÎYÖ�Í9ÎUÎYÍ4Î�Î�ÞwÙÚË�ÎSê�ÐÒÍ÷þöp
 ï§�Ã� ² ��í�EH�wô �4õâö�
4í&�W��
Vh$�4ô�
 í.÷�
4í�ä

� VsX �~Ó^_�Ó�«f\gA Ó5í�î³Õ"Ó6«f\ ï�ÏÃ\�� ÐHÓ^\K_³Õ"\K_
�0��Â ����¸<� Â ß � Æ »�¸ Ç �x���"Ý Æ`o�� ¸��Sü Ä ¸<�+û

αp(T, p,Nl) :=
1

V

(
dV

dT

)

p,Nl


 Æ�� û Ç ¸�Èv��¸S� � �$n�Èv¸ ÆPÆPÄ ¹ Ä�Â<Ä û u û
κT (T, p,Nl) := − 1

V

(
dV

dp

)

T,Nl

� n�ºp�"�x���"Ý Æ`o�� ¸��Sü Ä ¸<�+û

β(T, V,N) :=

(
dp

dT

)

V,Nl

&säp&
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• � Û�ÜÝÏ } ÑßÙÚÍ�Ì>Í4ÐVè�Û�Î.Ó�ÞâË~Î�Þ7Í9Ù ��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î�(
cV :=

T

N

(
dS

dT

)

V

=
1

N

(
δQ

dT

)

V

• � Û�ÜÝÏ } ÑßÙÚÍ�Ì>Í4ÐVè�Û�Î.Ó�ÞâË~Î�Þ7Í9Ù å ÑßÔ�ãâè�(
cp :=

T

N

(
dS

dT

)

p

=
1

N

(
δQ

dT

)

p

�# �¡� �¢x£�¤�¥F¦" �¥3§

• å ÐÝÍPÓØÍc#�ÛGÍ�ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�Þ7Í9Îjè�ù�ÎYÎYÍ9Î æ Ï�ÐÝÍÅÛ�Ì>Í4Î�Ì.Í9Ñ7Í9Ð ÞâÓ�Ì>Í4ÙÚÍ9Ñ7è�Þ§Ë~Ô�ãâÉóê�ÔYÑâãâÉ¼�4Ï�Í4ÐÝÞ7Í×1ÌYÜÝÍ9Ð ÞßÔYÎYÖ�Í4Î ê�Í4ÑK� å � ñ Û�Þ7Í4Î�ÞßÐÒË�ÜÝÍ§Ë~Ô.ÓØÖ�Í9ê�Ñ ð ãâè�Þ�Ï�Í4Ñâê�Í4Î æ êYÐÝÍPÓ¯Õ ð ÉYÑØÞEÏ�Í4Ö�Í4Îòê�Í4Ñ��Í9ÑØÞâË~Ô�ÓßãâÉGÌ�Ë~Ñßè�Í9Ð Þ�êYÍ4Ñ§×EÌYÜÒÍ4ÐÝÞ7Ô�ÎYÖ�Í9Î¼�4Ô>å�Í4Ü]Ë�ÞßÐÝÛ�ÎYÍ4Î�ê�Í4Ñq#�Û�Í6ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�Þ7Í9ÎjÔYÎ�Þ7Í9ÑÄ�Í9ÐÝÎ�Ë�Î�ê�Í9Ñ9ä
αp =

1

V

(
dV

dT

)

p,Nl

=
1

V

∂

∂T

∂G

∂p
=

1

V

∂

∂p

∂G

∂T
= − 1

V

(
dS

dp

)

T,Nl

,

κT = − 1

V

∂2G

∂p2

β =

(
dp

dT

)

V,Nl

= − ∂

∂T

∂F

∂V
= − ∂

∂V

∂F

∂T
=

(
dS

dV

)

T,Nl

• å ÐÝÍ����p
w�4ô Õ®�4õâö�
È? ± ï§�W
§ÐÒÓØÞBêYÐÝÍÄæ�Í4ÎYÐÒÖ�Í �~} ÑßÙÚÍ4ÙÚÍ4ÎYÖ�Í æ ê�ÐÒÍ�Í9ÐÝÎ�Í4ÑEàGÔYÌ�ÓØÞßË�Î��lìYÑ7Û� Í9ÎYÖ�Í9ÎYÍ4ÐÒÎYÉYÍ9Ð Þ y � Û�Ü æ ¾lÑâË~ÙÚÙ æ Í4Þßã~ä z �9ÔYÖ�Í4Õ ð ÉYÑ7Þ�Ï�Í4Ñâê�Í4Î ÙwÔ�ÓßÓ æ ÔYÙ Í4ÐÒÎYÍ��/Í4Ù��ì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑ7Í9Ñ7É�ù�ÉGÔYÎYÖÅÿ�Û�Î�&�#!�4ÔøÍ4ÑßÑßÍ4Ð]ãâÉYÍ4ÎQä
• ã>Ô�Ñ$)EÍ4ÑßÜÒÍ4ÐÝÞ7ÔYÎYÖ	êYÍ4ÑEÓ7ì.Ís�4Ð�Û.Ó7ãâÉ�Í4Î �~} ÑßÙÅÍ+(

c =
1

N
lim

∆T→0

∆Q

∆T
=

1

N

δQ

dT
=

1

N

TdS

dT
;

ê�Ô�ÑßãâÉøê�ÐÒÍlë¯ÑßÓ7Í Þ��4ÔYÎYÖ
δQ = T dS

Í9Ñ7ÑßÍ4Ð]ãâÉ�Þ�Ù Ë~Îøê�ÐÒÍf�EÎ�Ë�ÌYÉ } Î�Ö�ÐÒÖ�è�Í9Ð Þ�ÿ�Û�Îòê�Í9Ñé�ÜÒÔ�Ó7Ó7Ö�Ñßù�´�Í
Q
ä

• ë¯Ó1Ö�ÐÒÜ Þ$�9Ï�ÐÒÓßãâÉYÍ9Îòê�Í9Î ê�Ñ7Í9ÐT#�Û�Í6ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�Þ7Í9Î αp, κT Ô�Î�ê β ÔYÎYÐÒÿ�Í9ÑßÓ7Í4ÜÒÜQê�ÐÒÍ ¶ Ís�4ÐÒÍ^�ÉGÔYÎYÖ
αp = κTβ y �Gä'& zå ÐÝÍPÓEÓ7ÐÝÍ9É�ÞEÙ Ë�Î�Ï�ÐÒÍuÕ?Û�ÜÒÖ~Þ�(� ÐÒÑuÌ.Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Í9ÎjÕ ð Ñ

Nl = const., V = const.
êYË�Ó å ÐGF+Í4ÑßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~Ü

dV = 0
ÿ�Û�Î
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V (T, p,Nl)
(

0 = dV =
∂V

∂T
dT +

∂V

∂p
dp

0 =

(
dV

dT

)

p

+

(
dV

dp

)

T

(
dp

dT

)

V

= V αp − V κTβ

αp = κTβ

��Í9ê�ä
• ë¯Ó�Ö�ÐÒÜÝÞ$�4Ï�Ð]Ó7ãâÉYÍ9ÎòêYÍ4Î%#1ÛGÍ�ÐÃ�9ÐÝÍ9Î�ÞßÍ4Î cV , cp, α ÔYÎ�ê κT ê�ÐÒÍ ¶ Ís�4ÐÒÍ4ÉGÔYÎYÖ

cp − cV =
TV α2

NκT
y ��ä á z

å Ë�Ó�ÓØÐÒÍ4É�ÞEÙ Ë~ÎòÏ�ÐÝÍuÕ?Û�ÜÝÖ�Þs(� ÐÝÑ Ì>Í ÞßÑßË�ãâÉ�ÞßÍ4Î$Õ ð Ñ
Nl = const.

ê�ÐÝÍ å ÐRF+Í4ÑßÍ4Î�ÞßÐÒË�ÜÝÍÊÿ�Û�Î
S(T, p,Nl)

Ì��4Ï§ä
S(T, V,Nl)

(
dS =

(
dS

dp

)

T

dp+

(
dS

dT

)

p

dT

dS =

(
dS

dV

)

T

dV +

(
dS

dT

)

V

dT

é;Î�ê�Í9Ñ�Í9ÑßÓØÞ7Í9Îb¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉGÔYÎ�ÖeÓØÍ4Þm�9Í4ÎçÏ�ÐÒÑ�Î�Ô�Î
dp =

(
dp
dT

)
V
dT +

(
dp
dV

)
T
dV æ ÔYÎ�êÍ4ÑßÉ�Ë~ÜÝÞ7Í9ÎòÓ7Û�ÙÚÐÝÞs(

dS =

(
dS

dp

)

T

[(
dp

dT

)

V

dT +

(
dp

dV

)

T

dV

]
+

(
dS

dT

)

p

dT

½ ÔYÎøÿ�Í9Ñ7Ö�ÜÝÍ9ÐÒãâÉ�Í4ÎçÏ�ÐÒÑEê�ÐÒÍ
dT
�;×EÎ�ÞßÍ4ÐÒÜÝÍuÔYÎ�êòÍ9Ñ7É�Ë�Ü ÞßÍ4Î�(

(
dS

dT

)

V

=

(
dS

dp

)

T

(
dp

dT

)

V

+

(
dS

dT

)

p

N

T
CV =

N

T
Cp + β

(
dS

dp

)

T

.

¶ Í9ÎGÔ�Þm�9Í4ÎjÏ�ÐÒÑ1ÎGÔYÎ ÎYÛ�ãâÉ (dS
dp

)
T

= − ∂
∂p

∂G
∂T

= − ∂
∂T

∂G
∂p

= −
(
dV
dT

)
p

= −V α æÓØÛÚÍ4ÑßÉ�Ë�Ü ÞßÍ4ÎòÏ�ÐÝÑ�ÙÚÐÝÞ y �Gä'& z
cV − cp = −TV

N
βα = −TV

N

α2

κT ��Í9ê�ä
• ë¯ÓlÏ�ÐÝÑâêjÓ7ÐÒãâÉ
Ó7Û�Ö�ÜÝÍ9ÐÒãâÉ É�Í4ÑâË~Ô�ÓßÓ�ÞßÍ4ÜÒÜÝÍ9Î æ ê�Ë�ÓßÓ1Ó7ÐÒãâÉjÌ>Í4Ð è�Û�Î�ÓØÞßË�Î�ÞßÍ4Ñ �VÍ9ÐÝÜ]ãâÉYÍ4Îp�9Ë~É�ÜË~ÜÒÜÝÍøÞßÉYÍ4ÑßÙÚÛGêYá�Î.Ë~ÙÚÐÒÓßãâÉYÍ9Îk#�ÛGÍ�ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�ÞßÍ4Î Ó�ÞßÍ ÞßÓ ð Ì>Í4Ñ�êYÑ7Í9Ð ¶ Ë�Ó7ÐÒÓ7è�ÛGÍ�ÐÃ�9ÐÝÍ9Î�ÞßÍ4ÎË~Ô�Óßê�Ñ ð ãâè�Í9ÎçÜ]Ë�ÓßÓØÍ9ÎQä�� Í4Ð]ÓØÞBÏ } É�Ü ÞEÙ Ë~ÎøË~Ü]Ó ¶ Ë�Ó7ÐÒÓ αp, κT , cp ä



&säd; .0/$18254�687P��;¬4"!$68T�Gj=@O³E®BS/�GI2ÄCT�"!$6D.Ç=Ë68?A?�2mÈ�2 68B�4�68B
� V�� ceÖfÑ"Ó^Ñh¬pï�ÏÃ\�� ÐËÓ^\K_³Õ"\K_
� ÐÝÑ�Ï�Û�ÜÒÜÒÍ4ÎØ�9Í4ÐÒÖ�Í9Î æ êYË�ÓßÓ Ï�ÐÝÑ�ÓØÞ7Í4ÞßÓ ÎGÔYÑ�ê�ÑßÍ4ÐM#�Û�Í6ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�Þ7Í9ÎeÌYÑâË~Ô�ãâÉ�Í4Î æ Ë~Ô.Ó�ê�Í4ÎYÍ9ÎÅÓ7Ð]ãâÉË~ÜÒÜÝÍuË~Î.ê�Í4ÑßÍ4Îçê�Ë~ÎYÎòÍ4ÑßÖ�Í9Ì.Í9ÎQä å ÐÒÍ�Õ?Û�ÜÝÖ�Í4Î�êYÍ4Î ¶ Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7ÔYÎ�Ö�Í4ÎçÌ.Ís�4ÐÒÍ4ÉYÍ9ÎòÓ7ÐÒãâÉ�Ë~Ô�Õ�àGá�Ó	�Þ7Í9ÙÅÍÅÙÚÐ ÞuÕ?ÍPÓ�ÞßÍ4Î��jÛ�Ü'�9Ë~É�ÜÝÍ9Î

Nl = const.
ä � ÐÝÑuÌ>Í ÞßÑßË�ãâÉ�ÞßÍ4Î
êYÐÝÍÃ¾lÑ7ù+´�Í9Î ( dz

dx

)
y,Nl

æÏ�Û�Ì.Í9Ð
x, y

ÔYÎ�ê �lÐÝÎ�ÞßÍ4Î�Ó7ÐÝÿ�Í ¾lÑßù�´�Í4Î æ Í^©GÞ7Í9Î�Ó7ÐÝÿ�Í ¾lÑßù�´�Í9Î Û�ê�Í4Ñ�ñ Û~Þ7Í9Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÍlÓ7Í4ÐÒÎ	è�ù�Î��ÎYÍ4ÎVä
¶ Í4É�Ë�ÔYì�Þ7Ô�ÎYÖp( À Í9ê�Í9ÑBêYÐÝÍPÓØÍ9Ñ å ÐGF>Í9Ñ7Í9Î�ÞßÐÒË�Ü'��ÔYÛ�Þ7ÐÒÍ4Î�Þ7Í9ÎçÜ } ÓßÓ�Þ�Ó7ÐÒãâÉøË~Ü]ÓBéYÔYÎYè�ÞßÐÝÛ�Îòê�Í9ÑBÎ�Ëv�Þ ð ÑßÜÒÐÒãâÉYÍ9ÎjÔYÎ�Ë�ÌYÉ } ÎYÖ�ÐÒÖ�Í9Î���Ë~ÑßÐÒË�ÌYÜÒÍ4Î
ê�ÍPÓ1ñ Û�Þ7Í4Î�ÞßÐÒË�ÜÒÓ

U
ÔYÎ.ê�ê�Í9Î
Í9ÑßÓØÞ7Í9ÎÔYÎ�êÉ�9Ï�Í9Ð ÞßÍ4Î ×1ÌYÜÝÍ9Ð ÞßÔYÎYÖ�Í4Î$ê�ÍPÓ	ñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~Ü]Ó

U
Î�Ë�ãâÉ ê�ÐÒÍ9Ó7Í4ÎÉ��Ë�Ñ7Ð]Ë~Ì�ÜÝÍ9ÎêYË~ÑâÓØÞ7Í4ÜÒÜÒÍ4Î æ Ë~Ü]Ó7Ûp(

(
dz

dx

)

y

= φ


S, V,

∂U

∂S︸︷︷︸
T

,
∂U

∂V︸︷︷︸
−p

,
∂2U

∂S2
,
∂2U

∂S∂V
,
∂2U

∂V 2




¶ Í4Ï�Í4Ð]Ó5( å Ë�Ó å ÐGF+Í4ÑßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~Ü�ÿ�Û�Î
z
ÜÒË�Ô�Þ7Í4Þs(

dz =

(
dz

dx

)

y

dx+

(
dz

dy

)

x

dy . y �Gä 8 z
àGÐÒÎ�êòÔYÎ�Þ7Í4Ñ

x, y, z
ñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÍ æ Ó7ÛÚÍ4ÑâÓØÍ4Þm�9Í4ÎøÏ�ÐÝÑ dx, , dy, dz ê�ÔYÑâãâÉ ê�ÐÒÍå ÐGF+Í4ÑßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÍ1ê�ÐÒÍ9Ó7Í4Ñ�ñ Û�Þ7Í4Î�ÞßÐÒË�ÜÝÍ æ Î�Ë�ãâÉ ÐÝÉYÑßÍ4Î Î.Ë�Þ ð Ñ7ÜÒÐÒãâÉ�Í4ÎÃ��Ë~ÑßÐ]Ë~ÌYÜÒÍ4ÎQä å ËÏ�ÐÝÑ�ÔYÎ�Ó¯ÉYÐÝÍ9Ñ�Õ ð ÑBê�ÐÒÍ å Ë~ÑâÓ�ÞßÍ4ÜÒÜÝÔ�ÎYÖ§Í4Î�ÞßÓßãâÉYÍ9ÐÒê�Í9Î æ ÐÒÎçê�Í9Ñ U é�ÔYÎ�êYË�ÙÚÍ4Î�ÞßË�Ü �Ñ7Í9ÜÒË~Þ7ÐÒÛ�ÎÅÐÒÓØÞ�Ë�Î�Ó�ÞßÍ4ÜÒÜÝÍ1ÿ�Û�Î

S æ ÔYÎ�ê	àGá�ÓØÞ7Í4ÙÚÍEÙÚÐÝÞ Nl = const.
Ì.Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Í9Î æÓØÐÒÎ�êSêYÐÝÍPÓØÍ���Ë~ÑßÐÒË�ÌYÜÒÍ4ÎSÎGÔYÑ

S, V, T
ÔYÎ�ê

p
ä � ÐÒÑÚÎYÍ4ÎYÎ�Í4Î¨êYÐÝÍPÓØÍ�Þ7Û�ÞßË~ÜÒÍ4Îå ÐGF+Í4ÑßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÍuÎ�Ô�Î�(

Fi = βiSdS + βiV dV + βiT dT + βipdp =
∑

j

βijdqj y �Gä ; z
ÙÚÐ Þ

i = 0, 1, 2
Ô�Î�ê

j ∈ {S, V, T, p} ä å ÐÒÍ[#�ÛGÍ�ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�ÞßÍ4Î βij Ó7ÐÒÎ�ê Í4Î�Þ�Ï�Í^�ê�Í4Ñ�Ö�ÜÝÍ9ÐÒãâÉ ½ Ô�ÜÝÜ æ è�Û�Î�ÓØÞßË~Î�Þ�ÔYÎYÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉ ½ Ô�ÜÝÜ æ Û�ê�Í4ÑEêYÔYÑßãâÉøê�ÐÒÍ0�4Ô qj è�Û�Îvæ�Ô��Ö�ÐÒÍ4Ñ7Þ7Í9Î���Ë~ÑßÐ]Ë~ÌYÜÒÍ4ÎòÖ�Í9Ö�Í4Ì>Í4ÎVä � ÐÝÑEÍ9Ñ7É.Ë~ÜÝÞ7Í4Î�Õ ð Ñ y �Gä 8 z Ë~Ü]Ó7Ûp(
Fo = (

dz

dx
)yF1 + (

dz

dy
)xF2 . y �Gäâ% z

�EÙ ÎGÔYÑeÎYÛ�ãâÉ��/Í4ÑßÙÚÍ ÙÅÐÝÞ
dS

ÔYÎ�ê
dV

�9ÔUÌ.Í9É�Ë~ÜÝÞ7Í9Î æ Í9ÑßÓ7Í Þ��4Í9ÎóÏ�ÐÒÑ dpÔYÎ�ê
dT

ê�ÔYÑâãâÉ�(
dp =

(
dp

dS

)

V

dS +

(
dp

dV

)

j

dV = − ∂2U

∂S∂V
dS − ∂2U

∂V 2
dV

ÔYÎ�ê
dT = (

dT

dS
)V dS + (

dT

dV
)SdV =

∂2U

∂S2
dS +

∂2U

∂V ∂S
dV .
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å ÐÝÍPÓ�Í4ÐÒÎYÖ�ÍPÓØÍ4Þm�4ÞBÐÒÎ y ��ä ; z ÜÒÐÒÍ Õ?Í4Ñ7Þ1Ë~Î.Ó�ÞßÍ4ÜÒÜÝÍuÿ�Û�Î y �Gäâ% z ÎGÔYÎ�(
Γ0
SdS + Γ0

V dV︸ ︷︷ ︸
F0

=

(
dz

dx

)

y

{
Γ1
SdS + Γ1

V dV
}

︸ ︷︷ ︸
F1

+

(
dz

dy

)

x

{
Γ2
SdS + Γ2

V dV
}

︸ ︷︷ ︸
F2Ï�Û�Ì>Í4ÐQê�ÐÒÍQ#1ÛGÍ6ÐW�9ÐÝÍ9Î�Þ7Í4Î

Γij
éYÔYÎ�è�ÞßÐÝÛ�ÎYÍ4Î ê�Í9ÑEéYÛ�Ñ7Ù

Γij = Γij

(
S, V,

∂U

∂S
,
∂U

∂V
,
∂2U

∂S2
,
∂2U

∂S∂V
,
∂2U

∂V 2

)

Ó7ÐÝÎ�êQä å Í9ÑK��Í4ÑßÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉòêYÍ4Ñ�#�Û�Í6ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�Þ7Í9Î�ÜÒÐÝÍ4Õ?Í4Ñ7Þ1êYË�Ó$¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉGÔYÎYÖ�Ó7Ó7á�Ó�ÞßÍ4Ù*(
Γ1
S

(
dz

dx

)

y

+ Γ2
S

(
dz

dy

)

x

= Γ0
S

Γ1
V

(
dz

dx

)

y

+ Γ2
V

(
dz

dy

)

x

= Γ0
V

å ËÅêYÐÝÍPÓØÍPÓBà�áGÓØÞ7Í9Ù ÐÒÎYÉYÛ�ÙÚÛ�Ö�Í4Î�ÔYÎ�ê�ÜÝÐÒÎYÍPË~ÑBÔYÎ�Ë�ÌYÉ } Î�Ö�ÐÒÖwÐ]Ó�Þ æ è�ù�ÎYÎYÍ4Îòê�ÐÒÍ'Qù�ÓØÔ�ÎYÖ�Í9ÎeÕ ð Ñ ( dz
dx

)
y

ÔYÎ�ê (dz
dy

)
x
y ÔYÎ�Þ7Í9Ñ¯Ë~Î�êYÍ4ÑßÍ4Ù Ë�ÜÒÓ7ÛlÕ ð Ñ�Ë�ÜÝÜÒÍBÞ7ÉYÍ9Ñ7ÙÚÛ��ê�áGÎ�Ë�ÙÅÐ]ÓßãâÉYÍ4ÎÔ#�ÛGÍ�ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�Þ7Í9Î z ÎGÔYÑ�ÿ�Û�ÎÚêYÍ4Îr#�ÛGÍ�ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�Þ7Í9Î Γij

Ë�ÌYÉ } Î�Ö�Í4Î æê�ä ÉQä�Ó7ÐÝÍlÉ } ÎYÖ�Í9Î�ÎGÔYÑBÿ�Û�Î�ê�Í9Î�Ó7Í4ÜÒÌ.Í9Îb��Ë�Ñ7Ð]Ë~ÌYÜÒÍ4ÎøË~Ì�Ï�ÐÝÍ§ê�ÐÒÍ
Γij æ Î } ÙÚÜÝÐ]ãâÉ

S, V, ∂U
∂S
, ∂U
∂V
, ∂

2U
∂S2 ,

∂2U
∂S∂V

, ∂
2U
∂V 2

ä
��Í9ê�ä

�# �¡S �¢x£"¤F¥F¦F p¥3§

• �jË~Î Ì>Í9Ë�ãâÉ�ÞßÍ æ êYË�ÓßÓçÓ7ÐÒãâÉ ÔYÎ�ÞßÍ4Ñ�êYÐÝÍPÓØÍ9Î~��Ë~ÑßÐÒË�ÌYÜÒÍ4Î æ ÿ�Û�Î ê�Í9ÎYÍ4Î Ë�ÜÝÜÒÍ�¾lÑßù�´�Í4Î(
dz
dx

)
y

Ë�ÌYÉ } Î�Ö�Í4Î æ ê�ÑßÍ4Ð��4Ï�Í4ÐÝÞ7Íe×1ÌYÜÒÍ4ÐÝÞ7ÔYÎYÖ�Í4Î�ÿ�Û�Î U Ì>Í^Û.Î�ê�Í4Î æ Ë�ÜÒÓ7Ûçê�ÑßÍ4ÐVÞ7ÉYÍ9ÑÄ�ÙÅÛ�ê�áGÎ�Ë�ÙÚÐÒÓßãâÉYÍq#1ÛGÍ6ÐW�9ÐÝÍ9Î�Þ7Í4ÎVä
• å Í9ÑuÓ7ÛGÍ4Ì>Í4ÎjÌ>Í4Ï�ÐÒÍ9Ó7Í4Î�ÍÚà�Ë~Þm�wÖ�ÐÒÜ ÞÚí�ô<õâöG÷�í.î�ïe¦���ï ² E|�Q_K��÷ 
4í�÷ ô¡Evq U(S, V )

Ó7Û�Î��ê�Í4ÑßÎ
è�Ë~Î�Î�Ë~Î.Ë~ÜÒÛ�ÖçË�Ô�Õ[Evqrq'
�E�í ² 
4ïm
 íl_$��÷ 
 í.÷ ô¡E-q�
 ð Ì>Í4Ñ7Þ7ÑâË~Ö�Í4Î Ï�Í4Ñâê�Í4ÎVä �~} ÉYÜÝÞÙÚË�Î�êYË�Óeñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~Ü
G(T, p) æ Ó7Û
Í9Ñ7É } Ü ÞÅÙ Ë~Î�ê�ÐÒÍ�×1ÌYÉ } ÎYÖ�ÐÒÖ�è�Í4ÐÝÞwê�Í4ÑÃ¾lÑ7ù+´�Í9Î(

dz
dx

)
y

ÿ�Û�Î Í4ÐÒÎYÍ4Ù à�Ë~Þm�jÿ�Û�Î ��Ë~ÑßÐÒË�ÌYÜÒÍ4Î æ êYÍ4Ñ�êYÐÝÍ��9Ï�Í9Ð ÞßÍ4Î ×1ÌYÜÝÍ9Ð ÞßÔYÎYÖ�Í4Î ÿ�Û�Î
G(T, p)

Ì>Í4ÐÒÎYÉ�Ë�Ü ÞßÍ Þ æ Ë�ÜÒÓ7Û αp, κT , cp ä�à�Û�ÙÚÐ ÞÚè�Ë~ÎYÎ¨Ù Ë~ÎZE-qrq�
 ÷?ö�
4ï§�W� ² ��íhE��Åô�^� õâö�
4íU�W��
Vh$�4ô�
 í.÷�
4íçË~ÔYÕ>ê�ÐÒÍ9Ó7Í�ê�Ñ7Í9Ð y ÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Þ ÙÚÍPÓ7Ó7Ì�Ë~ÑßÍ4Î z #�ÛGÍ�ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�ÞßÍ4ÎØ�9ÔYÑ ð ãâè��Õ ð ÉYÑßÍ4ÎQä
• � ÐÝÍÚÛ�Ì>Í4Î�Ì.Í9Ñ7Í9Ð ÞâÓuÌ.Í9ÙÚÍ4Ñßè�ÞuÖ�Í9Ü ÞßÍ4ÎÊË~ÜÒÜÝÍÅÖ�Í9Ù Ë�ãâÉ�Þ7Í9Î
×EÔ�ÓßÓßË~Ö�Í9Î
Î�Ë~Þ ð ÑßÜÒÐÒãâÉjÎGÔYÑÕ ð ÑEè�Û�Î�ÓØÞßË~Î�ÞßÍ �/Í4ÐÒÜÒãâÉ�Í4Î��PË~ÉYÜ·(

Nl = const.
ä
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� VÄê Ä \ËÕ"\@g®ÒÔÓ^_bÖØ_ØÕ�\K_�� Öf]	���b]
2�Ä ¸ Â � � ÐÒÑuÏ�Û�ÜÝÜÒÍ4Î�ã>Ô�ÓßË~ÙÚÙÚÍ4ÎYÉ } ÎYÖ�Íf�4Ï�Ð]Ó7ãâÉ�Í4ÎjÞßÉYÍ4ÑßÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë~ÙÚÐ]Ó7ãâÉYÍ9ÎÈ#�Û�Í6ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�Þ7Í9ÎÛ�Î.ê�Í4ÎQäA)EÐÒÍ4Ñ��4Ô�ÌYÐÝÍ4Þ7Í4ÞÅÓ7ÐÒãâÉSË�ÜÒÓwÓØá�ÓØÞ7Í4Ù Ë~Þ7Ð]Ó7ãâÉYÍPÓ0��Í4Ñ7Õ<Ë~É�Ñ7Í9ÎÊêYÍ9Ó&9³
4÷�
4ï§�Åôþí�E�í�^÷ 
 íMAdE-q A4��qâ�ýË~ÎQä
Ü ��� o û Ä�� �"º Â »�¸�û�¸�È|� Ä ��º��+ûs¸<�H�
àGÍ4Ð

A
Í4ÐÒÎYÍÅê�ÐRF+Í4ÑßÍ4Îp�4ÐÒÍ4ÑßÌ�Ë~ÑßÍ§×EÌYÌYÐÒÜ]ê�ÔYÎYÖ�Í4Î��9Ï�ÐÒÓßãâÉYÍ4Î*�9Ï�Í9Ð"å } ÔYÙÚÍ4Î

Rn
ÔYÎ�ê

R′
n

ê�Í4Ñå ÐÒÙÚÍ4Î�Ó7ÐÒÛ�Î
n
ä y ë¯ÓEÙ ð ÓßÓØÍ9Î�è�Í4ÐÒÎYÍ§Í4Ô�è�ÜÒÐ]ê�ÐÒÓßãâÉYÍ9Î�å } ÔYÙÚÍ§ÓØÍ9ÐÝÎQä z

A : Rn −→ R′
n

Rn 3 x 7−→ y ∈ R′
n×EÜ]ÓØÛ�(

y = y(x)ÙÚÐ Þ
(y1, ..., yn) = (y1(x1, ..., xn), ..., yn(x1, ..., xn)å Ë�ÎYÎøÐÒÓØÞEê�ÐÒÍf�jË�ÞßÑ7Ð�©

å
=




∂y1
∂x1

· · · ∂y1
∂xnäää ä ä ä äää

∂yn

∂x1
· · · ∂yn

∂xn




ÙÚÐ Þ1ê�Í9ÎI�jË�ÞßÑ7Ð�©�Í4ÜÒÍ4ÙÚÍ4Î�Þ7Í9Î
Dij = (

å
)ij =

∂yi
∂xj

(x1, ..., xn) i, j ∈ {1, . . . , n}

ê�ÐÒÍq�Qî�í	A~÷ ô��~í�E-q �¨E~÷ ï ôRâjê�ÐÝÍPÓØÍ9Ñ�×1ÌYÌYÐÒÜÒêYÔYÎYÖ�ä å Í4ÑßÍ4Î å Í4Þ7Í9Ñ7ÙÚÐÒÎ�Ë~Î�Þ7ÍlÉYÍ9Ð�´�Þ�fME�õ��+� ô�^/Û�ê�Í4Ñ
��î�íMA�÷ ô���íhEvq ² 
 ÷ 
4ï§�wôþíhE�í�÷ 
øê�Í9ÑÅ×1ÌYÌYÐÒÜÒê�Ô�ÎYÖ

A æ ÔYÎ�êSÏ�ÐÒÑÚÎYÛ~ÞßÐÝÍ9Ñ7Í9Î�Ó7ÐÝÍ�ÙÅÐÝÞÅÕ?Û�ÜÒÖ�Í4Î.ê�Í4Ñà�ãâÉYÑßÍ4ÐÒÌGÏ�Í9ÐÒÓ7Í�(
| å | = det

å
=
∂(y1, ..., yn)

∂(x1, ..., xn)
=
∂y

∂x

Ï Ä � Ä Ý�¸K�b¸�� Ç ¸<�VÈv¸<Ý�¸ Â �
y Ð z 9�
 ÷ 
4ï§�wôþíhE�í�÷ 
4í
�Åî�q ÷ ô ��q ôGA=E�÷ ô���í����6E�÷W���

| × ¶ | = | × | | ¶ |
y Ö ð ÜÝÞ7ÐÒÖÚÕ ð ÑEÌ>Í4ÜÒÐÝÍ9ÌYÐÒÖ�Í å Í4Þ7Í9Ñ7ÙÚÐÒÎ�Ë~Î�Þ7Í9Î z ä
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y ÐÝÐ z � Ð Þ1êYÍ4ÎøÌ.Í9ÜÝÐÒÍ4Ì�ÐÝÖ�Í4ÎÈ_K
4ï§�wî�÷ÝE�÷ ô���í�
 í
P (1, ..., n) = (p(1), ..., p(n))

Q(1, ..., n) = (q(1), ..., q(n))ê�Í4Ñv��
4ôrq�
4í
^�î�í ² �H�
Evq ÷ 
4í�ôþí ² ôG��
 �ýÖ�Í4ÉYÍ§ê�ÐÒÍ§Ì.Í9ÜÝÐÒÍ4Ì�ÐÝÖ�Í
(n× n)

� �jË�ÞßÑ7Ð�©�× ÐÒÎ ê�ÐÝÍ
(n× n)

���jË~Þ7ÑßÐ ©ç× ′ ð Ì.Í9Ñ æ Ö�Í4Ù } ´
(
× ′)ij = (

×
)p(i),q(j)å Ë�ÎYÎøÖ�ÐÒÜ ÞBÕ ð Ñ1êYÐÝÍ å Í ÞßÍ4ÑßÙÅÐÒÎ�Ë�Î�ÞßÍ4Î�(

∣∣ × ′∣∣ = ÓØÐÒÖ�Î
(P )sign(Q) | × |ë�ÐÝÎ ¶ Í4Ð]Ó7ìYÐÝÍ9ÜQÙÚÐ Þ1êYÍ4Ñ À Ë�ã Û�ÌYÐ�� å Í ÞßÍ4ÑßÙÅÐÒÎ�Ë�Î�ÞßÍ�(

∂(y2, y1, ..., yn)

∂(x1, x2, ..., xn)
=

∂(y1, y2, ..., yn)

∂(x2, x1, ..., xn)
= − ∂(y1, y2, ..., yn)

∂(x1, x2, ..., xn)

y ÐÒÐÝÐ z ��
4÷ ÷�
4í�ïm
�C�
^qn�VàGÍ9Ð
z̃(x) = z(y(x))êYË~ÎYÎøÖ�ÐÝÜÝÞ
∂z̃

∂x
=
∂z

∂y

∂y

∂x

y ÐÒÿ z ë¯Ó�Ö�ÐÒÜÝÞ
∂x

∂x
= 1

y ÿ z ë¯Ó�Ð]Ó�Þ
∂y

∂x
=

1
∂x
∂y

y ÿGÐ z ë¯Ó�Ð]Ó�Þ
∂(z, x2, ..., xn)

∂(x1, x2, ..., xn)
=

∂z

∂x1
,

ê�Í4ÎYÎ å É.Ë�Þ1ê�ÐÒÍ§éYÛ�ÑßÙ

å
=




∂z
∂x1

∂z
∂x2

· · · ∂z
∂xn

0 1 · · · 0äää äää ä ä ä äää
0 0 · · · 1


 ,

Í4Î�Þ�Ï�ÐÒãâè�Í4ÜÝÞlÙ Ë�Îóê�ÐÒÍ å Í4Þ7Í9Ñ7ÙÚÐÒÎ�Ë~Î�Þ7ÍÚÎ�Ë�ãâÉ�ê�Í9Ñ§Í4ÑâÓ�ÞßÍ4ÎÊàGì�Ë~ÜÝÞ7Í æ ÓØÛ�Õ?Û�ÜÒÖ~ÞýÓ7Û~Õ?Û�ÑØÞ�(
| å | = ∂z

∂x1

ä
¶ Í4ÙÚÍ9Ñ7èGÔYÎYÖ�Í4Î�(
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• å ÐÝÍ ¶ Í5�9ÐÝÍ9É�Ô�ÎYÖ y ÿGÐ z Ð]ÓØÞÅÓ7Í4ÉYÑÅÏ�ÐÒãâÉ�ÞßÐÝÖ Õ ð ÑÅê�ÐÒÍ ¶ ÍPÓ7ãâÉYÑßÍ4ÐÒÌYÔYÎ�Ö
ê�Í4ÑwÞ7É�Í4ÑßÙÅÛ�ê�á��Î�Ë�ÙÚÐÒÓßãâÉYÍ4Î$#�ÛGÍ�ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�Þ7Í9Î æ ê�Í9ÎYÎÊÌ.Í9ÐÒÓ7ìYÐÒÍ4Ü]ÓØÏ�Í4Ð]ÓØÍÚÐ]Ó�Þ§Õ ð Ñ S = S(T, V,N)
ÔYÎ�ê

N = const.
(

cV =
T

N

(
dS

dT

)

V

=
T

N

∂(S, V )

∂(T, V )
=
T

N

∂S

∂T
.

�1Ù ê�ÐÒÍ9Ó7Í4Î ã+Ô�Ó7Ë�ÙÚÙÅÍ9ÎYÉ�Ë�ÎYÖjèGÜÒË�Ñ7Í9ÑØ�9Ô¨Ó7Í4ÉYÍ9Î æ ÐÒÓØÞÅÍPÓÅÏ�ÐÒãâÉ�Þ7ÐÒÖ¼�9Ï�ÐÒÓßãâÉYÍ9Î�ê�Í4ÎË�ÌYÉ } Î�Ö�ÐÒÖ�Í4ÎÇ¾lÑßù�´�Í4Î
S æ V ÔYÎ�ê	êYÍ4Ñ¯Ô�Î�Ë~ÌYÉ } ÎYÖ�ÐÝÖ�Í4ÎW��Ë~ÑßÐÒË�ÌYÜÒÍ

T
�4Ô	ÔYÎ�ÞßÍ4ÑâÓ7ãâÉYÍ9Ð �ê�Í9ÎQä å Í4Ô�ÞßÜÝÐ]ãâÉYÍ4Ñ Ö�Í9ÓßãâÉYÑßÐÝÍ9Ì.Í9Î�ÓØÐÒÍ4É�ÞÚÛ�ÌYÐÒÖ�Í9ÑÃã+Ô�Ó7Ë�ÙÚÙÅÍ9ÎYÉ�Ë�ÎYÖóê�Ë~ÎYÎ¨Ï�ÐÝÍ�Õ?Û�ÜÒÖ~ÞË�Ô�Ó5(

(
dS

dT

)

V

=
∂S

∂T
=

∂Y1

∂X1
=

∂(Y1, Y2)

∂(X1, Y2)
=
∂(S, V )

∂(T, V )
.

• � ÐÝÞÃ)EÐÒÜ Õ?Íøê�ÐÒÍ9Ó7Í4Ñ³åEÍ9ãâÉYÍ9ÎYÑ7Í9Ö�Í9ÜÝÎUè�Ë~Î�ÎSÙ Ë~Î�Ë�ÜÒÓ7ÛÃæ�Í9êYÍ4ÎUÞßÉYÍ4ÑßÙÚÛGêYá�Î.Ë~ÙÚÐÒÓßãâÉYÍ9Î#�ÛGÍ�ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�Þ7Í9Î ê�ÔYÑâãâÉ\ê�ÑßÍ4Ð�Ë~Î�ê�Í9Ñ7Í&#�ÛGÍ�ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�Þ7Í9Î\Ë�Ô�Óßê�Ñ ð ãâè�Í4ÎVä�é;Ù Õ?Û�ÜÒÖ�Í9Î�ê�Í9Î
¶ Í4Ð]Ó7ìYÐÝÍ9ÜGÏ�ÐÝÑâêýÙÚÐÝÞ ê�ÐÒÍ9Ó7Í4Î�å�Í4Ö�Í4ÜÒÎeÎYÛ�ãâÉýÍ9ÐÝÎ�ÙÚË�Ü�ê�ÐÝÍBÓßãâÉYÛ�ÎýÌ>Í4è�Ë�ÎYÎ�Þ7Í ¶ Ís�4ÐÒÍ4ÉGÔYÎYÖ�9Ï�ÐÒÓßãâÉYÍ4Î

Cp, CV , αp
Ô�Î�ê

κT
Ë�Ô�ÓØÖ�Í4ÑßÍ9ãâÉYÎ�Í Þ9ä å Í9Ñ�åEÍ9ãâÉYÍ9Î�Ï�Í4Ö�Ï�ÐÝÑßè�Þ�ÉYÐÒÍ4Ñè�Û�ÙÚìYÜÒÐ��9ÐÝÍ9ÑØÞeÔ�Î�êÊÍ Þ�ÏBË�Ó§Ï�ÐÒÜÒÜÝè ð ÑßÜÝÐ]ãâÉQä/ë�ÐÝÎ�Í�Ó7áGÓØÞ7Í9Ù Ë�Þ7Ð]ÓßãâÉYÍ4ÑßÍW��Û�ÑßÖ�Í4É�Í4Î�Ó7Ï�Í9ÐÒÓ7Í æê�ÐÒÍeË�Ô�Õ�æ�Í9ê�Í9Î
é�Ë�ÜÝÜ"�4ÔYÙ ã>ÐÒÍ4Ü�Õ ð É�ÑØÞlÐÒÓØÞ1ÐÒÎ�� À Í4Ü Á�Ì æ ×EÌ�ÓßãâÉYÎQäx�Gä 8Yäâá�äâá æ à+ä"&�%+%
���4ÔÛ�Î.ê�Í4ÎQä

�# �µW¶6·
µr �¸�§ ¶ Í4ÑßÍ9ãâÉYÎGÔYÎYÖÚê�Í9Ñ�Ì.Í9Ñ7Í9Ð ÞâÓBÌ.Í9èdË�ÎYÎ�Þ7Í9Îøé�Û�ÑßÙÚÍ4Ü·(
cp − cV =

TV α2
p

NκTë¯ÓÅÓØÍ9Ð�ÐÒÎ¨ê�Í9ÑeÕ?Û�ÜÝÖ�Í4Î�êYÍ4Îjå�ÍPãâÉYÎGÔYÎYÖjÐÒÙÚÙÚÍ4Ñ
N = const.

ä ë¯ÓwÐÒÓØÞÚÎ�Ë�ãâÉå Í5Û�ÎYÐÝÞ7ÐÒÛ�Î�(
cV =

T

N

(
dS

dT

)

V

=
T

N

∂(S, V )

∂(T, V )

=
T

N

∂(S, p)

∂(T, p)︸ ︷︷ ︸
=cp

∂(T, p)

∂(T, V )

∂(S, V )

∂(S, p)
,

Õ?Û�ÑßÙýÞBÙ Ë~Î�êYÍ4Î��4Ï�Í4ÐÝÞ7Í4ÎI¨�ÔYÛ~ÞßÐÝÍ9Î�Þ7Í4Î�ÙÚÐ Þ�)1ÐÝÜÝÕ?Íuÿ�Û�Î ∂(T,p)
∂(T,V ) = 1

∂(T,V )
∂(T,p)

=

1

( dV
dp )

T

= 1
−V κT

ÔYÙ æ Ó7ÛwÕ?Û�ÜÝÖ�Þs(

cV = −cp
1

V κT

∂(S, V )

∂(S, p)
,
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ÎGÔYÎ§Ü } ÓßÓ�ÞQÓ7ÐÒãâÉuÎYÛ�ãâÉ§ê�Í4ÑVÜÝÍ4Þm� ÞßÍË¨�ÔYÛ�Þ7ÐÒÍ4Î�ÞQÔYÙÅÕ?Û�ÑßÙÚÍ4Î ∂(S,V )

∂(S,p) = ∂(T,p)
∂(S,p)

∂(S,V )
∂(T,p)

æÓ7Û�ÙÚÐ ÞEÐ]ÓØÞ
cV = −cp

1

V κT

∂(T, p)

∂(S, p)

∂(S, V )

∂(T, p)

= −cp
1

V κT

1
∂(S,p)
∂(T,p)

∂(S, V )

∂(T, p)

= −cp
1

V κT

1
N
T
cp

∂(S, V )

∂(T, p)

ÑßÍ9ãâÉYÎYÍ4Þ�ÙÚË�ÎòêYÐÝÍuÜÒÍ Þm�4Þ7Í å Í Þ7Í9Ñ7ÙÚÐÒÎ�Ë~Î�ÞßÍlÍ9ÐÝÎYÕ<Ë�ãâÉøË~Ô�Ós( ∂(S,V )
∂(T,p) = ∂S

∂T
∂V
∂p

−
∂S
∂p

∂V
∂T
æ Ó7ÛÅÕ?Û�ÜÒÖ~Þs(

cV = −cp
1

V κT

1
N
T
cp

(
∂S

∂T

∂V

∂p
− ∂S

∂p

∂V

∂T

)

ã>Ï�Ð]Ó7ãâÉ�Í4Î�ÓßãâÉYÑßÐ Þ7Þs(�ë¯ÓuÐÒÓØÞ§ÎGÔYÎ¼�9Ô�Ì>Í9Ë�ãâÉ�ÞßÍ4Î æ êYË�Ó7Ó S ÔYÎ�ê V ÎGÔYÎÊéYÔYÎ�è+�Þ7ÐÒÛ�Î�Í4Îòÿ�Û�Î {T, p,N} Ó7ÐÒÎ�ê ß ä�¾ ð Î�ÓØÞ7ÐÒÖ�Í9Ñ7Ï�Í4Ð]ÓØÍlÑßÍ9ãâÉYÎYÍ4Þ�ÙÚË�ÎÉYÐÒÍ4Ñ�ÎGÔYÎ Ë~Ü]Ó7ÛwÙÚÐÝÞ1ê�Í4Ñ�Õ?ÑßÍ4ÐÒÍ4Îòë�Î�Þ7É.Ë~ÜÒìYÐÝÍ
G(T, pN)

(
∂S

∂T
(T, p,N)

∂V

∂p
(T, p,N) − ∂S

∂p

∂V

∂T
=

(
dS

dT

)

p

(
dV

dp

)

T

− ∂S

∂p

(
dV

dT

)

p

=

(
N

T
cp

)
(−V κT ) − ∂S

∂p
(V αp)

½ Ô�Î ÐÒÓØÞ ∂S(T,p,N)
∂p

= ∂
∂p

(
−∂G
∂T

)
= − ∂

∂T

(
∂G
∂p

)
= −∂V

∂TÔYÎ�êøÓ7Û�ÙÚÐÝÞ

∂S

∂T

∂V

∂p
− ∂S

∂p

∂V

∂T
=

(
N

T
cp

)
(−V κT ) +

(
dV

dT

)

p

(V αp)

= −N
T
cpV κT + (V αp)

2

×EÜ]Ó7ÛÅÖ�ÐÝÜÝÞs(
cV = −cp

1

V κT

1
N
T
cp

[
−N
T
cpV κT + (V αp)

2

]
= cp − V T

α2
p

NκT

��Í9ê�ä
æ E é ÷§ù§ê<ê<ôDì�é*ï�ñ
�ðîðôOû	�ðîðï�ñ[ì6ë¾üm`7ó��ðôDî ò*ë¾ì
�§ôOì�ì¾è�ï�ñ

T
ë¾ì�õ

p
ý�ù§üT�
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×EÌ�ÌYÐÝÜ]ê�ÔYÎ�Öb�Gä'&�(YË�êYÐÒË�Ì�Ë�ÞßÐÒÓßãâÉYÍ�#1Û�ÙÅì�Ñ7ÍPÓ7Ó7ÐÝÛ�Î
� VT� Ä Ó^Ñm�ÃZ�ÑFÑ"Ó^Ïf_zA Ó^íAîØÕ�Ó�«f\@gd� ×Ãò�\@gAÓ5ÒÔ\K_³Õ"\
2�Ä ¸ Â é;Î ê�ÐÝÍPÓØÍ9Ù ½ Ë�ãâÉ�ÞßÑßË�Ö¨Ó7Û�ÜÒÜÝÍ9Î ÎYÛ�ãâÉ ÿ�ÐÒÍ4Ñòë®©�ì>Í4ÑßÐÝÙÚÍ4Î�ÞßÍóÙÚÐÝÞ�)EÐÒÜ Õ?ÍóÞ7É�Í4ÑßÙÅÛ�ê�á��Î�Ë�ÙÚÐÒÓßãâÉYÍ4Ñ�#�Û�Í6ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�Þ7Í9ÎjÌ.ÍPÓ7ãâÉ�Ñ7ÐÒÍ4Ì>Í4ÎjÏ�Í4Ñâê�Í9ÎQä ¶ Í9Ð�æ�ÍPê�Í4ÙªêYÍ4Ñlë®©�ì.Í9Ñ7ÐÒÙÚÍ4Î�Þ7ÍÏ�Í4Ñâê�Í4ÎøêYË�Ì.Í9Ð�Õ?Û�ÜÒÖ�Í9Î�ê�Íuñ�ÔYÎYè�ÞßÍýÓØá�ÓØÞ7Í4Ù Ë~Þ7Ð]Ó7ãâÉøË~ÌYÖ�Í9Ë�Ñ7Ì>Í4ÐÝÞ7Í4Þs(

y Ð z éYÑâË~Ö�Í9ÓØÞ7Í4ÜÒÜÒÔYÎYÖ
y ÐÝÐ z � Í9ÜÒãâÉ�Í9ÓBñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~ÜQÏ�ÐÒÑâê�Ë�Ù Ì.ÍPÓ�ÞßÍ4Îøÿ�Í9Ñ7Ï�Í4Î.ê�Í Þ Þ
y ÐÒÐÝÐ z ë�ÑßÖ�Í4Ì�ÎYÐÒÓßÓ7Í& z ÙÚÐ Þ1Ö�Í4Ö�Í4Ì>Í4ÎYÍ9Ù ñ�Û�Þ7Í9Î�ÞßÐÒË�ÜQÔYÎ�ê�ã>Ô.Ó�ÞâË~Î�êYÓ7Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉGÔYÎYÖ�Í4Î

á z ×EÜÒÜÝÖ�Í4ÙÚÍ4ÐÒÎYÍ ë�ÑßÖ�Í9ÌYÎYÐ]Ó7Ó7Í y Û�ÉYÎYÍ�#uÍ4Î�Î�ÞßÎYÐ]ÓÚÿ�Û�Î\ñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~Ü�Û�ê�Í9Ñ�ã>Ô��Ó�ÞâË~Î�ê�ÓØÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉGÔYÎYÖ�Í4Î z
y ÐÝÿ z é�Ë��4ÐÝÞs(på�Í9ÜÝÍ9ÿ�Ë~Î�Þ7Íq#�Û�Í6ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�Þ7Í9Î

��Ä ¸Iº�» Ä º�¹Aº�û Ä Æ � Ç ¸\� � �$n�Èv¸ Æ9ÆPÄ�� �8�
ë�ÐÒÎ�¾uË�Ó¯ÐÝÎçÍ4ÐÒÎYÍ4Ù�E+��C�
^� õâö<q'�|���5
 í�
 í æ E ² ô¡E+�wE~÷ ô �4õâö�E+��C�
^� õâö<q'�|���5
 í�
 í¼¾lÍ4Õ } ´eÏ�ÐÒÑâê�� î
EH^� ô �â÷ÝE�÷ ô �4õßö è�Û�ÙÅì�Ñ7ÐÒÙÚÐÝÍ9ÑØÞ y Ó7ÐÝÍ9ÉYÍý×EÌ�ÌYÐÝÜ]ê�ÔYÎ�Öb�Gä'& z ä
�@¢�,x¦" 
¶l+x �¸=¸�¤�¥F¦H§�� ÐÝÑ�Ö�Í4Ì>Í4ÎçÍ4ÐÒÎYÍ å Ñ7Ô.ãâè } Î�ê�Í9Ñ7ÔYÎ�Ö

∆p = pe− pa
ÿ�Û�Ñ¯ÔYÎ.ê ÔYÎ�Þ7Í9ÑÄ�ÓØÔ.ãâÉYÍ4Î���Û�ÜÝÔYÙÚÍ9Î���ÔYÎ.ê��VÍ9ÙÚì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑ } Î�êYÍ4ÑßÔYÎYÖ�ä y à�ÞâË�ÞØÞÚê�Í4Ñ å ÑßÔ�ãâè��lêYÐÝÍ��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î } Î�ê�Í9Ñ7ÔYÎ�Öwÿ�Û�Ñ��4ÔYÖ�Í4Ì>Í4ÎçÏ } ÑßÍuË~Ô�ãâÉòÙÚù�Ö�ÜÒÐ]ãâÉQä z����+x �¥7+Lµ�,T¸�§K� ÐÒÑÅÌ>Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7Í4Î¨Í4ÐÒÎYÍ4Î:��Ô�Ë�Ó7ÐÒÓØÞßË~Þ7Ð]Ó7ãâÉ�Í4ÎSñ�ÑßÛ��9Í9ÓßÓeÙÚÐÝÞ
∆Q = 0 æ ê�Ë�ÓÌ.ÍPê�Í4ÔYÞ7Í Þ

∆S = 0
ä
∆S

ÔYÎ�ê
∆p

Ó7ÐÒÎ�ê
Ë�ÜÒÓ7Û	Ì>Í4è�Ë~ÎYÎ�ÞPä��jË�ÎjÏ } ÉYÜÝÞlê�Í9Ù���4Ô�Õ?Û�ÜÝÖ�Í§êYË�ÓBñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~Ü
H(S, p)

ä
'�¢�¦F Q��¥ µW¶�¶s �§

• ÙÚÐÝÞEÖ�Í4Ö�Í4Ì>Í4ÎYÍ9Ù ñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~Ü
H(S, p)

Ô�Î�ê�ã>Ô�ÓØÞßË~Î.êYÓØÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉGÔYÎ�Ö�Í4ÎF(
∆T = T (S, pe) − T (S, pa)

∆V = V (S, pe) − V (S, pa)å ÐÝÍ y ÎYÛ�ãâÉ§ÔYÎGÌ>Í4è�Ë~Î�Î�ÞßÍ z ë¯Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÒÍ S Í4ÑßÉ } ÜÝÞQÙ Ë~Îýê�Ô�ÑßãâÉ0é;ÎGÿ�Í9ÑØÞßÐÝÍ9Ñ7Í9ÎÍ9ÐÝÎYÍ9ÑSã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓ7Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Ô�ÎYÖ�ä
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• Û�ÉYÎYÍuñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~Ü�Ô�Î�ê�ã>Ô�ÓØÞßË~Î.êYÓØÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉGÔYÎ�Ö�Í4ÎF(� ÐÝÑQÏ�Ð]ÓßÓØÍ9ÎlÌ>Í4ÑßÍ4ÐÝÞßÓ æ êYË�Ó7Ó S = const. æ ê�Í9ÙÚÎ�Ë�ãâÉuÐ]Ó�Þ dT =
(
dT
dp

)
S
dp =

1

( dp
dT )

S

dp = 1
βS
dp æ Ó7Û�ÙÚÐÝÞEÐÒÓØÞs(

∆T =

∫ pe

pa

1

βS
dp

�:,o-dµ�+A§ å Í4ÑUE ² ô¡E���E~÷ ô �4õâö�
4�d��E~í�í�î�í	Cv�BA+�s
�h$� ô�
4í�÷
βS y Ô�Î�êUÓØÍ9ÐÝÎ�Í	×EÌYÉ } ÎYÖ�ÐÒÖ�è�Í4ÐÝÞÿ�Û�ÎwÖ�Ô�Þ�ÙÚÍ9ÓßÓØÌ.Ë~ÑßÍ4ÎÃ#�ÛGÍ�ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�ÞßÍ4Î z Ð]Ó�Þ�Õ ð Ñ�ê�ÐÝÍ ¶ ÍPÓ7ãâÉYÑßÍ4ÐÒÌYÔYÎ�Ölê�ÐÒÍ9Ó7Í9Ó ë3©��ì>Í4ÑßÐÝÙÚÍ4Î�ÞßÍ9Ó�Ï�Ð]ãâÉ�Þ7ÐÒÖ�ä

�òÄ ¸ Ä Æs� û Ç ¸�È|�j¸�� � �$n�Èv¸ Æ9ÆPÄ�� �
ë�ÐÒÎÈE���C�
 �4õâö<q��v���^
4í�
^� æ Ë�ÎÚÍ4ÐÒÎ�? ± ï§�W
���E ² Ö�Í9è�Û�ìYì.Í9Ü ÞßÍ9Ó3¾uË�Ó�Ï�ÐÝÑâêI� î
Ev� ô �â÷ÝE�÷ ô �4õßö	è�Û�Ù��ìYÑßÐÒÙÅÐÒÍ4Ñ7Þ9ä
�@¢�,�¦F �¶0+x �¸�¸+¤F¥F¦8§$� ÐÝÑ�Ö�Í4Ì>Í4Îòê�ÐÝÍ å Ñ7Ô�ãâè�ê�ÐGF+Í4ÑßÍ4Î��

∆p = pe − pa
ÿ�Û�Ñ�ÔYÎ�ê�ÐÝÎ�ÞßÍ4ÑßÍ9ÓÄ�Ó7ÐÝÍ9Ñ7Í9Î�ÔYÎ.ÓBÕ ð Ñ

∆V
ÔYÎ�ê

∆S
ä

���m+x �¥7+Lµ�,T¸�§
∆T = 0, ∆p

Ì>Í4è�Ë~ÎYÎ�Þ æ Ï } ÉYÜÒÍuË�ÜÒÓ7ÛÅÕ?Ñ7Í9ÐÝÍuë�Î�ÞßÉ�Ë~ÜÒìYÐÒÍ G(T, p)
'S¢�¦" ���¥ µW¶`¶s �§

• ÙÅÐÝÞÚÖ�Í4Ö�Í4Ì>Í4ÎYÍ9Ù ñ�Û�Þ7Í9Î�ÞßÐÒË�Ü
G(T, p)

ÔYÎ�ê ã>Ô�ÓØÞßË~Î.êYÓØÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉGÔYÎ�Ö�Í4Î
S = S(T, p)Ì��4Ï§ä

V = V (T, p)
(

∆V = V (T, pe) − V (T, pa)

∆S = S(T, pe) − S(T, pa)� ÐÝÍjÛ�Ì.Í9Î Õ?Û�ÜÒÖ�Í9Î ê�ÐÝÍ��VÍ9ÙÅì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑßÍ4Î Ë~Ô�Ó	Í4ÐÒÎYÍ4Ñ�ÐÝÎGÿ�Í9ÑØÞßÐÝÍ9ÑØÞßÍ4Î~ã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓ7Ö�ÜÒÍ4Ð��ãâÉ�Ô�ÎYÖ�ä
• Û�ÉYÎYÍuñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÍ§Û�ê�Í4ÑSã+Ô�Ó�ÞâË~Î�ê�ÓØÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉGÔYÎYÖ�Í4Î�(
dS =

(
dS

dp

)

T

dp = − ∂

∂p

∂G

∂T
dp = − ∂

∂T

∂G

∂p
dp = −

(
dV

dT

)

p

dp = −V αpdp

dV =

(
dV

dp

)

T

dp = −V κT dp

V (T, p)
Õ?Û�ÜÝÖ�Þ¯Ë~Ü]ÓØÛ§Ë~Ô.Ó�ê�Í4Ñ å ÐGF>Í9Ñ7Í9Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Ô�ÎYÖuÐÝÎ ê�Í9Ñ3�4Ï�Í4ÐÝÞ7Í9ÎÇã+Í4ÐÒÜÝÍ�ä å Ë�ÙÚÐ ÞÜ } Ó7ÓØÞEÓØÐ]ãâÉòê�Ë~ÎYÎ Ë~Ô.ãâÉòê�Í9Ñ �~} ÑßÙÚÍ^µ�Ô�ÓßÓBÌ>Í4ÑßÍ9ãâÉYÎYÍ9Î�(

∆Q = −T
∫ pe

pa

V (T, p)α(T, p)dp = T∆S

�:,o-dµ�+A§ å ÐÝÍ§Ï�Ð]ãâÉ�Þ7ÐÒÖ�Í4Î%#�Û�Í6ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�Þ7Í9ÎòÓ7ÐÝÎ.ê�É�ÐÝÍ9ÑEË~Ü]ÓØÛ
αp
ÔYÎ�ê

κT
ä
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×EÌ�ÌYÐÝÜ]ê�ÔYÎ�Öb�Gäâá�(�àGèGÐ'�5�4Í#�9ÔYÙ ��Í9ÑßÓ7Ô�ãâÉòÿ�Û�ÎI¾uËdá���'VÔ�ÓßÓ7Ë�ã
��Ä ¸I� È|¸ Ä ¸ ß � Æ »�¸ Ç �x���"Ý~� � ¸�È Æ �"� Ç ��� � Ò º+�hÂ ¢ � ÆPÆ º����
ë�ÐÒÎ
Ð]ÓØÛ�ÜÝÐÒÍ4Ñ7Þ7ÍPÓS¾lÍ9ÓßË~ÙeÞßÓ7á�Ó�ÞßÍ4Ù ÐÒÓØÞlÐÒÎ��9Ï�Í9Ð7#§Ë�ÙÅÙÚÍ9Ñ7ÎjÔ�Î�ÞßÍ4Ñ7Þ7Í9ÐÝÜÝÞ9ä�é;Îl#§Ë�ÙÅÙÚÍ9Ñ�é�Ì>Í^�Û�Î�ê�Í4ÞlÓ7ÐÒãâÉI�9Ô ¶ Í4Ö�ÐÝÎYÎ Í9ÐÝÎ¼¾uË�ÓEÔYÎ.ê ÐÝÎ¼éÄé�Í4ÐÒÎI��Ë~èGÔYÔ�Ùòä å Ë~ÎYÎ Ï�ÐÒÑßê
ê�ÐÝÍýÞ7ÑßÍ4ÎYÎYÍ9Î�ê�Íã>Ï�Ð]Ó7ãâÉYÍ9ÎGÏ�Ë�Î�ê	Í9Î�Þ7Õ?Í4ÑßÎ�Þ y ÓØÐÒÍ4É�Íý×EÌYÌYÐÒÜ]ê�ÔYÎYÖb��ä á z ä
�@¢�,x¦" 
¶l+x �¸=¸�¤�¥F¦H§ ¾lÍ4Ö�Í9Ì.Í9Î¨Ó7Í4ÐÒÍ4Î

Va
ÔYÎ�ê

Ve æ êQä ÉQä�ê�ÐÒÍ*��Û�ÜÒÔYÙÚÐÝÎ.Ë æ ê�ÐÒÍøê�Ë�ÓÃ¾uË�Óÿ�Û�Ñ�Ô�Î�êòÎ�Ë�ãâÉøê�Í4Ù � Í9Ö��9ÐÝÍ9ÉYÍ4Îøê�Í4Ñ � Ë�Î�ê��4ÔYÑK��Í9ÑØÕ ð Ö�ÔYÎYÖ ÓØÞ7Í4É�Í4ÎQäp�1Î�ÓÐÝÎ�ÞßÍ4ÑßÍ9ÓßÓØÐÒÍ4ÑßÍ4Î
∆T

ÔYÎ�ê
∆p
ä

����+x �¥7+Lµ�,T¸�§ ë¯ÓeÐÒÓØÞ
∆Q = ∆A = 0

ÔYÎ�êUÓ7Û�ÙÚÐ Þ
U = const. æ Ë~Ôp´�Í4Ñâê�Í9Ù ÓØÐÒÎ�ê

VaÔYÎ�ê
Ve
Ì>Í4è�Ë~Î�Î�Þ æ Ï } ÉYÜÒÍ§Ë~Ü]ÓØÛ S(U, V,N)

ä
'�¢�¦F Q��¥ µW¶�¶s �§

• ÙÚÐÝÞEÖ�Í4Ö�Í4Ì>Í4ÎYÍ9Ù ñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~Ü�ÔYÎ.êIã+Ô�Ó�ÞâË~Î�ê�ÓØÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉGÔYÎYÖ�Í4Î�(é ð ÉYÑßÍ
∆T

ÔYÎ.ê
∆p

ÙÚÐ Þ¼)1ÐÝÜÝÕ?ÍSê�Í9Ñ�ã>Ô�ÓØÞßË~Î.êYÓØÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉGÔYÎ�Ö�Í4Î
S =

S(U, V,N), T = T (U, V,N), p = p(U, V,N)
Ë�Ô�Õ�Ö�Í4Ö�Í4Ì>Í4ÎYÍf¾lÑßù-�´�Í4Î��4ÔYÑ ð ãâè+äë�ÿ�ÞßÜ ä�è�Ë~ÎYÎUÙ Ë~ÎUÍ9ÐÝÎUÔ�Î�Ì>Í4è�Ë�ÎYÎ�Þ7Í9Ó

U(Ta, Va, N)
Ë~Ô.Ó

T (U, V,N)Í9ÑßÓßãâÉYÜÒÐÝÍs´�Í4ÎVä
• é�ÓØÞ U Î�Ô�Ñ1ÞßÍ4ÙÚì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑâË~Ì�É } ÎYÖ�ÐÝÖ æ Ë�ÜÒÓ7ÛçÎYÐ]ãâÉ�Þ�Í5©Gì�ÜÝÐ'�4ÐÝÞ§ÿ�Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î.Ë~Ì��É } ÎYÖ�ÐÒÖ y Ï�ÐÒÍuÌ.Í9ÐÝÙ ÐÒêYÍ9Ë~ÜÒÍ4ÎI¾uË�Ó z æ Ó7ÛÚÖ�ÐÒÜ Þ ∆T ≡ 0

ä
�:,o-Hµ�+®§ å Í9Ñ�Ï�ÐÒãâÉ�ÞßÐÝÖ�Í�#�ÛGÍ�ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�ÞBÐÒÓØÞEÉYÐÒÍ4Ñ ( dT

dV

)
U

ä
� ¸�È ú�� � Â ¸=Â � Ç�� � Æs� � Â � ¸�È Æ �"� Ç
àGÐÒÍ4ÉYÍýê�ÐÒÍ§Ë~Ô�ÓØÕ ð ÉYÑßÜÒÐÒãâÉYÍ ¶ Í9ÓßãâÉYÑßÍ4ÐÒÌYÔYÎYÖÅÿ�Û�Î4#§Ë�ìYÐÝÞ7Í4Ü�,�ä�ë¯Ó�Ö�ÐÝÜÝÞEÉYÐÒÍ4Ñ H = const.

ä
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⇒ ∆T = T (H, pe, N) − T (H, pa, N)

dT =

(
dT

dp

)

H

dp =
1(

dp
dT

)
H

dp =
1

βH
dp

å Í4Ñ�Ï�ÐÒãâÉ�ÞßÐÝÖ�Íe#�Û�Í6ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�ÞVÐ]Ó�Þ ÉYÐÒÍ4Ñ Ë~Ü]ÓØÛ1êYÍ4Ñ�ô �^
4í�÷?ö�E-q �>ô �4õâö�
��H�
E�í.í�î�í	Cv�BA+�s
�hÊ�4ô�
4í�÷
βH
ä
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®ÇVsX ­!î�\@gAÒÔÏÃaUÅÃ_bÖ³ÒÔÓ^ÑFíAî�\°¯�Õ"Ö0Ú*Ó^]^Ó Õ"d#Õ
ë�Î.ê��4Ô�ÓØÞ } Î�ê�Í§ÞßÉYÍ4ÑßÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë~ÙÚÐ]Ó7ãâÉYÍ9ÑE×EÔ�Ó7Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Ó7ìYÑßÛ��4ÍPÓ7Ó7ÍuÓØÐÒÎ�ê ê�ÔYÑâãâÉøë®©GÞ7ÑßÍ4Ù Ë~ÜÒìYÑßÐÝÎ���9ÐÝìYÐÒÍ4ÎòÖ�Í9è�Í9ÎYÎ��4Í9ÐÒãâÉ�ÎYÍ Þ y Ó7ÐÒÍ4ÉYÍ§×EÌ.Ó7ãâÉYÎ�Ð Þ7ÞS,Yäâá�äâá z
1 È � ¹ Â ¸��~� � ÐÝÑeÉ�Ë~Ì>Í4ÎUÌ>Í4ÐBê�Í4Ñ ¶ Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Ô�ÎYÖøÿ�Û�ÎU×1Ô�ÓØÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉ.ÓØìYÑßÛ��9Í9ÓßÓØÍ9ÎóÓØÞ7Í4ÞßÓ§ÎGÔYÑ

d(...) = 0 æ Ë�ÜÒÓ7Ûjà�ÞßË~Þ7ÐÒÛ�Î�Ë�Ñ7ÐÝÞ } Þ§Ö�Í4ì�Ñ ð ÕþÞPä�àGÛjÓØÞ7Í9ÜÝÜÝÞwÓ7ÐÒãâÉÊÙÚÐÝÞ7ÉYÐÒÎSê�ÐÒÍçéYÑâË~Ö�Í æ Û�Ìê�ÐÝÍlÖ�Í4Õ?ÔYÎ�ê�Í9ÎYÍ4Î�ë�Î�ê��9Ô�ÓØÞ } Î.ê�ÍuÏ�ÐÝÑßèGÜÝÐ]ãâÉçË~Ô.ãâÉI� ÷�E+� ôrq�ÓØÐÒÎ�ê æ ê�ä ÉQäGÛ�Ì�Í9ÓBÓØÐ]ãâÉ ÞâË�ÞÄ�Ó } ãâÉYÜÝÐ]ãâÉòÔYÙ ê�ÐÒÍ§Ö�ÍPÓØÔ�ãâÉ�ÞßÍ4Îòë®©GÞ7ÑßÍ4Ù ËÅÉ�Ë~Î�êYÍ4ÜÝÞ9ä

×1ÌYÌYÐÒÜÒêYÔYÎYÖÇÁYä'&�(Gë®©GÞßÑ7Í9ÙeÔYÙ æ Ë�Ì.Í9Ñ�è�Í4ÐÒÎ*� ÐÝÎ�ÐÝÙwÔYÙ
é;Îj×1ÌYÌQä�ÁYä'&§ÜÝÐÒÍ4Ö�Þ��4ÏBË~Ñ1êYÍ4Ñ1é.Ë~ÜÒÜ

dU(X0) = 0
ÿ�Û�Ñ æ Ë~Ì>Í4Ñ1êYÛ�Ñ7Þ1ÜÝÐÒÍ4Ö�Þ1ÎYÐ]ãâÉ�Þ�êYË�Ó�Þ7ÉYÍ9ÑÄ�ÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë~ÙÚÐ]Ó7ãâÉ�Í�¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�Þ æ êYÍ4ÎYÎ U Ð]ÓØÞÅê�Û�ÑØÞeÎ�ÐÒãâÉ�ÞwÙÚÐÒÎYÐÒÙÚË�Ü ä å ä ÉQä�ìYÑßÐÝÎp�4ÐÒìYÐÝÍ9ÜÝÜ

&�&|%



&�&�, .0/�13254�687²±�;¬4AO�»�C�4�/�PË2	7F254pR$4eM"BSOQ1å!S/SC<68B��"PË68T�¹KR�BÃ¹@6
Ï ð Ñâê�Í��4ÏBË~Ñ�Í4ÐÒÎxàGá�ÓØÞ7Í4Ù æ êYË�Ó�ÓØÐ]ãâÉ�
wâ	E`A~÷ ÐÝÙ �jË-©�ÐÝÙwÔYÙ Ì>Í^Û.Î�ê�Í Þ æ ê�Û�Ñ7Þçÿ�Í9Ñ7Ì�ÜÝÍ9Ð �Ì.Í9Î æ Ë~ÜÒÜÝÍ9Ñßê�ÐÒÎYÖ�Ó�Õ ð ÉYÑ7ÞFæ�ÍPê�Í1Î�ÛGãâÉ�ÓØÛýèGÜÒÍ4ÐÒÎYÍ1×1Ô�ÓØÜÒÍ4Î�è�Ô�ÎYÖØ�9ÔYÙ�ë�Î�ÞØÕ?Í4ÑßÎYÍ9Î	ÿ�Û�Î	ê�ÐÝÍPÓØÍ9Ù¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉ�Ö�Í4Ï�Ð]ãâÉ�Þ9ä å ä ÉQä.êYË�Ó�àGá�ÓØÞ7Í4ÙbÓ�ÞßÑ7Í9Ì�ÞEÓØÛ�ÜÒãâÉòÍ4ÐÒÎWçØÜ]Ë~ÌYÐÒÜÝÍPÓ è0¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�Þ�ÎYÐÒÍ4Ù Ë�ÜÒÓË~ÎQä
ë�ÐÒÎYÍ�Ö�Í9Î�Ë~ÔYÍB×EÎ.Ë~ÜÒáGÓ7Í@�4Í9ÐÝÖ�Þ æ êYË�Ó7Ó ê�ÐÒÍK�4Ï�Í4ÐÝÞ7Í�×EÌ�ÜÝÍ9Ð ÞßÔYÎYÖ§ÐÒÎÅê�Í9ÎÚÙÅÍ9ÐÒÓØÞ7Í9ÎÅé } ÜÝÜÒÍ4Î ð Ì>Í4ÑêYË�ÓeÏ�ÐÝÑßèGÜÝÐ]ãâÉYÍ ë®©GÞßÑ7Í9ÙÚË�ÜÝÿ�Í4ÑßÉ�Ë~ÜÝÞ7Í9ÎÊÍ4Î�ÞßÓßãâÉYÍ4Ð]ê�Í4Þ9ä�ë¯ÓeÓ7Í4Ð�Ë~Î�ê�ÐÒÍ9Ó7Í4ÑÅà�Þ7Í9ÜÝÜÒÍçÎYÛ�ãâÉYÙ Ë�ÜÒÓêYË~ÑâË~ÔYÕ�ÉYÐÒÎYÖ�Í9Ï�ÐÝÍPÓØÍ9Î æ êYË�ÓßÓ�Ï�ÐÝÑ�êYÐÝÍ�Õ?Û�ÜÒÖ�Í9Î�ê�Í9Î ¶ Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7ÔYÎYÖ�Í4ÎwÐÝÎÚê�Í4Ñ�ë¯ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ9êYË�ÑßÓØÞ7Í9Ü �ÜÝÔ�ÎYÖ�ê�Ô�ÑßãâÉ�Õ ð ÉYÑ7Í9ÎQä å Ë�ÓeÐÒÙ Õ?Û�ÜÒÖ�Í9Î�ê�Í9ÎSÉYÍ4ÑßÖ�Í9ÜÝÍ9Ð ÞßÍ ÞßÍòà�ÞâË~ÌYÐÒÜÝÐÝÞ } ÞßÓ7èGÑ7ÐÝÞ7Í9Ñ7ÐÒÔYÙ Ö�ÐÒÜ ÞÚË~Ü]ÓØÛÜÝÍPê�ÐÒÖ�ÜÒÐÒãâÉÚÕ ð Ñ�ñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÍ æ ê�ÐÒÍ1Í4ÐÒÎ�� ÐÒÎYÐÒÙ Ë~ÜÒìYÑ7ÐÒÎ��9ÐÝì	Í9ÑØÕ ð ÜÝÜÒÍ4Î y Ë~Ü]ÓØÛeÐÝÎ�Ó7Ì>Í9Ó7Û�Î�ê�Í9Ñ7Í1ÎYÐÒãâÉ�ÞÕ ð Ñ1ê�ÐÒÍuë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ

S z ä
�Qûsº�¹ Ä�Â<Ä û u û Æ`o È Ä û�¸�È Ä �"�
à�Í4Ð

xj
Í5©GÞ7Í4Î.ÓØÐÒÿ�Í#��Ë~ÑßÐ]Ë~ÌYÜÒÍ4Î y ∀j ∈ {1, . . . , n} z

f = f(x1, ..., xn)
Í4ÐÒÎYÍýê�ÐGF>Í9Ñ7Í9Î��4ÐÒÍ4ÑßÌ�Ë�Ñ7ÍuéYÔYÎ�è�ÞßÐÝÛ�ÎQä

fi = ∂f
∂xi

(x1,...,xn)
ê�ÐÒÍwì�Ë�ÑØÞßÐÝÍ9ÜÝÜÒÍw×1ÌYÜÒÍ4ÐÝÞ7ÔYÎYÖòÿ�Û�Î

f
Î�Ë�ãâÉ�ê�Í4Ñ

i
� ÞßÍ4Î���Ë-�ÑßÐ]Ë~ÌYÜÒÍ4ÎQä

Ψj = f (x1, ..., xj−1, xj(x1, ..., xj−1, fj , xj+1, ..., xn), xj+1, ..., xn) −
fjxj(x1, ..., xj−1, fj , xj+1, ..., xn)

ê�ÐÝÍ%'QÍ9Ö�Í9Î�ê�ÑßÍ Þ7ÑâË~Î.Ó�Õ?Û�Ñ7ÙÚÐÒÍ4Ñ7Þ7Í	ÿ�Û�Î
fÌ>Í5� ð Ö�ÜÒÐ]ãâÉ

xj
ä

å Ë~Î�Î��9Í4ÐÒÖ~ÞEÓ7ÐÒãâÉm³|(
d2f =

n∑

j=1

1

Ψj−1
jj

(dΨj−1
j )2 y ÁYä'& z

Ô�Î�êøÓØÛ�ÙÅÐÝÞEÍ4ÑßÖ�ÐÒÌ�ÞEÓ7ÐÒãâÉøË~Ü]ÓEà�ÞßË�ÌYÐÒÜÝÐÝÞ } ÞßÓ7è�ÑßÐÝÞ7Í4ÑßÐÒÔYÙ y çm� ÐÒÎYÐÒÙeÔYÙ Ó7è�ÑßÐÝÞ7Í4ÑßÐÒÔYÙ³è z (
d2f > 0 ⇔ Ψj−1

jj > 0 ∀j = 1, ..., n y Á�ä á z
´ ç7îðô*µTôOü��ðôOî ò*ë¾ì
�qý�ù§ì�O�ù§ü*ê<ôT� .n¶ ��·6/íódôOì6ë�ò��Oò��T�Lè�üx�ðôOõ¾î��	�ðîðï�ñtõ¾îðô*k"ôÝò*ò*ôOì¾ü*ôT�§ôT� öQ� îðü¡õcè�óHôOü3ñ¾îðôOü�LôT�§ôDì�a�ñ¾ü*ôOü�¸¹H�ì
�§ô��LôT�	�§ôT� è�é�é*ôDì��

å ÐÒÍ�ÐÒÙ à�ÞâË~ÌYÐÒÜÒÐ Þ } ÞßÓ7èGÑ7ÐÝÞ7Í9Ñ7ÐÒÔYÙ y Ð]ê�Í4Î�Þ7Ð�Ûp�9ÐÝÍ9Ñ7Í f ≡ U z Ë�Ô�ÕþÞ7ÑßÍ ÞßÍ4Î�êYÍ4ÎQ'QÍ9Ö�Í9Î�ê�ÑßÍ^� �VÑâË~Î�ÓØÕ?Û�ÑßÙ Ë�ÞßÐÝÛ�ÎYÍ4ÎÓØÐÒÎ�êøêYË�ÎYÎ Ö�Í9ÑßË�ê�ÍlêYÐÝÍ§ÞßÉYÍ4ÑßÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë~ÙÚÐ]Ó7ãâÉYÍ9Î�ñ Û�Þ7Í4Î�ÞßÐÒË�ÜÝÍ�ä å ÐÒÍf�9Ï�Í9Ð Õ<Ë�ãâÉYÍ4Î ×EÌ�ÜÝÍ9Ð ÞßÔYÎ��Ö�Í9Î�Ù ð Ó7Ó7Í4ÎøË~Ì>Í4ÑEË�ÜÝÜÒÍuÖ�Ñßù�´�Í4Ñ ½ ÔYÜÒÜ/Ó7Í4ÐÒÎQä å Ë�ÓBÌ>Í9ê�Í9Ô�Þ7Í4Þs(
å ÐÒÍeà�ÞßË�ÌYÐÝÜÒÐÝÞ } ÞâÓØÌ>Í9êYÐÝÎYÖ�ÔYÎYÖ y ÁYäâá z Õ ð ÉYÑ7Þ1Ë~Ô�ãâÉ��4Ô ×1Î�Õ?Û�Ñâê�Í4ÑßÔYÎYÖ�Í4ÎòË~ÎøêYË�ÓK��Û�Ñm�9Í4Ð]ãâÉYÍ4ÎêYÍ4Ñ�� å ��#�ÛGÍ�ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�ÞßÍ4Î æ êYÍ4ÎYÎjê�ÐÒÍ9Ó7Í§Ö�Í9ÉYÍ4Î�æØË Ö�Í4ÑâË�ê�Í§Ë�Ô�ÓEê�Í9ÎI�4Ï�Í4ÐÝÞ7Í4Î ×1ÌYÜÝÍ9Ð ÞßÔYÎYÖ�Í4ÎêYÍ4Ñ�ñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÍuÉYÍ4Ñßÿ�Û�Ñ9ä� Í4Î�ÎøêYÐÝÍeà�ÞâË~ÌYÐÒÜÒÐ Þ } ÞßÓ7Ì>Í9ê�ÐÒÎYÖ�Ô�ÎYÖÚÿ�Í4ÑßÜÒÍ Þm�4Þ�ÐÒÓØÞ æ è�Û�ÙÚÙýÞ�ÍPÓK�4Ôòñ�É�Ë�ÓØÍ9Î ð Ì.Í9Ñ7Ö } ÎYÖ�Í4ÎQä
�# �¡� �¢x£�¤�¥F¦" �¥3§

• ë�ÐÒÎÅÖ�ÑßÛ�´�Í9Ñ ½ Ë�ãâÉ�Þ7Í4ÐÒÜGê�Í9Ó�Û�Ì�ÐÝÖ�Í4Îwà�ÞâË~ÌYÐÒÜÒÐ Þ } ÞßÓ7èGÑ7ÐÝÞ7Í9Ñ7ÐÒÔYÙ Ó y ÁYäâá z ÐÒÓØÞ æ êYË�Ó7ÓVÍ9Ó�ÜÒÍ9ê�ÐÒÖ-�
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ÜÝÐ]ãâÉÅÕ ð Ñ¯×EÌ�ÜÝÍ9Ð ÞßÔYÎYÖ�Í9Î Î�Ë�ãâÉÚÍ5©�ÞßÍ4Î�Ó7ÐÒÿ�Í4Î���Ë~ÑßÐ]Ë~ÌYÜÒÍ4Î

xj
Ö�ÐÒÜÝÞ æ ê�Í9ÙÚÎ�Ë�ãâÉ Ó7ÐÝÎ�ê Ë�Ô�ãâÉê�ÐÝÍ	é�Û�ÜÒÖ�Í9Ñ7ÔYÎ�Ö�Í4Î
Õ ð Ñýê�ÐÒÍÔ#1ÛGÍ6ÐW�9ÐÝÍ9Î�Þ7Í4ÎóÎGÔYÑuÕ ð ÑýÓ7Û�Ü]ãâÉYÍc#1ÛGÍ6ÐW�9ÐÝÍ9Î�Þ7Í4Î�Ö ð ÜÝÞ7ÐÒÖ æê�ÐÝÍlË~Ô�Ó8�4Ï�Í4ÐÝÕ<Ë�ãâÉYÍ9Î ×EÌYÜÒÍ4ÐÝÞ7ÔYÎ�Ö�Í4ÎçÎ�Ë�ãâÉ Í5©�ÞßÍ4Î�Ó7ÐÒÿ�Í4Î�¾lÑßù�´�Í4ÎÚÉYÍ9Ñ7ÿ�Û�ÑßÖ�Í4É�Í4Î æ Ë�ÜÒÓ7ÛÐÝÎ�Ó7Ì>Í9Ó7Û�Î�ê�Í9Ñ7ÍuÎYÐ]ãâÉ�ÞBÕ ð Ñ1ê�ÐÒÍ§ÿ�Û�ÎçÔYÎ�ÓEÌYÐÒÓ7ÉYÍ9Ñ�Ì.Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Í4Þ7Í4ÎVä

• é ð Ñ�ê�ÐÒÍB×EÌYÜÒÍ4ÐÝÞ7ÔYÎ�Ö�Î�Ë�ãâÉ§ÐÝÎ�ÞßÍ4Î�Ó7ÐÝÿ�Í4Î³¾lÑßù�´�Í4Îýê�ÑßÍ4É�Þ ÓØÐ]ãâÉeê�Ð]Ë�Ó/Û�ÌYÐÒÖ�Í�à�ÞßË�ÌYÐÝÜÒÐÝÞ } ÞâÓ	�è�ÑßÐÝÞ7Í4ÑßÐÒÔYÙ Ö�Í9ÑßË�ê�ÍlÔYÙøä å Í9ÑS¾lÑßÔYÎ�ê�ÉYÐÝÍ9ÑØÕ ð ÑEÜÝÐÒÍ4Ö�Þ�ÐÝÎ ê�Í9Ñ ½ Ë�ÞßÔYÑEê�Í9Ñ�'QÍ4Ö�Í4Î�êYÑ7Í5��VÑâË~Î�ÓØÕ?Û�ÑßÙ Ë�ÞßÐÝÛ�Î y Ó7ÐÒÍ4ÉYÍq#§Ë�ÓØÞ7Í9Î�ÐÒÙ Õ?Û�ÜÝÖ�Í4Î�êYÍ4Îø×EÌ�ÓßãâÉYÎYÐÝÞØÞ�Á�ä�&�ä�& z ä
½ Í4Ì>Í4Î�êYÐÝÍPÓØÍ9Ù ÔYÎGÌ.Í9Ï�ÐÝÍPÓØÍ9ÎYÍ4Î � Í9ÖwÏ�Û�ÜÒÜÝÍ9Î	Ï�ÐÒÑ�ÎYÛ�ãâÉ�Í4ÐÒÎYÍ4Îòê�ÐÝÑßÍ4è�ÞßÍ4Î � Í4ÖÅË~ÎYÖ�Í4Ì>Í4Î æê�Í9Ñ$�4Í9ÐÝÖ�Þ æ Ï�ÐÝÍeêYÐÝÍ§ÞßÉYÍ4ÑßÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë~ÙÚÐ]Ó7ãâÉYÍ9Î4#�ÛGÍ�ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�ÞßÍ4Î ê�ÐÒÍÅà�ÞâË~ÌYÐÒÜÝÐÝÞ } Þ1Ì>Í4Í4ÐÒÎ�µ�Ô.Ó7Ó7Í4ÎQä¶ Í4ÿ�Û�Ñ�Ï�ÐÝÑ§Ë~Ì>Í4Ñuê�ÐÒÍ9Ó7Í4Î � Í9Ö�Ì>Í9ÓßãâÉYÑßÍ4ÐÝÞ7Í4Î æ Ï�Û�ÜÒÜÒÍ4ÎjÏ�ÐÒÑuÔYÎ�Ó �4ÔYÎ } ãâÉ�ÓØÞlÎ�ÛGãâÉ�ÙÚÐ Þ§ê�Í4Ñ#�Û�ÎGÿ�Í5©�Ð Þ } Þ�Ìp�4Ï§ä
#�Û�ÎYè�ËdÿGÐÝÞ } ÞBÿ�Û�Îçñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÍ4ÎøÌ>Í9ÓßãâÉ } ÕþÞßÐÝÖ�Í4ÎQä
º@õm÷®õÄ÷ Yk�8ne²8k Û ü ÿ « ÿji�n ­ Yk�8n�.7�L²$ü ÿ « ÿ ²å�8n�Î%�®ÿ�kFnHÿ�üO�®l	k"n

. è0/h÷§ù§ì¾÷�èOý . ó4/L÷§ù§ì6ý�ô�»

×EÌ�ÌYÐÝÜ]ê�ÔYÎ�ÖÇÁYäâá�(�#�Û�ÎYè�Ëdÿ�Í�ÔYÎ�êòè�Û�ÎGÿ�Í^©�ÍuéYÔYÎ�è�ÞßÐÝÛ�Î
é�ÓØÞ

f(x)
è�Û�ÎYè�Ëdÿ y Ó9ä�×1ÌYÌQäpÁ�ä áÅË z æ Ó7ÛwÕ?Û�ÜÝÖ�Þ y ÙÚÐ Þ 0 ≤ λ ≤ 1 z (

f(x(λ)) ≥ (1 − λ)f(x0) + λf(x1)

x(λ) = (1 − λ)x0 + λx1

é�ÓØÞ
f(x)

É�ÐÝÎYÖ�Í4Ö�Í4Îçè�Û�ÎGÿ�Í5© y Ó9ä�×EÌ�ÌQäpÁYäâáwÌ z æ ÓØÛÅÕ?Û�ÜÒÖ~Þ�(
f(x(λ)) ≤ (1 − λ)f(x0) + λf(x1)

x(λ) = (1 − λ)x0 + λx1

�1ÙÅÖ�Ë~ÎYÖ�Ó7Ó7ìYÑâË�ãâÉYÜÒÐ]ãâÉøË�Ô�Ó7Ö�Í9êYÑ ð ãâè�Þ�( � Í4ÎYÎ�Ù Ë~Î¼�9Ï�ÐÒÓßãâÉYÍ9Î¼�4Ï�Í4Ð$��
5q ô�
s�4ôRC�
 íSñ¯ÔYÎYè�Þ7Í9Î
x0
ÔYÎ.ê

x1
êYÐÝÍË��Í4ÑßÌYÐÒÎ�ê�ÔYÎYÖ�ÓØÜÒÐÒÎYÐÝÍË�4ÐÒÍ4É�Þ æ ê�Ë~ÎYÎwÜÝÐÒÍ4Ö�Í4ÎwË�ÜÝÜÒÍBéYÔYÎYè�ÞßÐÝÛ�Î�ÓØÏ�Í4Ñ7Þ7Í�ÿ�Û�Îeñ�ÔYÎ�è+�ÞßÍ4ÎÇ�9Ï�ÐÒÓßãâÉYÍ4Î

x0
ÔYÎ�ê

x1
ÔYÎ�Þ7Í4ÑßÉ�Ë�ÜÝÌ y è�Û�Î�ÿ�Í^© z Ì��9Ï§äGÛ�Ì>Í4ÑßÉ�Ë~ÜÒÌ y è�Û�ÎYè�Ëdÿ z ê�Í9ÑH��Í9Ñ7Ì�ÐÝÎ��ê�Ô�ÎYÖ�Ó7ÜÝÐÒÎYÐÒÍuÛGêYÍ4Ñ�Ì>Í9ÓØÞ7Í4ÎYÕ<Ë~ÜÒÜÒÓEË�Ô�Õ�êYÍ4Ñ�'VÐÝÎYÐÒÍ�ä
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�# �¡� �¢x£�¤�¥F¦H§ é;Îçê�ÐGF>Í9Ñ7Í9Î�ÞßÐÝÍ9ÜÝÜÒÍ4Ñ ¶ Í9ÓßãâÉYÑ7Í9ÐÝÌ�ÔYÎYÖ�Ó7Ï�Í4Ð]ÓØÍ æ ê�ä ÉVä æ Ï�Í9ÎYÎ	Ù Ë~Î	ê�ÐÒÍEñ�Ô�ÎYè�Þ7Í

x0
ÔYÎ�ê

x1
Ì>Í4ÜÒÐÒÍ4ÌYÐÒÖçÎ�Ë�ÉYÍØ�9Ô�ÓßË~ÙÚÙÚÍ4Î Õ ð É�ÑØÞ æ Ó7Û	Õ<Ë�ÜÝÜÒÍ4Î�ê�ÐÝÍ ¶ Í4Ö�ÑßÐGF>ÍÅê�Í4Ñ#1Û�ÎGÿ�Í^©�ÐÝÞ } Þ {�#�Û�Î�èdËdÿGÐÝÞ } ÞlÖ�Í4ÑâË�ê�Í�ÙÅÐÝÞ ê�Í4ÑÚñ Û�Ó7Ð ÞßÐÝÿGÐÝÞ } Þ { ½ Í4Ö�Ë�Þ7ÐÒÿGÐ Þ } ÞÚê�Í4Ñ�4Ï�Í4ÐÝÞ7Í9Îò×1ÌYÜÝÍ9Ð ÞßÔYÎYÖ ÐÒÎ ê�ÐÝÍPÓØÍ9Ù ñ�ÔYÎ�è�ÞS�4Ô�ÓßË~ÙÚÙÚÍ4ÎQä

ë¯Ó�Ö�ÐÝÜÝÞs(
é�ÓØÞ

f(x)
è�Û�ÎGÿ�Í^©�{dè�Û�ÎYè�Ëdÿ�ÐÒÎ

x æ ÓØÛ1ÐÒÓØÞ f̂(y)
è�Û�ÎYè�Ëdÿ�{�è�Û�Î�ÿ�Í^©EÐÒÎ

y = ∂f
∂x

ä å ÐÒÍe'QÍ9Ö�Í9Î�ê�ÑßÍ^��/ÑâË~Î�ÓØÕ?Û�ÑßÙ Ë�Þ7ÐÒÛ�Î�ÿ�Í9ÑØÞâË~Ô�ÓßãâÉ�Þ�è�Û�ÎGÿ�Í5©GÍPÓ¯Ô�Î�êòè�Û�Î�èdËdÿ�Í9ÓH��Í4ÑßÉ�Ë~ÜÝÞ7Í9ÎQä
�# $#Ç �µW¶�§ àGÍ4Ð ∂2f

∂x2 > 0 y⇔ f
Ð]Ó�ÞEè�Û�ÎGÿ�Í5© z æ êYË~Î�Î�Ð]Ó�Þ

∂2

∂y2
f̂ =

∂2

∂y2
[f(x(y)) − xy]

ÙÚÐ Þ
y =

∂f

∂x

=
∂

∂y

[
∂f

∂x

∂x

∂y
− ∂x

∂y
y − x

]

= −∂x
∂y

= −
(
∂y

∂x

)−1

= −
(
∂2f

∂x2

)−1

êYË�ÓwÉYÍ9Ð�´�Þ æ Ï�Í9ÎYÎSÍPÓwÍ9ÐÝÎ�Íòê�ÐGF+Í4ÑßÍ4Î��9ÐÝÍ9Ñ7Ì�Ë�Ñ7Íb�EÙÚè�Í9ÉYÑØÕ?Ô�ÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î y(x) Ö�ÐÒÌ�Þ æÓØÛÅÖ�ÐÒÜÝÞ
∂2f

∂x2
> 0 ⇔ ∂2f̂

∂y2
< 0,

Ï�Û�Ì.Í9Ð
y =

∂f

∂xÔYÎ�êòÔYÙÚÖ�Í9è�Í9ÉYÑØÞPä
��ÍPê�ä

å ÐÒÍ	ë�Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÝÍ
S(U, V,Nl)

Ð]ÓØÞýè�Û�Î�èdËdÿ
ÐÝÎSê�Í9ÎUÍ^©GÞ7Í9Î�Ó7ÐÝÿ�Í4Î¬��Ë~ÑßÐÒË�ÌYÜÒÍ4Î
U, V,Nl

ä å Ë�ÓÉYÍ4Ð'´~Þ�(
S(x(λ)) ≥ (1 − λ)S(x0) + λS(x1)

ÙÚÐ Þ
x(λ) = (1 − λ)x0 + λx1

x0 = (U0, V0, Nl0)

x1 = (U1, V1, Nl1)

å ä ÉQä�ê�ÐÒÍ�É�í.÷ ï��w�>ô�
 �9Í4ÐÒÖ~Þ�Ì.Í9Ð��
Ë~ÎYÐÒìYÔYÜ]Ë�ÞßÐÝÛ�Î ÐÝÎYÎ�Í4ÑßÍ4Ñ@)EÍ4ÙÚÙwÔYÎYÖ�Í9Î4A+��í	A=E�bv
^�S��Í4ÑßÉ�Ë�Ü �Þ7Í9ÎQä



±�;��+;�4"!$6HT$Gj=@O³E3B�/�G�2ÄC �"!$6 CF4p/SPH2	7F254pR$4 &�&�Ì
å ÐÝÍeÐÝÎYÎ�Í4ÑßÍýë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ

U(S, V,Nl)
Ð]ÓØÞ�è�Û�ÎGÿ�Í^©�ÐÝÎ
êYÍ4Î Í^©GÞßÍ4Î�Ó7ÐÝÿ�Í4ÎI��Ë�Ñ7Ð]Ë~ÌYÜÒÍ4Î

S, V,Nl
äå Ë�ÓBÉYÍ9Ð�´�Þs(

U(x(λ)) ≤ (1 − λ)U(x0) + λU(x1)

ÙÚÐÝÞ
x(λ) = (1 − λ)x0 + λx1

x0 = (S0, V0, Nl0)

x1 = (S1, V1, Nl1)

å ÐÝÍlôþí�í�
 ï�
åÉ�í�
4ï*C�ô�
@�4Í9ÐÝÖ�Þ/Õ?Û�ÜÝÖ�ÜÝÐ]ãâÉýÌ>Í4Ð��jË�ÎYÐÝì�ÔYÜÒË~Þ7ÐÒÛ�ÎwÐÝÎYÎ�Í4ÑßÍ4ÑA)EÍ4ÙÚÙwÔYÎYÖ�Í9Î¨A+��í�b|
wâ<
 ���Í9Ñ7É�Ë�Ü ÞßÍ4ÎQä
�# $#Ç �µW¶+§ � ÐÒÑ§Ì.Í9Ï�Í9ÐÒÓ7Í4Î>�4ÔYÎ } ãâÉ�ÓØÞuêYÍ4ÎSà�Ë�Þ�� ð Ì.Í9Ñýê�ÐÒÍÅë¯Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÒÍ�ä å Ë-�4ÔóÌ>Í Þ7ÑâË�ãâÉ��Þ7Í9Î Ï�ÐÝÑ��4Ï�Í4Ð��/Í4ÐÒÜÒÓ7á�Ó�ÞßÍ4ÙÚÍ§Í4ÐÒÎYÍ9Ó�àGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ó

Σ
ä å Ë�Ó�àGá�Ó�ÞßÍ4Ù

Σ0
É�Ë~Ì>Íýê�ÐÒÍã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓ7Ö�Ñßù�´�Í4Î

(1−λ)U0 æ (1−λ)V0 æ (1−λ)Nl0 æ êYË�ÓBàGá�ÓØÞ7Í4Ù Σ1
ê�ÐÒÍã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓ7Ö�Ñßù�´�Í4Î

λU1 æ λV1 æ λNl1 ä å Ë�ÎYÎòÖ�ÐÒÜ Þ�Õ ð Ñ�êYË�Ó$¾lÍPÓ7Ë�ÙýÞßÓ7á�Ó�ÞßÍ4Ù*(
U = (1 − λ)U0 + λU1

V = (1 − λ)V0 + λV1

Nl = (1 − λ)Nl0 + λNl1

⇒ x(λ) = (1 − λ)x0 + λx1×EÙ ×1Î�Õ<Ë~Î�ÖwÓ7Í4ÐÒÍ4Îçê�ÐÒÍlà�áGÓØÞ7Í9ÙÚÍ1Ð]ÓØÛ�ÜÝÐÒÍ4Ñ7Þ æ Ë~Ù�ë�Î�ê�Ílè�Û�ÙÚìYÜÝÍ4ÞØÞ�ÛHF+Í4ÎQäG×EÎ��Õ<Ë~Î�Ö�ÓBÖ�ÐÒÜÝÞs(
Sa(x(λ)) = S((1 − λ)x0) + S(λx1)×EÙbë�Î�ê�ÍeÙeÔ�ÓßÓBÏ�Í9Ö�Í9Î�ê�ÍPÓ$�jËv©�ÐÒÙ Ë~ÜÒìYÑ7ÐÒÎ��9ÐÝì�ÓBê�Í9Ñ�ë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ§Ö�Í9Ü ÞßÍ4Î�(

S(x(λ)) ≥ Sa(x(λ))å Ë~ÑâË~Ô�Ó�Õ?Û�ÜÝÖ�Þs(
S(x(λ)) ≥ Sa(x(λ))

= S((1 − λ)x0) + S(λx1)

= (1 − λ)S(x0) + λS(x1)å Ë~Ì>Í4Ð�Ï�ÔYÑßêYÍ�Ì.Í9ÎGÔ�Þm�4Þ æ êYË�ÓßÓ S ÉYÛ�ÙÚÛ�Ö�Í9Îuÿ�Û�Ù!¾lÑâË�ê 1
ÐÝÎwË~ÜÒÜÝÍ9Î0��Ë~ÑßÐÒË�ÌYÜÝÍ9ÎÐ]Ó�ÞPä å Ë�ÓBë�ÑßÖ�Í4Ì�ÎYÐÒÓBÐ]ÓØÞ1Ë~Ì>Í4Ñ�Ö�Í9ÑßË�ê�Íuê�ÐÝÍ§Ì>Í4É.Ë~ÔYì�ÞßÍ ÞßÍQ#1Û�ÎYè�Ëdÿ�ÐÝÞ } Þ�ÿ�Û�Î

S
äå Í4Ñ ¶ Í4Ï�Í4Ð]ÓVÕ ð Ñ êYÐÝÍ�#1Û�ÎGÿ�Í^©�ÐÝÞ } ÞVÿ�Û�Î U(S, V,Nl)

ÿ�Í4ÑßÜ } Ô�ÕþÞ/Í5©YË~è�Þ Ë�Î�Ë~ÜÒÛ�Ö.äå ËçË~Ì>Í4Ñ�Õ ð Ñ
U
ÐÒÙN¾lÍ9Ö�Í9Î�Ó7Ë~Þm�f�9ÔYÑlë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍeêYË�ÓS� ÐÒÎYÐÒÙ Ë~ÜÒìYÑ7ÐÒÎ��9ÐÝìjÖ�ÐÝÜÝÞ æÍ4ÑßÉ } Ü Þ�Ù Ë~Î Ë~Ù ë�Î�ê�Í§è�Û�ÎGÿ�Í5©GÍPÓË��Í4ÑßÉ�Ë~ÜÝÞ7Í9Î�(
U(x(λ)) ≤ (1 − λ)U(x0) + λU(x1)
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��ÍPê�ä

� ÐÝÞ�ê�Í9Ù ÿ�Û�ÑßÉYÍ9Ñ7ÐÒÖ�Í9Îuà�Ë~Þm� y ê�ÐÒÍe'VÍ4Ö�Í9Î�ê�ÑßÍ^� �VÑâË~Î.Ó�Õ?Û�Ñ7Ù Ë�ÞßÐÝÛ�Î�ÿ�Í4Ñ7ÞßË�Ô�Ó7ãâÉ�ÞQè�Û�ÎGÿ�Í5©GÍPÓ�ÔYÎ�êè�Û�ÎYè�Ëdÿ�Í9ÓH��Í4ÑßÉ�Ë�Ü ÞßÍ4Î z Ö�ÐÝÜÝÞ�Î�Ô�Î�(
å ÐÒÍ ÞßÉYÍ4ÑßÙÚÛGêYá�Î.Ë~ÙÚÐÒÓßãâÉYÍ9Îªñ Û~Þ7Í9Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÍzê�Í9Ñxë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍ9êYË�ÑßÓØÞ7Í9ÜÝÜÒÔYÎYÖ Ó7ÐÒÎ�ê è�Û�ÎYè�ËdÿbÐÒÎ
T, p, µl

ÔYÎ.ê�è�Û�ÎGÿ�Í5©	ÐÝÎ
S, V,Nl

ä
º@õÄ÷®õ�) jË�$k�¯�ú�� ­�� n��®úûümý	�
�$k½¼HÿM�"XSümlÄü	ÿ « ÿ
� ÐÝÑçÏ�ÐÒÓßÓØÍ9Î æ êYË�Ó7ÓÚÏ�ÐÒÑ	Ë~ÜÒÜÝÍøÞßÉYÍ4ÑßÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë~ÙÚÐ]Ó7ãâÉYÍ9Î´#�ÛGÍ�ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�ÞßÍ4Î ð Ì.Í9Ñ	ê�ÐÒÍI�4Ï�Í4ÐÝÞ7Í4Î×EÌYÜÒÍ4ÐÝÞ7Ô�ÎYÖ�Í9Î	ÿ�Û�Î

G
ê�Ë~ÑâÓ�ÞßÍ4ÜÒÜÝÍ9ÎÅè�ù�ÎYÎ�Í4ÎQä � Í9Ð ÞßÍ4Ñ¯É.Ë~Ì>Í4Î Ï�ÐÒÑ¯Ö�ÍPÓØÍ9ÉYÍ4Î æ êYË�ÓßÓ¯ê�ÐÒÍ�#�ÛGÍ Õr�Ûp�4ÐÒÍ4Î�ÞßÍ4Î Í4ÐÒÎYÍ�Í4Î�ÞßÓßãâÉYÍ4Ð]ê�Í9Î�ê�Í$å�Û�ÜÝÜÒÍEÌ>Í4Ð�à�ÞßË�ÌYÐÝÜÒÐÝÞ } ÞâÓ�Õ?ÑâË~Ö�Í4Î Ó7ìYÐÝÍ9ÜÝÍ9ÎQä�àGÍ4Ð.ÐÝÙ Õ?Û�ÜÒÖ�Í9Î�ê�Í9ÎÏ�ÐÝÍPê�Í4Ñ æ Ï�ÐÒÍ§Û�Ì>Í4Î λ ∈ [0; 1]

G(T, p,Nl)
Ð]Ó�Þ�è�Û�ÎYè�Ëdÿ ÐÝÎ

T
ÔYÎ�ê

p æ ê�ä ÉQä'(
G((1 − λ)T0 + λT1, (1 − λ)p0 + λp1, Nl)

≥ (1 − λ)G(T0, p0, Nl0) + λG(T1, p1, Nl1)
y ÁYä 8 z

�EÙ ê�ÐÒÍ à�ÞßË�ÌYÐÝÜÒÐÝÞ } ÞÚÍ4ÐÒÎYÍPÓÅàGá�ÓØÞ7Í9ÙÚÓÅÙÚÐÝÞwÕ?ÑßÍ4ÐÒÍ4ÑÅë�Î�Þ7É�Ë�ÜÝì�ÐÝÍ
G
ÓØÞ7Ô�ê�ÐÒÍ4ÑßÍ4Îj�4Ô�è�ù�ÎYÎ�Í4Î æÓ�Þßù�ÑßÍ4ÎòÏ�ÐÝÑ

T, p
Î�Ô�Ñ�Í4ÐÒÎ�Ï�Í4ÎYÐÒÖ�äY×1ÜÒÓ7Ûp(
T1 = T + ∆T, T0 = T,

à�Þ7ù�Ñ7ÔYÎ�Öp(
∆T

p1 = p+ ∆p, p0 = p,
à�Þ7ù�Ñ7ÔYÎ�Öp(

∆på ËÅÏ�ÐÒÑ�ê�ÐÝÍ§×1Ô�ÓØÏ�ÐÒÑßè�Ô�ÎYÖ�Í9Î�Í9ÐÝÎYÍ9ÑBè�ÜÒÍ4ÐÒÎYÍ9Îøà�Þßù�ÑßÔYÎYÖÅÌ.Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Í9Î æ Õ ð ÉYÑßÍ4ÎøÏ�ÐÒÑBË�Ô�Õ/Ì>Í4Ð��ê�Í4ÎjàGÍ9Ð ÞßÍ4Î ê�Í9Ñ�¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉGÔYÎYÖ y ÁYä 8 z Í4ÐÒÎYÍf��Ëdá�ÜÒÛ�ÑßÍ4Î�Þ�Ï�Ð]ãâèGÜÝÔYÎ�Öeê�ÔYÑâãâÉ�(
G(T, p,N) +λ

[
∂G
∂T

(T, p,N)∆T + ∂G
∂p

(T, p,N)∆p
]

+λ2

2

[
∂2G
∂T 2 (T, p,N) (∆T )

2
+ 2 ∂2G

∂T∂p
(T, p,N)∆T∆p+ ∂2G

∂p2
(T, p,N) (∆p)

2
]

+ ...

≥ G(T, p,N) + λ
[
∂G
∂T

(T, p,N)∆T + ∂G
∂p

(T, p,N)∆p
]

+λ
2

[
∂2G
∂T 2 (T, p,N)(∆T )2 + 2 ∂2G

∂T∂p
(T, p,N)∆T∆p+ ∂2G

∂p2
(T, p,N) (∆p)

2
]

+ ...

�jË~ÎòÍ4ÑßÉ } Ü ÞEÓ7Û�ÙÚÐ Þ�(
−λ (1 − λ)

[
∂2G

∂T 2
(T, p,N)(∆T )2 + 2

∂2G

∂T∂p
(T, p,N)∆T∆p+

∂2G

∂p2
(T, p,N) (∆p)

2

]
≥ 0

å Ë
λ(1 − λ)

Ö�Ñ7ù+´�Í9Ñ�Ë�ÜÒÓ ½ ÔYÜÝÜVÐÒÓØÞ æ Ö�ÐÝÜÝÞs(
[
∂2G

∂T 2
(T, p,N) (∆T )

2
+ 2

∂2G

∂T∂p
(T, p,N)∆T∆p+

∂2G

∂p2
(T, p,N) (∆p)

2

]
≤ 0
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å Í^Û�Î�ÐÝÍ9Ñ7Í9Î�Ï�ÐÒÑ�ÎGÔYÎ�(

G(T, p,N) :=

(
∂2G
∂T 2 (T, p,N) ∂2G

∂T∂p
(T, p,N)

∂2G
∂T∂p

(T, p,N) ∂2G
∂p2

(T, p,N)

)
,

Ó7Ûwè�ù�ÎYÎ�Í4ÎòÏ�ÐÝÑEÛ�ÌYÐÒÖ�Í0¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉGÔYÎYÖÚÔYÙ ÓßãâÉYÑßÍ4ÐÒÌ.Í9Î�(
(

∆T, ∆p
)
G(T, p,N)

(
∆T
∆p

)
≤ 0 y ÁYä ; z

å Ë
∆T

ÔYÎ�ê
∆p

ì�Ñ7ÐÒÎ��4ÐÒìYÐÒÍ4ÜÒÜ1êYË�Ì.Í9Ð�Ì.Í9ÜÝÐÒÍ4ÌYÐÒÖUÓØÐÒÎ�ê æ ÐÒÓØÞ	ê�ÐÝÍPÓÚÖ�Í9ÑßË�ê�ÍòêYÐÝÍ å Í^Û�ÎYÐÝÞ7ÐÒÛ�ÎÍ9ÐÝÎYÍ9Ñ§í�
�C�E�÷ ô�bØ�5
6�wô ² 
¡Õ¯í�ôþ÷ 
 íÈÆ�E~÷ ï ôRâ<�
Ï Ä Ý�¸<� Æ � Ç º�� ûs¸<� ��� �

G

y Ð z G(T, p,N)
Ð]Ó�Þ�ÎYÍ4Ö�Ë�ÞßÐÝÿçÓ7Í4ÙÚÐ]ê�Í^Û.ÎYÐ ÞPä

y ÐÒÐ z
∂2G

∂T 2
(T, p,N) ≤ 0

∂2G

∂p2
(T, p,N) ≤ 0

detG(T, p,N) ≥ 0

y ÐÝÐÒÐ z ×1ÜÝÜÒÍ§ë�ÐÒÖ�Í4ÎGÏ�Í4Ñ7Þ7Íuÿ�Û�Î G Ó7ÐÝÎ�ê�ÎYÐ]ãâÉ�ÞEì.Û�ÓØÐÝÞ7ÐÒÿ+ä
¶ Í9êYÐÝÎYÖ�ÔYÎYÖ*á	Õ?Û�ÜÝÖ�Þuê�Ë~ÑâË~Ô�Ó æ ê�Ë�ÓßÓ�Û�ÌYÐÒÖ�Í³�1ÎYÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉGÔYÎYÖ y Á�ä ; z æØË�Õ ð ÑuÌ>Í4ÜÒÐÝÍ9ÌYÐÝÖ�Í � Í9ÑØÞßÍÿ�Û�Î

∆T
ÔYÎ�ê

∆p
Ö�Í9Ü ÞßÍ4ÎjÓ7Û�ÜÒÜ ä �~} ÑßÍf��ä ¶ ê�ÐÝÍØ�4Ï�Í4ÐÝÕ<Ë�ãâÉYÍe×1ÌYÜÒÍ4ÐÝÞ7ÔYÎYÖ�Î�Ë�ãâÉ T ì>Û�Ó7Ð ÞßÐÝÿ æÓ7Û�Ù ð ÓßÓ�ÞßÍ�Ù Ë�ÎwÎGÔYÑ

∆p
Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ ½ ÔYÜÝÜ�Ï } ÉYÜÝÍ9Î æ ÔYÎ�êÚê�ÐÒÍBÛ�ÌYÐÒÖ�ÍK�1ÎYÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉGÔYÎYÖlÏ } Ñ7Í�ÎYÐ]ãâÉ�ÞÙÚÍ4É�Ñ§è�Û�ÑßÑßÍ4è�Þ9ä å Ë�ÓßÓØÍ9ÜÝÌ>ÍÚÖ�ÐÒÜ ÞýÓ7Í4ÜÒÌ�Ó�Þßÿ�Í9ÑßÓØÞ } Î�ê�ÜÒÐÒãâÉóË~Î�Ë�ÜÝÛ�ÖçÕ ð Ñwê�ÐÝÍW�9Ï�Í9Ð ÞßÍÚ×1ÌYÜÒÍ4ÐÝÞ7ÔYÎYÖÎ�Ë�ãâÉ

p
ä

� ÐÒÑýÉ�Ë�Ì.Í9ÎÊêYÍ4ÎUÛ�Ì�ÐÝÖ�Í4ÎÊ#§Ë�ÓØÞ7Í4ÎUË�Ô�Ó§ê�Í4Ù��jË-©GÐÒÙ Ë~ÜÒìYÑßÐÝÎ��9ÐÝìÊË~Ì�Ö�Í4ÜÒÍ4ÐÝÞ7Í4Þs�QÏ�Í4Ö�Í4ÎÊê�Í4Ñ
#�Û�ÎYè�ËdÿGÐÝÞ } Þ�ÿ�Û�Î

G
Ì>Í5� ð Ö�ÜÒÐÒãâÉ

T
ÔYÎ�ê

p
É�Ë~Ì>Í4Î�Ï�ÐÝÑBÙÚÍ4É�ÑEË~Ü]Ó�êYÐÝÍlÌYÜÒÛ�´�Í§à�ÞâË�Þ7ÐÒÛ�Î.Ë~ÑßÐ } ÞË�Ô�ÓØÖ�Í4ÎGÔ�Þ�� Þ9ä�é;Î�Ó7Ì.ÍPÓØÛ�Î�ê�Í9Ñ7Í ¶ Í9ê�ÐÒÎYÖ�Ô�ÎYÖ*áçÏ�ÔYÑâê�ÍÚê�ÔYÑâãâÉ�ê�ÐÒÍc#1Û�ÎYè�Ëdÿ�ÐÝÞ } Þ�ÐÒÙÚìYÜÝÐ'�4ÐÒÍ4Ñ7Þs�Ï�ÐÒÑ�Ï�Û�ÜÝÜÒÍ4Îøê�ÐÒÍ9Ó7ÍuÎ�Ô�ÎòÖ�Í4Î�Ë�ÔYÍ4ÑBÌ>Í ÞßÑßË�ãâÉ�ÞßÍ4ÎQä

cp = − T

N

(
∂2G

∂T 2

)

p

⇒ cp ≥ 0 y ÁYäâ% z
κT = − 1

V

(
∂2G

∂p2

)

T

⇒ κT ≥ 0 y ÁYä , z
å ÐÝÍPÓ�Õ?Û�ÜÒÖ~Þ1ê�ÐÒÑßÍ4è�ÞEË~Ô�Ó ¶ Í9êYÐÝÎYÖ�ÔYÎYÖÇá�äYé�Í4ÑßÎYÍ4Ñ�è�Ë�ÎYÎøÙÚË�ÎòË�ÌYÜÒÍ4ÐÝÞ7Í4ÎF(

(
∂2G

∂T 2

)

p

(
∂2G

∂p2

)

T

−′
(
∂2G

∂T∂p

)2

= detG(T, p,N) ≥ 0
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� ÐÝÞ (∂2G

∂T 2

)
p

= −N
T
cp æ (∂2G

∂p2

)
T

= −V κT æ ∂2G
∂T∂p

=
(
∂V
∂T

)
p

= V αp
Õ?Û�ÜÒÖ~ÞEêYË�ÎYÎ�(

NV κT
T

[
cp −

V T

N

α2
p

κT

]
≥ 0

� Í9Ö�Í9Î
cV = cp − V T

N

α2
p

κT
y é�Û�ÑßÙÚÍ4Ü���ä á z Ó7Í4É�Í4ÎòÏ�ÐÝÑEÓ7Û�ÙÚÐÝÞ y κT > 0

�Yé�Û�ÑßÙÚÍ4Ü�ÁYä , z (
cV ≥ 0 y ÁYä � zä

Ü ºYü Ä û��
ñ Û�ÓØÐÝÞ7ÐÒÿGÐ Þ } Þ�ê�ÐÒÍ9Ó7Í4Ñ�Þ7ÉYÍ9Ñ7ÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë�ÙÅÐ]ÓßãâÉYÍ4Ît#1ÛGÍ�ÐÃ�9ÐÝÍ9Î�ÞßÍ4Î y cp æ κT æ cV z ÐÝÙÚìYÜÒÐ��9ÐÝÍ9ÑØÞ¯êYÍ4Ù��Î.Ë�ãâÉ�Þ7ÉYÍ9Ñ7ÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë~ÙÚÐ]Ó7ãâÉ�Í§àGÞßË~Ì�ÐÝÜÒÐ Þ } Þ æ Ï�ÐÝÍuÏ�ÐÒÑEÓØÐÒÍýË~Ô.ÓBë�ÑØÕ<Ë�ÉYÑßÔYÎYÖÚÍ4ÑßÏ�Ë�ÑØÞßÍ4Î�(

• ¶ Í4ÐVÕ?Í9ÓØÞ7Í4Ñ �VÍ9ÙÚì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑ�ÿ�Í4ÑßÑßÐÝÎYÖ�Í4Ñ7Þ1ÓØÐ]ãâÉjêYË�Ó$��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î
ÔYÎ�Þ7Í4Ñ å ÑßÔ�ãâè�Í4ÑßÉYù�ÉGÔYÎYÖÏ�Í4Ö�Í9Î
κT ≥ 0

ä
• ¶ Í4Ð1Õ?Í9ÓØÞ7Í4Ù ��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î$Í4ÑßÉYù�É�ÞçÓ7ÐÒãâÉ ê�ÐÒÍ¼�1ÎYÛ�Ñâê�ÎGÔYÎYÖ æ Ë~Ü]Ó7ÛSê�ÐÝÍ
ë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ æ Ì.Í9Ð�/Í4ÙÚì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑßÍ4ÑßÉYù�É�Ô�ÎYÖeÏ�Í4Ö�Í4Î

cV ≥ 0
ä

• ¶ Í4Ð/è�Û�Î.Ó�ÞâË~Î�Þ7Í9Ù å Ñ7Ô.ãâè�Í9Ñ7ÉYù�É�Þ�ÓØÐ]ãâÉ
ê�ÐÒÍeë¯Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÒÍýÌ.Í9Ð®�VÍ9ÙÅì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑßÍ4ÑßÉYù�ÉGÔYÎYÖÏ�Í4Ö�Í9Î
cp ≥ 0

äå ÐÝÍPÓwÐ]ÓØÞÅÐÒÎ�Ó7Ì.ÍPÓØÛ�Î�ê�Í4ÑßÍ�Ë�Ô�ãâÉ�ê�ÍPÓØÉ.Ë~ÜÒÌ�ÐÒÎ�ÞßÍ4ÑßÍ9ÓßÓ7Ë�Î�Þ æ Ï�Í9ÐÝÜ cp ≥ 0
êYË~ÙÚÐÝÞÚË�Ô�ãâÉË~Ô.Ó7ÓßË~Ö�Þ æ ê�Ë�ÓßÓ�ÎYÐ]ãâÉ�Þ�Ë~ÜÒÜÒÍ1ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ æ êYÐÝÍuê�Í4Ù àGá�ÓØÞ7Í9Ù ê�ÔYÑâãâÉçê�ÐÒÍS�/Í4ÙÚì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑßÍ4Ñm�ÉYù�É�Ô�ÎYÖS�9ÔYÖ�Í4Õ ð ÉYÑ7Þ�Ï�ÐÒÑâê æ ê�ÔYÑâãâÉwÍ9ÐÝÎYÍË��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4ÎGÿ�Í4ÑßÖ�Ñßù�´�Í9Ñ7Ô�ÎYÖ y ��Û�ÜÝÔYÙÚÍ9Î�Ë~ÑßÌ.Í9Ð Þ zè�Û�ÙÚì.Í9Î�ÓØÐÒÍ4Ñ7ÞÚÏ�Í9Ñßê�Í9Î¨è�Ë�ÎYÎ æ êYË�ÓÚÐÒÓØÞçË~Ì>Í4Ñ Ö�Í4ÑâË�ê�Íøê�ÐÒÍø×1Ô�ÓßÓ7Ë�Ö�Íøê�Í9ÓÃ�9Ï�Í9Ð ÞßÍ4Î)1Ë�ÔYì�ÞâÓ7Ë~Þm�4ÍPÓ�ê�Í4Ñ$�BÉ�Í4ÑßÙÅÛ�ê�áGÎ�Ë�ÙÚÐÝè+ä

� Ë�ÓBË~Ì>Í4Ñ�Ö�Í9ÓßãâÉYÐÒÍ4É�Þ æ Ï�Í4ÎYÎ�Ï�ÐÝÑ�ÔYÎ�Ó�ÙÚÐ Þ�ÔYÎ.ÓØÍ9Ñ7Í9Ù à�áGÓØÞ7Í9Ù ÐÝÎ�Í4ÐÒÎYÍ4Î ¶ Í4ÑßÍ4Ð]ãâÉ	ÉYÐÒÎYÍ4ÐÒÎ��Ì.Í9Ï�Í9Ö�Í9Î æ Ï�ÛÚÞ7ÉYÍ9Ñ7ÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë~ÙÚÐ]Ó7ãâÉ�Íeà�ÞßË�ÌYÐÝÜÒÐÝÞ } Þ�ÎYÐÒãâÉ�Þ1ÙÚÍ9ÉYÑEÖ�Í9Ö�Í9Ì.Í9Î ÐÒÓØÞ�Þ å Ë�ÎYÎ ÙeÔ.Ó7ÓÓØÐ]ãâÉøêYË�ÓEàGá�ÓØÞ7Í9Ù Ö�ÑßÔYÎ�êYÜÝÍ9Ö�Í4Î.ê } Î.ê�Í4ÑßÎ���Í9ÓEÏ�ÍPãâÉ�ÓØÍ9Ü Þ�Ó7Í4ÐÒÎYÍ§ñ�É�Ë�ÓØÍ�ä
®ÇV�� Í!îbÖfÑ"\K_&��Ú>\@g7«fdØ_U«f\
ñ�É�Ë�ÓØÍ9Î ð Ì.Í9Ñ7Ö } ÎYÖ�ÍlÓ7ìYÐÒÍ4ÜÒÍ4ÎòÍ4ÐÒÎYÍýÓØÍ9ÉYÑ�Ï�Ð]ãâÉ�ÞßÐÝÖ�Í0å�Û�ÜÒÜÝÍ§ÐÒÎ ê�Í4Ñ ½ Ë�ÞßÔYÑ æ êYËÚÓØÐ]ãâÉ ê�ÐÝÍý×1Ö-�Ö�ÑßÍ4Ö�Ë�Þm�9Ô�ÓØÞ } Î.ê�Í æ ��ä ¶ ä�Õ?Í9ÓØÞEÛ�ê�Í4Ñ@µ ð Ó7Ó7ÐÝÖ æ } Î�êYÍ4ÑßÎ�è�ù�ÎYÎYÍ9ÎQä ¶ Í ÞßÑßË�ãâÉ�ÞßÍ4Î�Ï�ÐÝÑ�Í9ÐÝÎ
º@õ*)@õm÷ Yk�8n�.@¯�kxÿ�kFý ª kFümý�SSü	k"l�±�,:�®ý�ý�k�¯
é;Îj×EÌYÌVä�ÁYä 8ÚÐ]Ó�Þ�ê�Ë�Ó�ñ�É.Ë�Ó7Í4Î�ê�Ð]Ë~Ö�ÑßË�ÙÚÙ �4ÔjÓ7Í4É�Í4ÎQäp�
Ë~Î ÜÒÐÝÍPÓ�Þ�Ó7Û Í4ÐÒÎ å ÐÒË�Ö�ÑâË~ÙÚÙ Õ?Û�Ü �Ö�Í9Î�ê�Í4ÑßÙ Ë-´�Í4Î�(�#uÍ4ÎYÎ�Þ�Ù Ë�Î�ê�ÐÒÍ��/Í4ÙÚì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑ�Ô�Î�ê
ê�Í9Î å Ñ7Ô.ãâè æ ÔYÎ�Þ7Í9Ñ§ê�Í4ÙªÓ7ÐÒãâÉ�êYË�Ó
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×1ÌYÌYÐÒÜÒêYÔYÎYÖÇÁYä 8�(�ñ¯É�Ë�Ó7Í4Î�êYÐÒË�Ö�ÑâË~ÙÚÙ ÿ�Û�Î�ÑßÍ4ÐÒÎYÍ4Ù � Ë�Ó7Ó7Í4Ñ
� Ë�ÓßÓØÍ9Ñ æ ÐÒÎ Ï�Í4Ü]ãâÉYÍ4Ñçé�Û�ÑßÙ Ë�Ô�ãâÉ ÐÝÙÚÙÚÍ4Ñ æ Ì>Í^Û�Î.ê�Í Þ æ Ó7ÛUèdË�ÎYÎ Ù Ë~Î ÐÒÙ ñ¯É�Ë�Ó7Í4Î�êYÐÒË-�Ö�ÑßË�ÙÅÙ ê�ÐÒÍ9Ó7Í4Îjñ�Ô�ÎYè�ÞlÏ�ÐÒÍeÐÒÙs#1ÛGÛ�Ñâê�ÐÒÎ�Ë�ÞßÍ4Î�Ó7á�Ó�ÞßÍ4Ù y ÎGÔYÑ1ÙÚÐÝÞ T Ô�Î�ê p ÓØÞßË~ÞØÞ�ÙÚÐÝÞ xÔYÎ.ê

y z Ó7Ô�ãâÉYÍ9ÎQä À Í§Î�Ë�ãâÉ�ê�Í4Ù æ ÐÒÎ Ï�Í4Ü]ãâÉYÍ4Ù ¶ Í9Ñ7Í9ÐÒãâÉòÍ4Ñ�ÓØÐ]ãâÉjêYË~Î�ÎòÌ>Í^Û.Î�ê�Í ÞPä+à�Û ÜÝÐÒÍ4Ö�Þ��ä ¶ ä�Ì>Í4ÐQÎYÐÒÍ9êYÑ7ÐÒÖ�Í9Ñ@�/Í4ÙÚì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑ æ Ë�Ì.Í9Ñ�ÉYÛ�É�Í4Ù å ÑßÔ�ãâèçê�ÐÒÍuÕ?Í9ÓØÞ7Íuñ�É�Ë�ÓØÍ§ÿ�Û�ÑPä
�# �¡S �¢x£"¤F¥F¦8§ é;Ù ¾lÍ4ÌYÐÒÍ ÞÚê�Í4Ñ§Õ?ÍPÓ�ÞßÍ4ÎSñ¯É�Ë�Ó7Í y ë¯ÐÒÓ z Ö�ÐÝÌ�ÞwÍ9ÓýÎ�ÛGãâÉUÏ�Í4ÐÝÞ7Í9Ñ7Í ñ¯É�Ë�Ó7Í4Î æê�ÐÒÍýÓØÐ]ãâÉøê�ÔYÑâãâÉòê�ÐÒÍq#uÑ7Ð]ÓØÞßË~ÜÒÜ]Ó�ÞßÑ7ÔYè�ÞßÔYÑBÔYÎ�Þ7Í4ÑâÓßãâÉYÍ4Ð]ê�Í4ÎF�Yê�ÐÝÍPÓØÍuÏ�ÔYÑâê�Í9Î�ÉYÐÒÍ4ÑË~ÜÒÜÒÍ4Ñâê�ÐÝÎ�Ö�Ó�ÎYÐ]ãâÉ�ÞEÍ9ÐÝÎ�Ö�Í5�9Í4Ð]ãâÉYÎYÍ4Þ9ä

×1ÌYÌYÐÒÜÒêYÔYÎYÖ�Á�ä ;�(�ã+ÔYÑ�ñ�É�Ë�ÓØÍ9Î�Ô�ÙeÏBË~Î�ê�ÜÒÔYÎYÖ
�# �¡S �¢x£"¤F¥F¦F p¥3§

• ×EÔ�ÕQê�Í9ÎÔ#1ÛGÍ^©�Ð]Ó�ÞßÍ4Î��9èGÔYÑ7ÿ�Í4ÎwÍ^©�ÐÒÓØÞ7ÐÒÍ4ÑßÍ4Î æ�Í9Ï�Í9ÐÝÜ]Ó®�4Ï�Í4Ð�ñ�É�Ë�Ó7Í4Î Ö�ÜÝÍ9ÐÒãâÉp�4Í4ÐÝÞ7ÐÒÖ æ �9Ï�Ð �Ó7ãâÉYÍ9Î�ÐÒÉYÎYÍ9ÎøÉYÍ4ÑßÑßÓßãâÉ�Þ�ñ¯É�Ë�Ó7Í4ÎYÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉ�Ö�Í4Ï�Ð]ãâÉ�Þ9ä
• å Í9ÑË�/Ñ7ÐÒì>Í4ÜÒìYÔYÎYè�Þ�Ð]ÓØÞ�ê�Í9ÑBà�ãâÉ�ÐÝÎ�ÞØÞßìYÔYÎYè�Þ�ê�Í4Ñ�ê�ÑßÍ4Ðh#uÔYÑ7ÿ�Í4Î æ ê�Û�Ñ7Þ¯Í5©GÐ]ÓØÞ7ÐÒÍ4ÑßÍ4Î	Ë~ÜÒÜÒÍê�Ñ7Í9Ð+ñ�É�Ë�Ó7Í4ÎçÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ��4Í9Ð ÞßÐÝÖ.ä�ë�ÑBÏ�ÐÒÑßêÇ�4ÔYÑBë�Ð]ãâÉGÔYÎYÖeÿ�Í4ÑßÏ�Í9Î�ê�Í4Þ9äGé ð Ñ � Ë�ÓßÓØÍ9Ñ�Ö�ÐÝÜÝÞs(
pT = 613, 2 Pa æ TT = 273, 16 K

ä
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• å ÐÝÍ�àGÐÝÍPê�Í4èGÔYÑßÿ�Í�Í9Î�ê�Í4ÞQÐÝÙ èGÑ7ÐÝÞßÓßãâÉYÍ4Îlñ�ÔYÎ�è�ÞPäPé ð Ñ � Ë�Ó7Ó7Í4Ñ�Ö�ÐÝÜÝÞs( pC = 22, 09 MPa æ
TC = 647, 29 K

ä�×EÔ�Õ�Í4ÐÒÎYÍ9Ù � Í4Ö Û�Ì.Í9Ñ7É�Ë�ÜÝÌUê�ÍPÓ§èGÑ7ÐÝÞ7Ð]ÓßãâÉYÍ4ÎÊñ�ÔYÎ�è�ÞßÍ9Ó§Ð]ÓØÞwê�ÐÒÍñ�É.Ë�Ó7Í4ÎGÔYÙeÏBË~Î.ê�ÜÝÔ�ÎYÖ§Ö�Ë�Ó�Õ?ù�Ñ7ÙÚÐÒÖ ↔ µ ð ÓßÓ7ÐÝÖýÓØÞ7Í4Þ7ÐÒÖ æ ê�Ë~ÑßÔYÎ�Þ7Í4Ñ¯ÔYÎ�ÓØÞ7Í ÞßÐÝÖ y Ó9ä�×1ÌYÌQäÁ�ä ; z ä

×1ÌYÌYÐÒÜÒêYÔYÎYÖÇÁYäâ%�(�ã+ÔYÑ å Ð]ãâÉ�Þ7ÍPË~ÎYÛ�ÙÚË�ÜÝÐÒÍ§ê�Í9Ó � Ë�ÓßÓ7Í4ÑâÓ
àGÍ4É�ÑçÖ�ÔYÞ��4Ô Ó7Í4ÉYÍ9Î ÐÝÙ¼ñ�É.Ë�Ó7Í4Î�ê�Ð]Ë~Ö�ÑßË�ÙÚÙ ÐÒÓØÞòêYÐÝÍjÌ>Í4è�Ë�ÎYÎ�Þ7Í å ÐÒãâÉ�ÞßÍ9Ë~Î�Û�Ù Ë~ÜÒÐÝÍjêYÍ9Ó� Ë�Ó7Ó7Í4ÑâÓ æ ê�ÐÒÍÅË�ÜÝÜÒÍ4Ñâê�ÐÒÎYÖ�Ó1ÎGÔYÑ1Õ ð ÑlÍ9ÐÝÎ�Í4Î
èGÜÒÍ4ÐÒÎYÍ4Î ¶ Í9Ñ7Í9ÐÒãâÉ�ê�Í4Ñ�#1ÛGÍ5©GÐ]ÓØÞ7Í4Îp�4èGÔYÑßÿ�Í§Ö�ÐÒÜÝÞ æÎ } ÙÚÜÒÐÒãâÉ�ÐÝÎUê�Í9Ñ ½�} É�ÍÚêYÍ9Ó0�/Ñ7ÐÒì.Í9ÜÝì�ÔYÎYè�Þ7ÍPÓ4ä å ÐÝÍPÓuè�Ë~ÎYÎóÙ Ë~ÎjÕ?Û�ÜÝÖ�Í4Î�êYÍ4ÑßÙÚË�´�Í9Î
ÓØÍ9ÉYÍ4Î
y Ó9ä>×1ÌYÌQäxÁYäâ% z ä��
Ë~Î
Ó7Í Þ��4ÍwÓ7Ð]ãâÉ
Ë~Ô�Õ¯êYÍ4Îjñ�Ô�ÎYè�Þu×Ø�+êYÛ�Ñ7Þ�ÜÒÐÝÍ9Ö~Þ�ë¯ÐÒÓ�ÿ�Û�Ñ9ä ½ ÔYÎ�Í4ÑßÉYù�ÉYÍÙ Ë~Î¨êYÍ4Î å ÑßÔ�ãâèÊè�Û�Î�ÞßÐÝÎGÔYÐÒÍ4ÑßÜÒÐÒãâÉ y Í4ÐÒÎYÖ�Ís�4Í9ÐÒãâÉYÎ�Í Þ7Í9Ñwñ�Õ?Í4ÐÒÜ z ä å Ë�Ó àGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ï�ÐÒÑßê¨êYË~ÎYÎÍ4ÐÒÎYÍ4ÎIã>Ô�ÓØÞßË�Î�ê Ö�Í9Ñ7ÐÒÎYÖ�Í4ÑßÍ4Ñ å ÐÒãâÉ�ÞßÍ�Í9ÐÝÎYÎ�Í4ÉYÙÚÍ4ÎVä � ÐÒÑBÓØÍ9ÉYÍ4ÎòË~Ì>Í4Ñ æ êYË�Ó7Ó¯Ï�ÐÝÑBêYË�Ì.Í9Ð+êYÐÝÍ#1ÛGÍ5©GÐ]ÓØÞ7Í4Îp�4èGÔYÑßÿ�Í�ì�Ë�Ó7Ó7ÐÒÍ4ÑßÍ4Î�( å Ë�Ó�ë�ÐÒÓ Ï�ÐÒÑâê0µ ð ÓßÓ7ÐÝÖ.ä�é;ÙQµ ð ÓßÓØÐÒÖ�Í9ÎWã>Ô�ÓØÞßË�Î�êýÔ�Î�êeÐÒÎÚê�Í4Ñ�EÙÚÖ�Í9ÌYÔYÎYÖÅê�Í9ÓË�/Ñ7ÐÒì.Í9ÜÝì�ÔYÎYè�Þ7ÍPÓ�É.Ë�Þ � Ë�ÓßÓ7Í4Ñ¯ÛdF>Í9ÎGÌ�Ë~Ñ�Í4ÐÒÎYÍ1Ö�Í4ÑßÐÝÎ�Ö�Í4ÑßÍ å ÐÒãâÉ�Þ7ÍuË~Ü]Ó�ë�ÐÒÓ9äå Ë�ÓVÐ]ÓØÞ Ë�ÜÒÓ å Ð]ãâÉ�Þ7ÍPË~ÎYÛ�ÙÚË�ÜÝÐÒÍ�Ì>Í4è�Ë~Î�Î�ÞPäv�jË~ÎÅÓØÐÒÍ4É�Þ�Ë�ÜÝÜÒÍ4Ñâê�ÐÒÎYÖ�Ó/Ë~Ô�ãâÉ æ êYË�Ó7Ó/Ù Ë~ÎÅÓ7ãâÉYÜÒÐÒÍ5´-�ÜÝÐ]ãâÉ ê�Û�ãâÉwÏ�ÐÒÍ9êYÍ4Ñ®�4Ô�Ñ�Õ?Í9ÓØÞ7Í9ÎÅñ¯É�Ë�Ó7Í ð Ì>Í4ÑßÖ�Í4É�ÞPä å Í9ÎYÎ ê�ÐÝÍ � Í9ãâÉ.ÓØÍ9ÜÝÏ�ÐÒÑ7èGÔYÎ�Ö�Í4Î æ ê�ÐÝÍEêYÐÝÍå Ð]ãâÉ�Þ7ÍPË~ÎYÛ�ÙÚË�ÜÝÐÒÍlÿ�Í4ÑßÔYÑâÓ7Ë�ãâÉYÍ4Î y � Ë�ÓßÓØÍ9Ñ�É.Ë�ÞEÓ�ÞâË~Ñßè�Í å ÐÒì>Û�Ü�� å ÐÝì>Û�Ü�� � ÍPãâÉ�ÓØÍ9ÜÝÏ�ÐÒÑßè�Ô�ÎYÖ�Í9ÎË~Ô�Õ?Ö�Ñ7Ô�Î�êÚÓØÍ9ÐÝÎYÍ9Ñ�à�ÞßÑ7ÔYè�ÞßÔYÑ z æ è�ù�ÎYÎYÍ9ÎÚêYÍ4Î Í4Î�Í4ÑßÖ�Í ÞßÐÒÓßãâÉYÍ9Î³��Û�ÑØÞßÍ4ÐÒÜ�ê�Í4Ñe#uÑ7Ð]Ó�ÞâË~ÜÒÜÝÌ�ÐÝÜ]ê�ÔYÎYÖÎYÐ]ãâÉ�Þ	Ì>Í4ÜÒÐÒÍ4ÌYÐÒÖUè�Û�ÙÅì>Í4Î.ÓØÐÒÍ4ÑßÍ4Î���æ�Í
ÉYù�ÉYÍ9Ñ	ê�Í4Ñ å ÑßÔ�ãâè æ ÔYÙ Ó7ÛUÍ4ÎYÍ9Ñ7Ö�Í Þ7Ð]ÓßãâÉ�Ö ð Î�Ó�ÞßÐÝÖ�Í4ÑÐÒÓØÞBÍ4ÐÒÎYÍq#uÑ7Ð]Ó�ÞâË~ÜÒÜÝÌ�ÐÝÜ]ê�ÔYÎYÖ.ä � Í4ÐÝÞ7Í9Ñ7Ö�Í4ÉYÍ9Î�ê�Í é;Î�Õ?Û�ÑßÙ Ë�ÞßÐÝÛ�ÎYÍ4ÎçÓ7ÐÒÎ�ê	ÐÒÎ�Ö�Ô�Þ7Í9Î%a�ÉYÍ9ÙÚÐÝÍ9Ì ð �ãâÉYÍ4ÑßÎ��4ÔbÛ�Î�ê�Í9ÎQä
º@õ*)@õ�) ×Ék �8úûkxÿ�¯pümý����$k ª kFý	�
�$¯pkFüOX i�n$ù ²å�8n ÎË���®ý�kFn i�n ­ Îl��� ½

ý�kFn@i�ú gË�®n ­ lÄiSn$ù3kFn

¶ Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÍ4Î
Ï�ÐÒÑýÍ9ÐÝÎ � Ë�Ó7Ó7Í4Ñm� ë�ÐÒÓÄ�	¾lÍ4ÙÚÐÒÓßãâÉQä�×EÙ ×EÎYÕ<Ë~ÎYÖøÜÒÐÝÍ9Ö�Í4ÎóÎGÔYÑýë�Ð]Ó7Ï ð ÑØÕ?Í9Ü�ÿ�Û�Ñ æË~Ù¿ë�Î�ê�Í�ÎGÔYÑçÎYÛ�ãâÉ � Ë�ÓßÓØÍ9Ñ9ä å ÐÒÍ9ÓçÖ�ÍPÓ7ãâÉYÐÒÍ4É�Þ�ê�Ë�ê�ÔYÑâãâÉ æ ê�Ë�ÓßÓ	Ù Ë~Î Í9ÐÝÎYÍ�è�Û�Î�Ó�ÞâË~Î��Þ7Í�ë�ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ5�9Ô�Õ?ÔYÉYÑ�Ö�Í9Ï } ÉYÑ7ÜÒÍ4Ð]ÓØÞ7Í Þ æ ��ä ¶ ä¯ÐÒÎ�ê�Í9Ù¿Ù Ë�Î Í4ÐÒÎ ¾lÜÒË�Ó ÙÚÐ Þòë�Ð]ÓØÏ ð Ñ7Õ?Í4ÜÒÎ ÐÒÎ�Óã>ÐÒÙÅÙÚÍ9ÑÅÓØÞ7Í9ÜÝÜÝÞ9ä ¶ Í4Ð�ê�ÐÒÍ9Ó7Í4Ù ��Û�Ñ7Ö�Ë~ÎYÖjÞ7ÑßÐ Þ7ÞÅÍ9ÐÝÎYÍøÓØÞ7Í ÞßÐÝÖ�Í��1ÙeÏBË~Î�êYÜÝÔYÎ�Ö
ÿ�Û�Î�ë�Ð]ÓÅÐÝÎ� Ë�Ó7Ó7Í4Ñ�Ë�Ô�Õ æ Ï�Û�Ì.Í9Ð�Í9ÓBÎYÍ9Ì.Í9Î ê�Í4ÎòÑ7Í9ÐÝÎ�Í4Îòñ�É�Ë�Ó7Í4ÎøË~Ô.ãâÉ�ñ�É.Ë�Ó7Í4ÎYÖ�Í4ÙÚÐÒÓßãâÉYÍlÖ�ÐÒÌ�Þ9ä å ÐÒÍ9Ó
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Ð]Ó�ÞBÎYÐ]ãâÉ�Þ@�9Ôçÿ�Í4ÑßÏ�ÍPãâÉ�ÓØÍ9ÜÝÎçÙÅÐÝÞEê�Í4ÙbÓ�ÞßÍ Þ7ÐÒÖ�Í9Îb 1Ì.Í9Ñ7Ö�Ë~ÎYÖÅê�ÔYÑâãâÉb��Í9Ñ7ÙÚÍ4Ð]ê�Í9Î�ê�ÍPÓ�èGÑßÐ ÞßÐ �ÓßãâÉYÍ4Îeñ�ÔYÎYè�Þ7ÍPÓ�Ì.Í9Ð+µ ð Ó7Ó7ÐÒÖ-� Ö�Ë�ÓØÕ?ù�ÑßÙÚÐÝÖ��� 1Ì.Í9Ñ7Ö } ÎYÖ�Í4Î y Û�Ì>Í4ÑßÍ4Ñ � Í9Ö�ÐÒÎw×1ÌYÌQävÁYä ; z ä å Í4Î�ÎÐÒÎSê�Í4Î ¶ ÍPãâÉYÍ4ÑýÙÚÐÝÞeë�Ð]Ó	� � Ë�ÓßÓØÍ9ÑÄ�	¾lÍ4ÙÚÐ]Ó7ãâÉóè�Ë~ÎYÎUÙ Ë~ÎÊÞßÑ7Û�Þm�Pê�Í4Ù ÉYÐÒÎYÍ4ÐÒÎYÖ�ÑßÍ4ÐÝÕ?Í4ÎÊÔYÎ.êèGÜÒÍ4ÐÒÎYÍuë�ÐÒÓ7Ï ð Ñ7Õ?Í4ÜQÉ�Í4ÑâË~Ô�Ó7ÉYÛ�ÜÒÍ4Î æ ê�Í4ÑßÍ4Îòñ�É�Ë�ÓØÍuÔYÎ��9Ï�Í9Ð Õ?Í9ÜÝÉ.Ë�ÕþÞ�Õ?Í9ÓØÞ�ÓØÞ7Í9É�ÞPä å Ë�Ó�ë�Ð]Ó�É�Ë~ÞÓ7ÐÒãâÉ¨ÜÝÍPê�ÐÒÖ�ÜÒÐÒãâÉ\Ì.Í9Ñ7Í9Ð ÞâÓW�4Ô\Í4ÐÒÎYÍ4Ù Ö�Í4Ï�Ð]ÓßÓØÍ9Î�ñ�ÑßÛ��9Í4Î�ÞßÓßË�Þ���ÐÒÎ � Ë�Ó7Ó7Í4ÑÚÔYÙÚÖ�Í9Ï�Ë�Î�ê�Í9Ü ÞPä×1Î�Ë~ÜÒÛ�ÖÚè�Ë~ÎYÎøÙ Ë~ÎøÌ>Í4ÐÒÙ àGÐÒÍ9êYÍ4ÿ�Û�Ñ7Ö�Ë~ÎYÖÅË~ÑßÖ�ÔYÙÚÍ9Î�ÞßÐÝÍ9Ñ7Í9Î���Í4ÐÒÎòÖ�Í4Ï�Ð]Ó7Ó7Í4ÑBñ�ÑßÛ��9Í4Î�ÞßÓßË�Þ��ê�ÍPÓ � Ë�Ó7Ó7Í4ÑâÓÅÉ�Ë�Þ	Ó7ÐÒãâÉ\ÐÒÎÉ¾uË�ÓÅÔYÙÚÖ�Í4ÏBË~Î.ê�Í4ÜÝÞ9ä®��Í9Ñ7ÙÚÍ4Ð]ê�Í4Þ	ÙÚË�Î¨É�ÐÝÎYÖ�Í4Ö�Í4Î ê�ÐÝÍjàGÐÒÍ^�ê�Í9èGÔYÑ7ÿ�Í æ Ó7ÛÃÛ�Î.ê�Í Þuê�ÐÝÍ��EÙwÏ�Ë�Î�ê�ÜÒÔYÎYÖ	è�Û�Î�Þ7ÐÒÎGÔYÐÝÍ9Ñ7ÜÒÐ]ãâÉøÓØÞßË~ÞØÞ�( å ÐÝÍwÖ�ÍPÓ7Ë�ÙýÞ7Íeà�ÔYÌ�ÓØÞßË~Îp�Ð]Ó�ÞEêYË�ÎYÎøÏ�ÍPê�Í4ÑBÑßÐÒãâÉ�ÞßÐÝÖ�µ ð ÓßÓ7ÐÝÖÚÎYÛ�ãâÉòÑ7Ð]ãâÉ�Þ7ÐÒÖwÖ�Ë�ÓØÕ?ù�ÑßÙÅÐÒÖ æ ÍPÓBÐÒÓØÞEÎYÐ]ãâÉ�Þ�ÙÚù�Ö�ÜÝÐ]ãâÉ æ Í9ÐÝÎYÍ9ÎÖ�Í4Ï�Ð]Ó7Ó7Í4Îò×EÎ�Þ7Í9ÐÝÜVË�ÜÒÓ�é�Ü ð ÓßÓØÐÒÖ�è�Í4ÐÝÞBÔ�Î�êøê�Í4ÎIå�ÍPÓ�ÞEË~Ü]Ó$¾uË�Ó@�9ÔøÐÒê�Í9Î�Þ7Ð�Ûp�4ÐÒÍ4ÑßÍ4ÎQä
#uÍ9ÉYÑ7Í9Î Ï�ÐÝÑlË~Ì>Í4Ñ �4ÔYÑ ð ãâè��4ÔjÔ�Î�ÓØÍ9Ñ7Í9Ù ë�ÐÒÓÄ� � Ë�Ó7Ó7Í4Ñm� ñ¯É�Ë�Ó7Í4ÎYÖ�Í4ÙÚÐ]Ó7ãâÉQä��
Ë~Îjè�Ë~Î�Î
ê�ÐÒÍÖ�Í4ÙÚÐÒÓßãâÉ�Þ7Í9Î$ñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎxÐÒÙÚÙÚÍ4ÑjË~Ü]Ó&'QÐÒÎYÍPË~Ñßè�Û�ÙwÌYÐÒÎ�Ë�ÞßÐÝÛ�ÎYÍ4Î ÑßÍ4ÐÒÎYÍ4Ñ ñ¯É�Ë�Ó7Í4Î êYË~ÑâÓØÞ7Í4ÜÒÜÒÍ4Î
y ê�ä ÉVä.Ì>Í4Ð]ÓØì�ÐÝÍ9ÜÒÓ7Ï�Í9ÐÒÓ7Í³�vä$¾ � Ë�ÓßÓ7Í4Ñ æ 8�ä$¾�ë�Ð]Ó z ä å Ë�Ó�Ì>Í9ê�Í9Ô�Þ7Í4ÞlË~Ì>Í4Ñ1Ö�Í4ÑâË�êYÍ æ êYË�Ó7Ó�ê�ÐÒÍÌ>Í ÞßÍ4ÐÒÜÝÐÒÖ~ÞßÍ4Îøñ�É�Ë�ÓØÍ9Î y � Ë�Ó7Ó7Í4Ñ æ ë�Ð]Ó æ � Ë�Ó7Ó7Í4Ñm� ë�ÐÒÓÄ�	¾lÍ4ÙÚÐÒÓßãâÉ z Ë~ÜÒÜÒÍ9ÓßË~ÙýÞEË�Ô�Õ�Í9ÐÝÎ�Í4ÑS¾lÍ9ÑßË-�ê�Í9ÎSê�Í4Ñ

U
� )EáGì>Í4Ñmµ } ãâÉYÍ ÜÒÐÒÍ4Ö�Í9ÎUÙ ð ÓßÓ7Í4ÎQä®ã>ÔYÑ³�1Î�Þ7Í4ÑâÓßãâÉYÍ4Ð]ê�ÔYÎYÖ
ÔYÎ�ê��1Î�ÞßÍ4ÑâÓØÔ.ãâÉ�Ô�ÎYÖÿ�Û�Î	ñ�É.Ë�Ó7Í4ÎçÔ�Î�ê	ñ�É.Ë�Ó7Í4ÎYÖ�Í4ÙÚÐÒÓßãâÉYÍ9Î	ÌYÐÒÍ Þ7Í4Þ�Í9ÓBÓØÐ]ãâÉçê�Í9ÙÚÎ�Ë�ãâÉòË~Î æ Î�Ë�ãâÉ	ÜÝÐÒÎYÍPË~ÑßÍ4Î ¶ Í^�ÑßÍ4Ð]ãâÉYÍ4Îòê�Í4Ñ
U
��)1áGì.Í9ÑÄµ } ãâÉYÍu×EÔ�ÓßÓ7ãâÉ.Ë~Ô��4ÔòÉ�Ë~ÜÝÞ7Í9ÎQä

�1Î�ÓØÍ9Ñ7Í�ñ Û�ÓØÞ7ÔYÜ]Ë�ÞßÍ�&5��; y #§Ë~ìYÐÝÞ7Í9Ü$á z É�Ë~Ì>Í4Î¨ÎYÛ�ãâÉ�è�Í9ÐÝÎ�Íò×1Ô�Ó7ÓßË~Ö�Í4Î��9Ô¨ñ�É.Ë�Ó7Í4ÎSÔYÎ.êñ�É.Ë�Ó7Í4ÎYÖ�Í4ÙÚÐÒÓßãâÉYÍ9ÎçÖ�Í9Ù Ë�ãâÉ�Þ9ä�)1ÐÝÍ9Ñm�9ÔòÓØÞ7Í9ÜÝÜÒÍ4ÎøÏ�ÐÒÑ�Î�Ô�Îòñ Û�Ó�ÞßÔYÜÒË~Þ�%wË�Ô�Õ	(
¿&À�Á�ÂoÃRÄQÅ7ÂÇÆ
À ÍPê�Í4ÑË¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�ÞßÓm�4Ô�ÓØÞßË�Î�êÅÐÒÓØÞ¯Í4ÐÒÎYÍEÑßÍ4ÐÒÎYÍEñ¯É�Ë�Ó7ÍEÛ�ê�Í4Ñ�Í4ÐÒÎYÍEÍ9ÐÝÎ�êYÍ4Ô�ÞßÐÝÖ�Í�� Ð]Ó7ãâÉGÔYÎYÖÿ�Û�Î�ÑßÍ4ÐÒÎYÍ4Îòñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎQä

×1ÌYÌYÐÒÜÒê�Ô�ÎYÖ0ÁYä ,�(�ë�ÎYÍ9Ñ7Í9Ö�ÐÒÍ^��ÔYÎ�êW��Ë~ÎYÖ�Í4Î�Þ7Ð]Ë~Ü�µ } ãâÉYÍ¯Õ ð Ñ
Nl = const. ∀ l ∈ {1, . . . , L}

� ÐÒÑ�Ï�Û�ÜÝÜÒÍ4Îøê�ÐÒÍ9Ó�Ö�Í4Î�Ë�ÔçÌ>Í ÞßÑßË�ãâÉ�ÞßÍ4Î y ×1ÌYÌQäF&|á�ä'& z (� ÐÒÑVê�Í5Û�ÎYÐÒÍ4ÑßÍ4ÎuÔYÎ�ÓQê�Ë-�4ÔuÍ9ÐÝÎYÍ¯ë�ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ^µ } ãâÉYÍ E(U) = {(U, S, V,Nl)|U = U(S, V,Nl)}
äå ÐÝÍPÓ�Ð]Ó�ÞVÎ�ÐÒãâÉ�ÞßÓVË~Î�ê�Í9Ñ7ÍPÓQË~Ü]Ó�Í9ÐÝÎ§ÿGÐÒÍ4Ñâê�ÐÝÙÚÍ9Î�ÓØÐÒÛ�Î.Ë~ÜÒÍ4Ñ�¾lÑßË�ìYÉ y Õ<Ë�ÜÝÜ]Ó�ÍPÓQÎGÔYÑQÍ9ÐÝÎYÍ3�/Í4ÐÒÜ]ãâÉYÍ4Î��Ó7Û�Ñ7Þ7Í

l
Ö�ÐÝÌYÞ æ Ë�Î�ÓØÛ�Î�ÓØÞ7Í4Î�Í4Î�ÞßÓ7ìYÑßÍ9ãâÉYÍ9Î�êjÉ�ù�ÉYÍ9Ñßê�ÐÒÙÚÍ4Î�Ó7ÐÒÛ�Î�Ë�Ü z �>Ù Ë�Î�ÞßÑ } Ö~Þ§Ë~Ü]Óu×�ãâÉ�ÓØÍ9Î

S, V,Nl
Ë~Ô�Õ+ÔYÎ�êÚË�ÜÒÓ ÿGÐÒÍ4Ñ7Þ7Í�#�Û�Û�ÑßêYÐÝÎ�Ë~Þ7ÍBêYË�Ó

U æ êYË�Ó Ù Ë�ÎÅÍ9Ñ7É } ÜÝÞ æ Ï�Í4ÎYÎÚÙ Ë~Î S, V,NlÍ9ÐÝÎ�Ó7Í Þ�� ÞPä+��Í9Ñ7Ö�ÜÝÍ9ÐÒãâÉGÌ�Ë�Ñ�ÐÒÓØÞ�êYÐÝÍPÓ¯ÙÚÐÝÞ�Í9ÐÝÎYÍ9Ñ�êYÑ7Í9ÐÒê�ÐÒÙÚÍ4Î�Ó7ÐÒÛ�Î�Ë�ÜÝÍ9Î�¾lÍ4ÌYÐÒÑ7Ö�ÓØè�Ë�ÑØÞßÍ æ Ë�Ô�ÕVê�Í4Ñ
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ê�ÐÒÍÃ#�Û�Û�ÑßêYÐÝÎ�Ë~Þ7Í9Î

x, y
Ë~ÔYÕ?Ö�Í ÞßÑßË�Ö�Í9ÎøÓ7ÐÒÎ�ê ÔYÎ�ê
ê�ÐÝÍW)Eù�ÉYÍwêYÔYÑßãâÉ

h(x, y)
Ö�Í4Ö�Í4Ì>Í4Î Ð]Ó�ÞPäå Ë�ÎYÎøÐÒÓØÞEê�ÐÒÍ§Í4Î�ÞßÓ7ìYÑßÍ9ãâÉYÍ9Î�ê�Í§é�Ü } ãâÉYÍ E(h)

ê�ÐÝÍÃ9�Ì>Í4Ñmµ } ãâÉYÍlêYÍ9Ó$¾lÍ4Ì�ÐÝÑßÖ�ÍPÓ4ä
éYÍ9Ñ7ÎYÍ9Ñ1Ó7Í4Ð

TZ(E)
êYÐÝÍØ��Ë~Î�Ö�Í4Î�ÞßÐÒË�Ü µ } ãâÉYÍuÐÝÙ ã>Ô�ÓØÞßË�Î�ê

Z̃ = (S, V,Nl)
Ë�Î E æ ê�ä ÉQä.Ë�Ùñ�ÔYÎYè�Þ

Z =
(
Z̃;U(Z̃)

) ä
¶ Í9Ë�ãâÉ�ÞßÍ�( U ÐÒÓØÞ/è�Û�ÎGÿ�Í5©lÐÒÎ S, V,Nl ä|é;ÎeÔ�Î�ÓØÍ9Ñ7Í9Ñ�¾lÍ9ÌYÐÝÑßÖ�ÓßË~Î.Ë~ÜÒÛ�Ö�ÐÒÍ�Ö�ÍPÓØì�Ñ7Û�ãâÉYÍ9Î�( ë¯Ó�Ö�ÐÒÌ�ÞÍ4ÐÒÎYÍ4ÎW��Ë~ÜÒìYÔYÎYè�Þ y Û�ê�Í9Ñ�Í4ÐÒÎYÍ$��Ë~Ü]ÓØÛ�ÉYÜÝÍv{��·µ } ãâÉ�Í z æ ÔYÎ�êÚË�Ô�´�Í9Ñ7É�Ë�ÜÝÌeÖ�Í4É�Þ�Í9Ó�ÙÅÛ�ÎYÛ~ÞßÛ�ÎwÐÝÙ��ÙÚÍ4Ñ¯ÓßãâÉYÎYÍ9ÜÝÜÒÍ4Ñ¯ÓØÞ7Í9ÐÝÖ�Í4Î�ê Ë�Ô�Õ?Ï } Ñ7ÞßÓ9ä å Ë�ÎYÎ ÜÝÐÒÍ4Ö�Þ�ê�ÐÒÍ���Ë~ÎYÖ�Í4Î�Þ7Ð]Ë~Ü�µ } ãâÉ�ÍBÓØÞ7Í4ÞßÓ�Ë~Ô�´�Í4ÑßÉ�Ë~ÜÒÌê�Í9Ó$¾lÍ9ÌYÐÒÑ7Ö�Í9Ó æ ê�ä ÉVäYÔYÎ�Þ7Í9Ñ7É�Ë�ÜÝÌòÿ�Û�Î E(U)

ä
×EÔ�´�Í4Ñâê�Í4Ù ê�Í^Û.ÎYÐÝÍ9Ñ7Í9ÎøÏ�ÐÝÑ1êYÐÝÍ ¶ Í4Ñ ð ÉYÑßÔYÎYÖ�ÓØÙÚÍ9ÎYÖ�Í B ( B ≡ {Z = (U, S, V,Nl)

∣∣Z ∈
E(U)∩TZ(E)} æ Ë~Ü]Ó7ÛuêYÔYÑßãâÉÚê�ÐÒÍ�� Í9ÎYÖ�ÍEË�Îwñ�Ô�ÎYè�Þ7Í4Î æ ê�ÐÒÍEÓ7Û�Ï�Û�ÉYÜ�Ë~Ô�ÕQê�Í9Ñ�ë�ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ^µ } �ãâÉYÍBË~Ü]Ó�Ë�Ô�ãâÉeË�Ô�Õ>ê�Í9Ñ®�/Ë�ÎYÖ�Í9Î�ÞßÐÒË�Ü µ } ãâÉYÍ�ÜÒÐÒÍ4Ö�Í9ÎQä

Z
ÉYÍ4Ð'´~Þ ° 
 ï	��ö�ï î�í�C-�*�+î�í	A~÷ ä ¶ Í4ÎGÔ�Þ��4Í4ÎÏ�ÐÝÑ ÎYÛ�ãâÉYÙ Ë�ÜÒÓ ÔYÎ.ÓØÍ9Ñ®¾lÍ9ÌYÐÒÑ7Ö�Í æ ÔYÎ�êÅÌ>Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÍ4ÎeÏ�ÐÒÑ�Ë~Ü]Ó ¶ Í4Ð]ÓØìYÐÒÍ4Ü�Ë�ÜÝÜÒÍBñ�ÔYÎYè�Þ7Í�ÙÚÐÝÞ�ÙÅÐ��ÎYÐÒÙÚË�ÜÝÍ9Ù

h y Ì��4Ï§ä U z ä å Ë�Ó�ÐÒÓØÞ�Ë�ÜÒÓ7Û êYË�Ó$��Ë~Ü/ê�Í9Ó�¾lÍ9ÌYÐÒÑ7Ö�Í9Ó9ä å Ë�Ó�è�Ë~ÎYÎøÍ4ÐÒÎ Í4ÐÒÎ��9Í4ÜÒÎYÍ4Ññ�ÔYÎYè�Þ�ÓØÍ9ÐÝÎ y ê�Í4Ñ@�BÐÒÍ Õ?ìYÔYÎ�è�Þ z ��êYË�ÎYÎ	Ì>Í9ÓØÞ7Í4É�Þ�ÔYÎ�Ó7Í4ÑßÍ ¶ Í4Ñ ð ÉYÑßÙÅÍ9ÎYÖ�Í æ Ì>Í5�9Û�Ö�Í9Î	Ë~Ô�ÕVêYÐÝÍ�/Ë�ÎYÖ�Í9Î�Þ7Ð]Ë~Ü�µ } ãâÉYÍ ê�Ô�ÑßãâÉSêYË�Óf� ÐÒÎYÐÒÙeÔYÙ æ Ë~Ô�ãâÉÊÎGÔYÑwË�Ô�ÓeêYÐÝÍPÓØÍ9Ù(ñ�Ô�ÎYè�Þ9ä�ë¯Óýè�ù�ÎYÎ�Þ7ÍÓØÐ]ãâÉjË~Ì>Í4ÑlË~Ô�ãâÉ Ô�Ù Í9ÐÝÎ�ÍwË~Ô.ÓØÖ�Í9ê�Í9ÉYÎ�Þ7ÍØ��Ë~Ü]ÓØÛ�ÉYÜÒÍ§É�Ë~Î�êYÍ4ÜÒÎ æ êQä ÉQä>Í4ÐÒÎYÍt'QÐÒÎYÐÝÍwÛ�ê�Í4Ñ�Ö�Ë~Ñé�Ü } ãâÉYÍBÙÅÐÝÞ�è�Û�Î�ÓØÞßË~Î�ÞßÍ4Ù
h y Ì��4Ï§ä U z ä å Ë~ÎYÎÅÖ�Í9ÉYù�ÑßÍ4ÎÚË~ÜÒÜÒÍ�ñ¯ÔYÎYè�Þ7ÍEê�Í9Ñ3�/Ë�ÜÒÓ7Û�É�ÜÝÍ�Ë~Ô.ãâÉ�4ÔYÑ ¶ Í4Ñ ð ÉYÑßÙÅÍ9ÎYÖ�Í æ Ì>Í5�9Û�Ö�Í9ÎýË~Ô�Õvæ�Í9ÎYÍH��Ë~Î�Ö�Í4Î�ÞßÐÒË�Ü µ } ãâÉYÍ�ä å ÐÒÍ ¶ Í4Ñ ð ÉYÑßÙÚÍ4ÎYÖ�Í�Ü } Ó7ÓØÞ�Ó7Ð]ãâÉÕ?Ñ7Í9ÐÝÜÒÐ]ãâÉòË�Ô�ãâÉçÕ ð Ñ®æ�Í9ê�Í§Ì>Í4ÜÒÐÒÍ4ÌYÐÒÖ�Í0��Ë~ÎYÖ�Í4Î�Þ7Ð]Ë~Ü�µ } ãâÉ�Í�Ì>Í9ÓØÞ7ÐÒÙÚÙÅÍ9ÎQä

� ¸��A� Ä û Ä�� �H� Ïºá�û4Èv¸<��º Â ¸�È 1 ��� o û
� ÐÝÑEêYÍ^Û�ÎYÐÒÍ4ÑßÍ4ÎF( y ê�ÐÒÑßÍ4è�ÞEË~Ô�Õ ÙÚÍ4ÉYÑßÍ4ÑßÍuñ�É�Ë�Ó7Í4Îòÿ�Í9ÑßË�ÜÝÜÒÖ�Í9ÙÚÍ4ÐÒÎYÍ4Ñ7Þ z (é�Ó�Þ

Z
Í5©GÞ7ÑßÍ4Ù Ë~Ü æ ÓØÛÚÖ�ÐÝÌ�Þ�ÍPÓ�A�
4ôþí�
Ø�4Ï�Í4Ð�ñ�Ô�ÎYè�Þ7Í Z1

Ô�Î�ê
Z2
Ë~ÔYÕ E æ Õ ð Ñ1ê�ÐÒÍ§Ö�ÐÝÜÝÞs(

Z = λZ1 + (1 − λ)Z2

å Ë�Ì.Í9Ð/Ð]ÓØÞ æ Ï�ÐÒÍ ð Ì�ÜÝÐ]ãâÉ æ 0 ≤ λ ≤ 1
ä�¾lÐÝÌ�ÞlÍ9Ó��4Ï�Í4Ð/Ó7Û�Ü]ãâÉYÍ§ñ�Ô�ÎYè�Þ7Í

Z1
Ô�Î�ê

Z2 æ Ó7Û	Ð]Ó�Þ
Z
í�ô<õâöG÷�Í^©GÞ7ÑßÍ4Ù Ë~Ü äG×EÜ]ÓØÛÚË~Ô�Õ ê�Í4ÔYÞßÓßãâÉ�(�é/ÐÒÎ�ê�Í4Þ�ÙÚË�Îb�9Ï�Í9Ð+ñ�ÔYÎYè�Þ7Í

Z1
ÔYÎ.ê

Z2 æ ê�Í9Ñ7Í9Î��Í4ÑßÌYÐÒÎ�ê�ÔYÎYÖ�ÓØÜÒÐÒÎYÐÝÍ§Ë�Ô�ãâÉòêYÔYÑßãâÉ
Z
Ü } Ô�ÕþÞ æ ÜÒÐÝÍ9Ö~Þ�è�Í9ÐÝÎòë®©GÞ7ÑßÍ4ÙwÔYÙ ÿ�Û�ÑPä

ë¯ÓBÐ]Ó�ÞBÏ�ÐÒãâÉ�ÞßÐÝÖ��4ÔøÓØÍ9ÉYÍ4Î æ ÏBË�ÓBê�ÐÒÍ9Ó�Ì>Í9ê�Í9Ô�Þ7Í4Þ9ä ¶ Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Í9Î	Ï�ÐÝÑ�êYË��4Ô�Ï�ÐÝÍPê�Í4Ñ�ê�ÐÒÍ0�/Ë�Ü �ÓØÛ�ÉYÜÒÍ æ Û�ÌGÏ�Û�ÉYÜ�ê�ÐÒÍ9Ó7Í4ÜÒÌ>Í4ÎD 1Ì.Í9Ñ7ÜÒÍ4Ö�ÔYÎYÖ�Í9Î Ë~Ô�ãâÉ Õ ð Ñ ¶ Í4ÑßÍ4Ð]ãâÉYÍ Õ?Í9Ñ7Î.Ë~Ì ê�Í9Ñb��Ë~Ü]ÓØÛ�ÉYÜÝÍÖ�Í9Ü ÞßÍ4Î æ ê�Í9ÎYÎòêYÐÝÍq#�Û�ÎGÿ�Í5©GÐÝÞ } Þ¯ÿ�Û�Î U Ö�ÐÒÜ ÞBÕ ð Ñ�ê�ÐÒÍuÖ�Í9ÓßË~ÙeÞ7Í )EáGì.Í9ÑÄµ } ãâÉYÍ�ä�àGÞ7Í4ÜÒÜÒÍ4ÎòÏ�ÐÝÑÔYÎ�Ó Ë�ÜÒÓ7Û��9ÔYÎ } ãâÉ�Ó�ÞÚÿ�Û�Ñ æ Ï�ÐÒÑÚÉ } Þ7Þ7Í4Î ÎGÔYÑÚÍ4ÐÒÎYÍ9Î:�BÐÒÍ Õ?ìYÔ�ÎYè�Þ9ä¯×1ÜÝÜÒÍ Ë~Î�ê�Í9Ñ7Í9Î�ñ�Ô�ÎYè�Þ7ÍÜÝÐÒÍ4Ö�Í4ÎÊêYË~Î�ÎóÉ�ù�ÉYÍ9ÑýË~Ü]Ó§ê�Í4Ñf�BÐÒÍ Õ?ìYÔ�ÎYè�Þ æ Ó7Û êYË�ÓßÓuÍ9ÓuÎ�ÐÝÍ9ÙÚË�ÜÒÓýÍ4ÐÒÎYÍW��Í4ÑßÌYÐÝÎ.ê�ÔYÎYÖ�ÓØÜÒÐÝÎ�ÐÝÍ�4Ï�Ð]Ó7ãâÉ�Í4Î��9Ï�Í9Ð�ñ�ÔYÎYè�ÞßÍ4ÎøÖ�Í9Ì.Í9Î�è�Ë~Î�Î æ ê�ÐÒÍ§ê�Í4Î*�BÐÝÍ4Õ?ìYÔYÎYè�ÞEÍ9Î�ÞßÉ } ÜÝÞ y ×1ÌYÌQä�Á�äâ�eË z ä�ë¯ÓÉ�Ë~Î.ê�Í4ÜÝÞEÓØÐ]ãâÉ�Ë�ÜÒÓ7ÛwÔ�Ù Í4ÐÒÎ�ë3©�ÞßÑ7Í9ÙeÔYÙøäY×1Î�ê�Í4ÑâÓ�Ó7ÐÝÍ9É�ÞEê�ÐÒÍ9ÓBË�Ô�Ó æ Õ<Ë�ÜÝÜ]Ó�Ï�ÐÝÑ�Í9ÐÝÎ�ÍuË�Ô�Ó7Ö�Í^�ê�Í4É�Î�ÞßÍf�/Ë�ÜÒÓ7Û�É�ÜÝÍ æ ��ä ¶ äYÍ9ÐÝÎ�Í0¾lÍ9ÑßË�ê�Í æ É.Ë~Ì>Í4ÎQä å Ë~Î�ÎòÖ�ÐÝÜÝÞBÕ ð Ñ1Ë�ÜÝÜÒÍ ½ Ð]ãâÉ�Þm��å1Ë~Î�ê�ì�ÔYÎYè�Þ7Íê�Í4ÑË¾lÍ4ÑâË�ê�Í9Î æ êYË�ÓßÓ Í9Ó�Í4Î�Þ7Ü]Ë~ÎYÖ§ê�Í9ÑH¾lÍ4ÑâË�êYÍ4Î æ�Í�Í4ÐÒÎYÍ4ÎÚñ�Ô�ÎYè�Þ¯ÜÝÐÒÎYè�Ó�ÔYÎ.êÚÑ7ÍPãâÉ�ÞâÓ�êYËdÿ�Û�ÎÖ�ÐÒÌ�Þ æ Ë~Ô�ÕQê�Í9Ñ7Í9ÎW��Í4ÑßÌYÐÝÎ.ê�ÔYÎYÖeê�Ë~ÎYÎ ÜÒÛ�Ö�ÐÒÓßãâÉYÍ4ÑßÏ�Í4Ð]ÓØÍBê�Í4Ñ ½ Ð]ãâÉ�Þm��å1Ë~Î�ê�ì�ÔYÎYè�Þ¯ÜÒÐÝÍ9Ö~Þ3��Ï�ÐÝÑÉ�Ë~Ì>Í4Î Ë�ÜÒÓ7ÛÅê�Ë~ÙÚÐ ÞEÎGÔYÑEË�ÎòêYÍ4ÎøÌ.Í9ÐÒêYÍ4ÎIåEË~Î.ê�ìYÔYÎYè�ÞßÍ4Îøë®©GÞ7ÑßÍ4Ù Ë y ×1ÌYÌQä�Á�äâ�eÌ z ä
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. è0/
Z

îðé*ò�ô�»6ò�ü¡ôOê�è��ðôOüu�ë¾ì¾÷�ò . ó4/
Z
îðé¡ò"÷§ôOîðìQô�»`ò*ü*ôOê�è��ðôOüu�ë�ì¾÷6ò

×1ÌYÌYÐÒÜÒê�Ô�ÎYÖ�Á�äâ��(pã>ÔYÑË��Í4ÑâË~Î�ÓßãâÉ�Ë~Ô�ÜÝÐ]ãâÉGÔYÎYÖeê�Í9Ñ å Í5Û�ÎYÐÝÞ7ÐÒÛ�ÎòÍ4ÐÒÎYÍ9Ó�Í^©GÞßÑ7Í9ÙÚË�ÜÝÍ9Î	ñ�ÔYÎ�è�ÞßÍ9Ó
� Ð]ãâÉ�Þ7ÐÒÖ ÐÒÓØÞ1Ë~Ô�ãâÉ æ �4ÔjÓ7Í4ÉYÍ9Î æ êYË�Ó7Ó1ê�ÐÝÍPÓØÍ9ÑEë®©GÞ7ÑßÍ4Ù Ë�ÜÝÌ>Í4Ö�Ñ7ÐGF
ÎYÐ]ãâÉ�ÞßÓ�ÙÚÐÝÞ�ê�Í4Ñ ð ÌYÜÒÐÒãâÉYÍ9Î¶ Í9êYÐÝÎYÖ�ÔYÎYÖ df = 0

�9Ô Þ7ÔYÎ�É�Ë�ÞPä+à�ÛçÖ�ÐÒÜÝÞS��ä ¶ ä.ÐÒÎ�×1ÌYÌQäxÁYä �ÅÌóË~Ù ñ�ÔYÎYè�Þ
Z
(
df = 0

ä×1Ì.Í9Ñ
Z
ÐÒÓØÞ1ÞßÑ7Û�Þm�9êYÍ4Ù è�Í4ÐÒÎjë®©GÞßÑ7Í9ÙÚË�ÜÝì�ÔYÎYè�Þ9ä��EÙÚÖ�Í9è�Í4É�ÑØÞ�Ó7ÐÒÎ�êjË~Ô.ãâÉ ñ�ÔYÎYè�Þ7ÍÅÍ^©GÞßÑ7Í5�Ù Ë~Ü æ Õ ð Ñ�ê�ÐÒÍ df = 0

ÎYÐ]ãâÉ�Þ Ö�ÐÝÜÝÞ9ävé;Ù ë®©GÞ7ÑßÍ4ÙÅÕ<Ë~ÜÒÜ�Í4ÐÒÎYÍ4Ñ�ÓØÞ7ÑßÐÒè�Þ è�Û�ÎGÿ�Í^©�Í9ÎýÛ�ê�Í4Ñ�è�Û�ÎYè�Ëdÿ�Í9Îé�ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�ÎjÓ7ÐÝÎ.ê Evqrq�
wñ�ÔYÎ�è�ÞßÍeÍ5©�ÞßÑ7Í9Ù Ë~Ü ä å ÐÒÍ9Ó�ÓØÐÒÍ4É�Þ1Ù Ë�ÎøË�ÙbÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Þ7ÍPÓ�ÞßÍ4Î æ Ï�Í4Î�Î ÙÚË�Îê�ÐÒÍ�ã>Í9ÐÒãâÉ�Î�Ô�ÎYÖ Í4ÐÒÎ�Õ<Ë�ãâÉjêYÑ7Í9É�Þ y ×EÌ�ÌQä�Á�ä Á z (�¾uË~Î��§ÛdF>Í9Î�ÓØÐ]ãâÉ�Þ7ÜÒÐÒãâÉ Ð]ÓØÞ�Ë~Ô�ãâÉ É�ÐÝÍ9Ñ Z Í5©��ÞßÑ7Í9ÙÚË�Ü ä

×EÌYÌYÐÒÜ]ê�ÔYÎYÖÇÁ�ä Áp(Y×EÔ�ãâÉøÍ4ÐÒÎøë®©GÞ7ÑßÍ4ÙwÔYÙøäÝäÒä
×1ÌYÌQäpÁ�ä Ì��4Í9ÐÝÖ�Þ�ÎYÛ�ãâÉ�Í9ÐÝÎYÐÒÖ�ÍuÏ�Í4ÐÝÞ7Í9Ñ7Í ¶ Í4Ð]ÓØì�ÐÝÍ9ÜÝÍlÕ ð ÑEë3©�ÞßÑ7Í9Ù ËwÌp�4Ï§äYè�Í4ÐÒÎYÍuë®©GÞ7ÑßÍ4Ù ËYä
½ ÔYÎÚÏ�Û�ÜÝÜÒÍ4ÎwÏ�ÐÝÑ�Î�Ë~Þ ð ÑßÜÒÐÒãâÉÚË~Ô�ãâÉÅÏ�Ð]Ó7Ó7Í4Î æ ÏBË�Ó�Ù Ë~ÎÚÙÚÐÝÞ¯ê�ÐÝÍPÓØÍ9Îwë¯Ñ7è�Í4ÎYÎ�Þ7Î�ÐÒÓßÓØÍ9ÎÅË�Î�Õ<Ë~Î��Ö�Í4Î è�Ë~ÎYÎVä��1Î�ê	êYË��4Ô Í4ÑßÐÒÎYÎYÍ4ÑßÎ Ï�ÐÒÑ�ÔYÎ.Ó5(�ñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎYÖ�Í9ÙÅÐ]ÓßãâÉYÍ�ÜÝÐÒÍ4Ö�Í4ÎçË�Ô�Õ�Í4ÐÒÎYÍ4ÑK¾lÍ4ÑâË�êYÍ4Îê�Í9Ñ

U
� )EáGì.Í9ÑÄµ } ãâÉYÍuÙÚÐ Þ1êYÍ4Î ÑßÍ4ÐÒÎYÍ4Îòñ�É�Ë�ÓØÍ9Î y�¶ Í4Ð]ÓØìYÐÒÍ4ÜVë�ÐÒÓ ↔ ë�Ð]Ó	� � Ë�Ó7Ó7Í4Ñm�	¾lÍ4ÙÚÐÒÓßãâÉ

↔ � Ë�Ó7Ó7Í4Ñ z ä å ÐÒÍ9Ó�Ð]Ó�Þ Ë~Ì>Í4Ñ�Ö�Í9ÑßË�ê�Í¯ê�ÐÒÍ ¶ Í9êYÐÝÎYÖ�ÔYÎYÖ æ ÔYÎ�Þ7Í9Ñ�êYÍ4Ñ�ñ�ÔYÎYè�Þ7Ílí�ô<õâöG÷/Í^©GÞ7ÑßÍ4Ù Ë�ÜÓ7ÐÝÎ.ê�ä ½ ÛGãâÉ Ì>Í9ÓßÓ7Í4Ñ�(
U
Ð]Ó�Þ�è�Û�ÎGÿ�Í^© æ Ë~Ü]Ó7Û§ÐÒÓØÞ�ÍPÓ�ÎGÔYÑ¯ÙÚù�Ö�ÜÒÐÒãâÉ æ ÎYÐÒãâÉ�Þm� Í5©�ÞßÑ7Í9Ù Ë~ÜÒÍ�ñ�ÔYÎYè�Þ7Í�9Ô�É�Ë�Ì.Í9Î æ Õ<Ë~ÜÒÜ]Ó§ê�ÐÝÍPÓØÍÚñ�Ô�ÎYè�Þ7Í	Ë~ÔYÕ�Í4ÐÒÎYÍ9Ñ0¾lÍ9ÑßË�ê�Í4ÎóÜÒÐÝÍ9Ö�Í4Î y ÔYÎ.ê�è�Í4ÐÒÎYÍÃåEË~Î.ê�ìYÔYÎYè�ÞßÍ
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. è0/Lô�»`ò*ü¡ôDê�è��ðô�u
ë¾ì¾÷�ò�ô

. óÈ/ ì¾îðï�ñ6òTô�»`ò*ü¡ôDê�è��ðô�u
ë¾ì¾÷�ò�ô

×EÌYÌYÐÒÜ]ê�ÔYÎYÖÇÁ�ä Ìp( � Í4ÐÝÞ7Í9Ñ7Í ¶ Í9ÐÒÓ7ìYÐÒÍ4ÜÒÍ
ê�Í4ÑÇ¾lÍ9ÑßË�ê�Í4Î\ÓØÐÒÎ�ê z P å Ë�ÓÚÉYÍ4Ð'´~Þ æ Í9ÓÅÌ.ÍPÓ�ÞßÍ4É�Þ Í4ÐÒÎYÍøÍ4ÐÒÎ�ê�Í9Ô�Þ7ÐÒÖ�Í ¶ Í5�9ÐÝÍ9É�Ô�ÎYÖ��9Ï�ÐÒÓßãâÉYÍ9Îë®©GÞ7ÑßÍ4Ù Ë~ÜÒÐÝÞ } Þ�ÔYÎ.ê�ñ¯É�Ë�Ó7Í4Î��9Ô�ÓØÞßË~Î.êx(
é�ÓØÞ

Z
Í9ÐÝÎ ë3©�ÞßÑ7Í9Ù Ë~ÜÒìYÔYÎYè�Þ æ Ó7Û�ÜÒÐÝÍ9Ö~ÞòÌ.Í9Ð Z Í4ÐÒÎYÍ
ÑßÍ4ÐÒÎYÍ�ñ�É�Ë�Ó7Í
ÿ�Û�Ñ���Õ<Ë�ÜÝÜ]Ó

Z
ÎYÐ]ãâÉ�ÞÍ5©GÞ7ÑßÍ4Ù Ë~Ü�Ð]Ó�Þ æ Ó7ÛÅÉ.Ë~Ì>Í4ÎòÏ�ÐÝÑEË�ÎøêYÐÝÍPÓØÍ9Ù ñ�ÔYÎYè�Þ1Í9ÐÝÎ�ÍlÖ�Í4ÙÚÐ]Ó7ãâÉ�Þ7Íuñ�É.Ë�Ó7Í�ä

ë¯Ó�Ö�ÐÒÌ�Þ�Ë�Ô�ãâÉ ÎYÐ]ãâÉ�Þ�Í4ÐÒÎ�ê�Í9Ô�Þ7ÐÒÖ�Í#¾lÍ4ÙÚÐÒÓßãâÉYÍ y ×EÌYÌVä<Á�ä�&�ä z � Z1
ÌYÐÒÓ

Z4
ÓØÐÒÎ�ê	êYÐÝÍ�Í4ÐÒÎ��4ÐÒÖ�Í9Îë®©GÞ7ÑßÍ4ÙÚìYÔYÎ�è�ÞßÍýÐÒÎjê�ÐÝÍPÓØÍ9Ù ¶ Í4Ð]Ó7ìYÐÝÍ9ÜQÔYÎ�êøÑßÍ4ì�Ñ } ÓØÍ9Î�ÞßÐÝÍ9Ñ7Í9Î�ÿGÐÒÍ4Ñ�ÿ�Í4ÑâÓ7ãâÉYÐÒÍ9êYÍ4ÎYÍuñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎQä×EÌ>Í4Ñlè�Í9ÐÝÎYÍÅàGÛ�ÑßÖ�Í æ ÉYÐÒÍ4Ñ�ÉYÐÝÜÝÕþÞuÔYÎ�Ó�ñ�Û�Ó�ÞßÔYÜ]Ë�Þ %�(+àGÛ�ÜÒãâÉ�ÍýÎYÐ]ãâÉ�ÞlÍ4ÐÒÎ�ê�Í9Ô�Þ7ÐÒÖ�Í9Î�¾lÍ4ÙÚÐ]Ó7ãâÉYÍÓØÐÒÎ�êòìYÉGá�ÓØÐÒè�Ë~ÜÒÐÒÓßãâÉçÿ�Í4ÑßÌ.Û�Þ7Í9ÎQä

×EÌYÌYÐÒÜ]ê�ÔYÎYÖÇÁ�ä�&�ä�( ½ Ð]ãâÉ�ÞEÍ4ÐÒÎ�ê�Í4ÔYÞ7ÐÒÖ�Í9Ó$¾lÍ9ÙÚÐÒÓßãâÉ
à�ãâÉ�Ë�ÔYÍ4Î Ï�ÐÒÑ	ÔYÎ�Ó ñ Û�Ó�ÞßÔYÜÒË~Þb%óÎYÛ�ãâÉYÙ Ë~ÜEÖ�ÑßË�ìYÉYÐ]Ó7ãâÉ\Ë~Î�(@¾lÍ4ÙÚÐ]Ó7ãâÉ�Þ7Í ñ¯É�Ë�Ó7Í4Î Ó7Û�ÜÒÜÝÍ9ÎÍ4ÐÒÎ�ê�Í9Ô�Þ7ÐÒÖSÓØÍ9ÐÝÎVä�×EÔ�Õ§Í4ÐÒÎYÍ9Ñ�¾lÍ4ÑâË�ê�Í9Î\Ó7ÐÝÎ.ê\êYÐÝÍ ñ�É.Ë�Ó7Í4ÎGÿ�Í9Ñ7É } Ü ÞßÎYÐ]Ó7Ó7Í�èGÜ]Ë~Ñ���Ë~Ô�ãâÉ\Ì>Í4ÐÍ4ÐÒÎYÍ4Ù å ÑßÍ4ÐÒÍ9ãâèøè�Ë~ÎYÎóÙ Ë~Î�æ�Í9ê�Í9Î�ñ�Ô�ÎYè�ÞuÐÒÙ å Ñ7Í9ÐÝÍPãâèøÙÅÐÝÞf)EÐÒÜ Õ?Í ê�Í9Ñ§ê�Ñ7Í9Ð ë¯ãâèGìYÔYÎYè��Þ7Í Í9ÐÝÎ�êYÍ4Ô�ÞßÐÝÖ Í9ÐÝÎYÍ9Ù ñ�É.Ë�Ó7Í4ÎGÿ�Í9Ñ7É } Ü ÞßÎYÐ]Ó y ��ä ¶ ä3&�(âá�( 8 z �9ÔYÛ�Ñâê�ÎYÍ9ÎQäQ×EÌUñ Û�ÜÒáGÖ�Û�ÎYÍ4ÎóÙÚÐ ÞÿGÐÝÍ9ÑeÔYÎ�êSÙÅÍ9ÉYÑeë�ãâè�Í4ÎUÖ�Í4É�Þwê�ÐÒÍ9ÓÅË~Ì>Í4ÑwÎYÐ]ãâÉ�ÞwÙÅÍ9ÉYÑ æ Ï�Í4ÐÒÜ�Ó7ÐÒãâÉ*æ�ÍPê�Í4Ñwñ�ÔYÎYè�ÞÚÐÝÎ¨ê�Í4Ñ
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ë�Ì>Í4Î�Í§ÙÅÐÝÞ1ê�ÑßÍ4Ð�ñ�Ô�ÎYè�Þ7Í4ÎøÌ>Í9ÓßãâÉYÑßÍ4ÐÒÌ.Í9Î�Ü } ÓßÓ�Þ y Ì��4Ï§äYÙÚÐÝÞ$�4Ï�Í4Ðx��Í9è�ÞßÛ�ÑßÍ4Î æ êYÐÝÍ§ê�Í9Î�ÓØÍ9Ü �Ì>Í4Î
×1Î�Õ<Ë~Î�Ö�Ó7ìYÔYÎYè�Þ�É.Ë~Ì>Í4Î z �.Ù Ë~Î è�ù�ÎYÎ�ÞßÍýÐÝÎ�×EÌYÌQä�ÁYä'&säçê�Í4Î ÙÚÐÝÞØÞ7ÜÒÍ4ÑßÍ4Î
ñ�ÔYÎYè�Þ#��ä ¶ äÙÚÐÝÞW)1ÐÝÜÝÕ?Íøÿ�Û�Î

Z1
ÌYÐ]Ó

Z3
Ì>Í9ÓßãâÉYÑßÍ4ÐÒÌ.Í9Î�Û�ê�Í9Ñ���ä ¶ ä�Ë~Ô.ãâÉSÙÚÐ ÞÇ)EÐÒÜÝÕ?Íòÿ�Û�Î Z2

ÌYÐÒÓ
Z4Ô�Ó7Ï§ä�¾lÍ4Î�Ë�ÔçêYË�Ó�ÿ�Í9Ñ7Ì�ÐÝÍ4Þ7Í Þ�ÔYÎ�Ó7Í4Ñ�ñ�Û�Ó�ÞßÔYÜ]Ë�Þ�Ë�Ì.Í9Ñ9ä<)1Ë�Ì.Í9Î	Ï�ÐÒÑ�Í9ÐÝÎçêYÑ7Í9ÐÒê�ÐÒÙÚÍ4Î�Ó7ÐÒÛ�Î�Ë�ÜÝÍPÓ¾lÍ9ÌYÐÝÜ]ê�Í y�¶ Í4Ñ ð ÉYÑßÔYÎYÖ�ÓØÙÚÍ4Î�Ö�Í z æ êYË�ÓEÐ]Ó�ÞlÕ ð ÑlÙÚÐÝÎ�êYÍ9ÓØÞ7Í4Î.ÓEÕ ð ÎYÕ<ê�ÐÝÙÚÍ9Î�ÓØÐÒÛ�Î.Ë~ÜÒÍ�¾lÑâË~ìYÉYÍ9Î

E ÔYÎ.ê TZ(E)
ÙÅù�Ö�ÜÒÐÒãâÉ æ ÓØÛ Ï } ÑßÍuÍ4ÐÒÎYÍýñ�áGÑâË~ÙÚÐ]ê�Í§ÙÚÐ Þ�êYÑ7Í9ÐÝÍPãâè�ÐÒÖ�Í9Ñ�¾lÑ7Ô�Î�ê<µ } ãâÉYÍ y �/Í^�ÞßÑßË�Í9ê�Í9Ñ z Í9ÐÝÎ.ê�Í4Ô�ÞßÐÝÖ æ Ë~Ì>Í4Ñ§Ë~ÜÒÜÝÍPÓ1Ï�Í4ÐÝÞ7Í9Ñ7ÍwÎYÐ]ãâÉ�ÞuÙÚÍ4ÉYÑlÔ�Ó7Ï§ä � ÐÝÑuÍ4Ñßè�Í9ÎYÎYÍ9Î
Ë~Ü]ÓØÛ æ ê�Ë�ÓßÓÔYÎ.ÓØÍ9Ñ ¶ Í4ÑßÍ4Ð]ãâÉ æ ÐÒÎ	ê�Í4Ù�ê�ÐÒÍEñ�É�Ë�ÓØÍ�Í9ÐÝÎ�êYÍ4Ô�ÞßÐÝÖeÓ7Í4ÐÒÎ	Ó7Û�ÜÒÜ æ Í9ÐÝÎ n �;ê�ÐÒÙÚÍ4Î�Ó7ÐÝÛ�Î�Ë~ÜÒÍ9ÓH¾lÍ4ÌYÐÒÜÒêYÍÙÚÐÝÞýÖ�Í4Î.Ë~Ô

n + 1
ë¯ãâèGìYÔ�ÎYè�Þ7Í4ÎUÓ7Í4ÐÒÎÊÙeÔ�ÓßÓ4ä"�jË~ÎóÎYÍ4Î�Î�ÞÅÓØÛ�ÜÒãâÉóÍ4ÐÒÎYÍçà�ÞßÑ7ÔYè�ÞßÔYÑýÍ4ÐÒÎYÍ9Î

�>ô�����q�
Bâ�ä
å ÐÒÍ ¶ Í9Ñ ð ÉYÑ7Ô�ÎYÖ�Ó7ìYÔYÎYè�ÞßÙÅÍ9ÎYÖ�Í9Î B Ó7ÐÒÎ�ê
ÓØÞ7Í4ÞßÓuàGÐÝÙÚìYÜÒÐ'�4Í9Ó y ñ�ÔYÎYè�Þ7Í æ ¾lÍ4ÑâË�ê�Í9Î æ å ÑßÍ4ÐÒÍ^�ãâè�Í æ �VÍ4Þ7ÑâË~Í9êYÍ4ÑBÔ�Ó7Ï§ä z
å ËeÍ9ÐÝÎ

n
�;ê�ÐÒÙÅÍ9Î�Ó7ÐÝÛ�Î�Ë~ÜÒÍ4Ñ�àGÐÒÙÅì�ÜÝÍ5© y Û�ê�Í9Ñ�èGÔYÑ�� n �;à�ÐÝÙÚìYÜÒÍ^© z Ö�Í9Î�Ë~Ô n+ 1

ÿ�Í9ÑßÓßãâÉYÐÒÍ9ê�Í5�ÎYÍ ë�ãâè�ì�ÔYÎYè�Þ7Í	É.Ë�Þ æ ÜÝÐÒÍ4Ö�Í4ÎÊÐÒÙ(ñ�É.Ë�Ó7Í4ÎYÖ�Í4ÙÚÐÒÓßãâÉ
n + 1

ñ¯É�Ë�Ó7Í4ÎÊÿ�Û�Ñ9äFé�Ó�Þ
U
ÐÒÎÊÍ4ÐÒÎYÍ4Ñ�1ÙÅÖ�Í4ÌYÔ�ÎYÖçÓØÞ7ÑßÐÝè�Þ1è�Û�ÎGÿ�Í5© æ Ó7ÛçÓßË~ÉYÍ9Î Ï�ÐÝÑlÓ7ãâÉ�Û�Î æ êYË�ÓßÓEêYË�ÙÅÐÝÞlË�ÜÝÜÒÍýñ�Ô�ÎYè�Þ7Íeë3©�ÞßÑ7Í9Ù ËÓ7ÐÝÎ.êÚÔYÎ�ê ÐÒÎ	ê�ÐÒÍ9Ó7Í4Ù ¶ Í9Ñ7Í9ÐÒãâÉ ÎGÔYÑ¯Í4ÐÒÎYÍ1ÑßÍ4ÐÒÎYÍEñ�É.Ë�Ó7ÍEÍ^©�Ð]Ó�ÞßÐÝÍ9ÑØÞ y ÓØÐÒÍ4É�Í$��ä ¶ ä�×EÌ�ÌQä�&|á�ä'& z äé�ÓØÞ

U
É�ÐÝÎYÖ�Í4Ö�Í4ÎòÎYÐÒãâÉ�Þ1ÓØÞ7ÑßÐÝè�Þ�è�Û�ÎGÿ�Í^© æ Ó7ÛÅÖ�ÐÝÌYÞEÍ9Ó n ��àGÐÝÙÚìYÜÒÐ'�4Í9ÓEÔYÎ�êøêYË~ÙÚÐÝÞEÖ�Í9ÙÅÐ]ÓßãâÉ�ÞßÍñ�É.Ë�Ó7Í4ÎQä å Ë

U
Ë�ÜÝÜÒÍ4Ñâê�ÐÒÎYÖ�ÓeÍ4ÐÒÎYÍ%9�Ì>Í4Ñmµ } ãâÉ�ÍçêYË~ÑâÓØÞ7Í4ÜÒÜÝÞ æ ê�ä ÉVä�Í9ÐÝÎ�Í å ÐÝÙÚÍ9Î�ÓØÐÒÛ�Î�ÔYÎ�Þ7Í4Ñê�Í9ÑBÙÚË-©�ÐÝÙ Ë~ÜÒÍ4Î å ÐÒÙÚÍ4Î�Ó7ÐÒÛ�Î

d y Ë~Ü]ÓØÛÚê�Í9ÑB×1Î��9Ë�ÉYÜQê�Í9Ñ�ñ�Ë�ÑßË�ÙÅÍ4Þ7Í9Ñ U, S, V,Na, Nb, ... zÜÒÐÝÍ9Ö~Þ æ ÐÒÓØÞ n ≤ d− 1
ä

×1Ô�Õ.ê�Í9ÎwàGÐÒÙÅì�ÜÝÐ'�4ÍPÓ/Ó7Í4ÜÒÌ�ÓØÞ/Ð]Ó�Þ
U
ÜÒÐÝÎYÍPË~Ñ æ ê�ä ÉQä�ê�ÐÒÍ8�9Ï�Í9Ð ÞßÍ4Îe×1ÌYÜÝÍ9Ð ÞßÔYÎYÖ�Í4Îeÿ�Í4ÑâÓ7ãâÉGÏ�ÐÒÎ�ê�Í9ÎQäå ÐÝÍ¯Þ7ÉYÍ9Ñ7ÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë�ÙÅÐ]ÓßãâÉYÍ4Î¿#�ÛGÍ�ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�ÞßÍ4Î0�4Í9ÐÝÖ�Í4ÎeË�ÜÒÓ7ÛEè�Í4ÐÒÎeÓ�ÞâË~ÌYÐÒÜÒÍ9Ó"��Í4ÑßÉ�Ë~ÜÝÞ7Í9Î��Pê�Ë~ÑâË~Ô�ÕÏ�Û�ÜÒÜÝÍ9ÎçÏ�ÐÒÑ1Ó7ì } ÞßÍ4ÑBÎYÛ�ãâÉYÙ Ë~Ü]ÓBÍ4ÐÒÎYÖ�Í9ÉYÍ4ÎVä

¶ Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7Í4ÎóÏ�ÐÒÑýÐÝÙ Õ?Û�ÜÒÖ�Í9Î�ê�Í4ÎÊÍ9ÐÝÎUÍ9ÐÝÎYè�Û�ÙÚì>Û�ÎYÍ9Î�ÞßÐÝÖ�Í9ÓýàGá�ÓØÞ7Í9Ù y ��ä ¶ ä � Ë�Ó7Ó7Í4Ñ z ä å ÐÝÍë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍ4ÉGáGì.Í9ÑÄµ } ãâÉYÍ�è�ù�ÎYÎ�Þ7ÍBêYË�ÎYÎ³��ä ¶ ä�Ó7ÛlË�Ô�Ó7Ó7Í4É�Í4Î y ê�ÐÒÍ�#�ÛGÛ�Ñâê�ÐÒÎ�Ë�ÞßÍ N Ï�ÔYÑßêYÍ�Ï�Í4Ö��Ö�Í4Ü]Ë�ÓßÓØÍ9Î æ êYË~ÙÚÐÝÞ1ê�ÐÝÍ§é�Ü } ãâÉYÍ#�4Í9ÐÒãâÉ�Í4ÎGÌ�Ë~ÑBÌYÜÒÍ4ÐÒÌ�Þ z Ï�ÐÝÍuÐÒÎ ×EÌYÌQä�ÁYä'&�&uÖ�Ís�4Í4ÐÒÖ~ÞPä

×1ÌYÌYÐÒÜÒêYÔYÎYÖÇÁYä'&�&+( ¶ Í9ÐÒÓ7ìYÐÒÍ4Ü�Í9ÐÝÎYÍ9ÑEë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ9ÉGá�ì>Í4Ñmµ } ãâÉYÍ
� ÐÒÑ�Ï�Û�ÜÝÜÒÍ4Îøê�ÐÒÍ9Ó7Í9ÓEàGá�ÓØÞ7Í9Ù ÎGÔYÎøê�ÐÒÓ7èGÔ�Þ7ÐÒÍ4ÑßÍ4ÎVä
y Ð z ë¯Ó�Ö�ÐÒÌ�Þ1ê�ÑßÍ4ÐF¾lÍ9ÌYÐÒÍ Þ7Í æ ê�ÐÒÍ§Ë~Ô�ÓEÍ4ÐÒÎYÍ4Ñ1à�ãâÉ.Ë~Ñ�ÿ�Û�Î�&5�;à�ÐÝÙÚìYÜÒÐ��9Í9ÓBÌ>Í9ÓØÞ7Í9ÉYÍ4ÎQä å Ë*&5�àGÐÝÙÚìYÜÒÐ'�4Í9Ó#¾lÍ4ÙÚÐ]Ó7ãâÉ�ÍwË~Ô.Ó$�4Ï�Í4Ð/ñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎjÌ.ÍPÓ7ãâÉ�Ñ7Í9ÐÝÌ>Í4Î æ É�Ë�Î�ê�Í4ÜÝÞ�ÍPÓ1Ó7ÐÒãâÉ
ÉYÐÝÍ9Ñ7Ì>Í4Ð
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ÔYÙ êYÐÝÍuê�ÑßÍ4Ð�#�ÛGÍ^©�Ð]Ó�ÞßÍ4Î��9ÜÝÐÒÎYÐÒÍ4ÎQä<�jË~ÎçèdË�ÎYÎ	ÐÒÎ�×1ÌYÌQä�ÁYä'&�&EèGÜ]Ë~Ñ�ê�ÐÝÍlê�ÑßÍ4Ð>ñ�É�Ë�Ó7Í4ÎÍ9Ñ7è�Í4ÎYÎYÍ9Î�(-�EÎ�ÞßÍ4ÑßÉ�Ë~ÜÒÌÅêYÍ9Ó�Í9ÐÝÎYÖ�Í5�9Í4Ð]ãâÉYÎYÍ ÞßÍ4ÎÅñ�ÔYÎYè�ÞßÍ9Ó�Ì>Í^Û�Î.ê�Í Þ¯Ó7ÐÒãâÉÚê�ÐÒÍ@µ ð ÓßÓØÐÒÖ�Íñ�É.Ë�Ó7Í æ Û�Ì>Í4ÑßÉ�Ë~ÜÒÌUêYË�Ó�¾uË�Ó æ ÔYÎ�êUêYÍ4Ñ ¶ Í9Ñ7Í9ÐÒãâÉ æ ê�Í4Ñwÿ�Û�ÎSêYÍ4ÎUÌ>Í4Ð]ê�Í4Î�Ë�Î�ê�Í9Ñ7Í9ÎË�ÌYÖ�Í4Þ7ÑßÍ4ÎYÎ�Þ�ÐÒÓØÞ æ ÐÒÓØÞ1ê�Í4Ñ ¶ Í9Ñ7Í9ÐÒãâÉòê�Í4ÑBÕ?ÍPÓ�ÞßÍ4Îøñ�É�Ë�ÓØÍ�ä

y ÐÒÐ z å Ë�Ó å Ð]Ë~Ö�ÑßË�ÙÅÙxÓØÐÒÍ4É�ÞVê�Í9Ô�Þ7ÜÒÐÒãâÉýË�Î�ê�Í9ÑßÓ�Ë�Ô�ÓQË~Ü]Ó�ÔYÎ.ÓØÍ9Ñ�Ö�Í4Ï�Û�É�Î�ÞßÍ9Ó T, p � ñ�É�Ë�Ó7Í4Î.ê�ÐÒË�Ö�ÑâË~ÙÚÙøä¶ Í9Ë�ãâÉ�Þ7Í Þ�Ù Ë~Î Ë�Ì.Í9Ñs(
T =

∂U

∂S
, p = −∂U

∂V
y ÁYä Á z

Ó7ÛwÉ.Ë~Ì>Í4ÎòÏ�ÐÝÑBÍ4ÐÒÎYÍ0� ù�Ö�ÜÒÐÒãâÉYè�Í4ÐÝÞ æ ÿ�Û�Î�ê�Í9Ñ�Û�ÌYÐÒÖ�Í4Î S, V � å Ë~ÑâÓØÞ7Í4ÜÒÜÒÔYÎYÖ��4ÔYÙ T, p
�å ÐÒË�Ö�ÑâË~ÙÚÙ ê�Ô�ÑßãâÉ ÓßãâÉYÜÝÐ]ãâÉ�Þ7ÍPÓ�×EÌYÜÒÍ4ÐÝÞ7Í9ÎI�4Ôøè�Û�ÙÅÙÚÍ9ÎQä � ÐÒÍ§ÙÚË�ÎøÐÝÎ y Á�ä Á z ê�Í4ÔYÞÄ�ÜÒÐÒãâÉ\ÓØÐÒÍ4É�ÞÚÏ�Í9ÑßêYÍ4Î�ÐÒÙ

T, p
� å Ð]Ë~Ö�ÑâË~ÙÚÙ ÜÝÍPê�ÐÒÖ�ÜÒÐÒãâÉ�êYÐÝÍ%pEÎ�êYÍ4ÑßÔYÎYÖ�Í9Î�ÿ�Û�Î

U
ÐÝÎê�Í9Î ��Ë�Ñ7Ð]Ë~Ì�ÜÝÍ9Î

S
ÔYÎ�ê

V
Ë�Ô�Õ?Ö�Í4Þ7ÑâË~Ö�Í4Î y ê�ä ÉVä ∂U

∂S

Ö�Í4Ö�Í9Î − ∂U
∂V
z ä3é�ÓØÞÚË�ÜÒÓ7ÛóêYÐÝÍp1Î�ê�Í4ÑßÔYÎYÖwÿ�Û�Î

U
ÐÒÎ�å�Ð]ãâÉ�ÞßÔYÎYÖwÍ4ÐÒÎYÍ4Ñ�ê�ÐÝÍPÓØÍ9ÑH��Ë�Ñ7Ð]Ë~Ì�ÜÝÍ9Î è�Û�Î.Ó�ÞâË~Î�Þ æ ê�ä ÉVä�ÍPÓ�ÜÒÐÝÍ9Ö~ÞÍ9ÐÝÎYÍ4'QÐÒÎYÐÒÍçÙÚÐ ÞÚè�Û�Î�ÓØÞßË~Î�ÞßÍ4Ñwà�ÞßÍ4ÐÒÖ�ÔYÎ�Öjÿ�Û�Ñ y ��ä ¶ ä T = ∂U

∂S
= const. z æ Ó7Û
Ï�ÐÒÑßêê�ÐÒÍ9Ó7Í Ë~Ô�Õ�Í4ÐÒÎYÍ4Î�ñ�ÔYÎYè�ÞýÐÒÙ

T, p− å Ð]Ë~Ö�ÑßË�ÙÚÙ Ë�ÌYÖ�Í9ÌYÐÝÜ]ê�Í4Þ9ä å ÐÝÍ	àGÔYÙÚÙÚÍ ê�ÐÒÍ9Ó7Í4Ññ�Ô�ÎYè�Þ7ÍýÌYÐÒÜ]ê�Í Þ1êYË�ÎYÎòÍ4ÐÒÎYÍQ#1ÛGÍ5©GÐ]ÓØÞ7Í4Îp�4èGÔYÑßÿ�Í�äé;ÎeË�Î�ê�Í9Ñ7Í9Î � Û�ÑØÞßÍ4Î�(Pë¯Ó"�4Í4ÐÒÖ~Þ�ÓØÐ]ãâÉ æ êYË�ÓßÓVÓ7ÐÒãâÉýêYÐÝÍS&^��àGÐÝÙÚìYÜÒÐ'�4Í9ÓVÌ��4Ö�Ü ä S, V Ï�Í9Ö�Í9Îê�Í9Ñ�êYÛ�Ñ7Þ7ÐÒÖ�Í4ÎÔ'VÐÝÎ�Í9Ë~ÑßÐÝÞ } Þ�ÿ�Û�Î
U
Ö�Í4ÑâË�êYÍEË~Ô�ÕQÍ9ÐÝÎYÍ9Îçñ�Ô�ÎYè�Þ�ÐÒÙ

T, p− å Ð]Ë~Ö�ÑâË~ÙÚÙ�9Ô�Ó7Ë�ÙÚÙÅÍ9Î��4ÐÒÍ4É�Í4ÎQä å Ë�ê�ÔYÑâãâÉ Ï�ÐÒÑâê Ë�Ô�Ójê�Í9Ñ�à�ãâÉ�Ë�Ñjÿ�Û�Î &^��àGÐÝÙÚìYÜÒÐ'�4Í9ÓjÖ�Í4ÑâË�êYÍÍ9ÐÝÎYÍ$#�ÛGÍ^©�ÐÒÓØÞ7Í9Î��4èGÔYÑßÿ�Í�äH�jË�Î$Ì>Í9ê�Í9ÎYè�ÍÊÌ>Í4Ð§ê�Í9Ñ���Û�ÑßÓØÞ7Í9ÜÝÜÒÔYÎYÖ æ êYË�ÓßÓòÐÝÙ T, p
�å ÐÒË�Ö�ÑâË~ÙÚÙ ÐÒÎ�ÓØÖ�Í9ÓßË~ÙeÞÅÏ�Í4ÎYÐÒÖ�Í9Ñ³é;ÎYÕ?Û�ÑßÙÚË~Þ7ÐÒÛ�Î\Ó�ÞßÍ9ãâè�Þ æ Ï�Í4ÐÒÜ�Í9ÓSæØËóÎ�Ô�Ñ��9Ï�Í9ÐÒêYÐ �ÙÚÍ4Î.ÓØÐÒÛ�Î�Ë�Ü ÐÒÓØÞ`P å Í4Ô�ÞßÜÝÐ]ãâÉ��9Ô�Ó7Í4ÉYÍ9Î
Ð]Ó�Þ§êYË�Ó1Ì>Í4Ð�ê�Í9Ñ[#�ÛGÍ^©�Ð]Ó�ÞßÍ4Î��9ÜÝÐÒÎYÐÒÍ�(>ë�Î�Þ7Ü]Ë~ÎYÖÍ9ÐÝÎYÍPÓÃ&^��àGÐÒÙÚìYÜÝÐ'�4ÍPÓlÎYÐÝÙÚÙeÞ

U
è�Û�Î�ÓØÞßË�Î�Þ0�9Ô æ Ï�Ë�ÓlÍ4ÐÒÎYÍ4Ñ0�9ÔYÎYÍ4É�ÙÅÍ9Î�ê�Í9Î¬�1Ù ÓØÍ4ÞÄ��9ÔYÎYÖW��ä ¶ äYÿ�Û�Îçë�Ð]Ó�ÐÒÎ � Ë�ÓßÓØÍ9ÑBÍ4Î�ÞßÓ7ìYÑßÐÒãâÉ�Þ9ä�é;Ù T, p

� å ÐÒË�Ö�ÑâË~ÙÚÙ�ÐÒÓØÞEê�ÐÝÍPÓØÍ9Ñ�ñ�ÑßÛ-��9Í9ÓßÓýÎYÐ]ãâÉ�Þf�4Ô¬Û�Î�êYÍ4Î y Ï�ÐÒÍçË�Ô�ãâÉ æ U Ï�ÐÒÑßêbæØË Î�ÐÒãâÉ�ÞwË�Ô�Õ?Ö�Í4Þ7ÑâË~Ö�Í9Î z (��
Ë~ÎUÓØÐÒÍ4É�Þê�Í9Îb 1Ì.Í9Ñ7Ö�Ë~ÎYÖ§Õ?ÍPÓ�Þ ↔ µ ð ÓßÓØÐÒÖeÎGÔYÑBË~Ü]ÓË EÌ>Í4Ñ���Ô�Í4ÑßÔYÎYÖeê�Í9Ñ y ÔYÎYÍ9Î�ê�ÜÒÐÒãâÉòê ð ÎYÎYÍ9Î z#�ÛGÍ^©�ÐÒÓØÞ7Í9Î��4ÜÒÐÒÎYÐÝÍ+��Ë�Ô�Ó¯ê�Í9Ñ�à�ãâÉ.Ë~Ñ�ÿ�Û�ÎI&^��àGÐÒÙÚìYÜÝÐ'�4ÍPÓ�Ð]Ó�Þ�Í4ÐÒÎYÍ�à�ãâÉ.Ë~Ñ¯ÿ�Û�ÎÚñ�ÔYÎ�è�ÞßÍ4ÎÖ�Í4Ï�Û�Ñâê�Í4Î æ ê�ÐÒÍýê�ÐÒÍQ#1ÛGÍ5©GÐ]ÓØÞ7Í4Îp�4ÜÒÐÝÎYÐÒÍlÌYÐÝÜ]ê�Í9ÎQä
y ÐÝÐÒÐ z å ÐÝÍjêYÑ7Í9Ð�¾lÍ4ÌYÐÒÍ ÞßÍ Í4Î�ê�Í9Î\Ë�Ô�ÕuÍ4ÐÒÎYÍ4Ù áv�;à�ÐÝÙÚìYÜÒÍ^© æ ê�Í9Ñ Í4ÐÒÎÉ¾lÍ9ÙÚÐÒÓßãâÉ\Ë�Ô�Ó ê�ÑßÍ4Ðñ�É.Ë�Ó7Í4Î êYË~ÑâÓØÞ7Í4ÜÒÜÝÞ9ä å Û�Ñ7Þ1ÓØÐÒÎ�ê æ Ë�Î�Ë~ÜÒÛ�Ö��4Ô ê�Í9Î%#�ÛGÍ^©�Ð]Ó�ÞßÍ4Î��9ÜÝÐÒÎYÐÒÍ4Î æ T = ∂U

∂S

ÔYÎ�ê
p = − ∂U

∂V

è�Û�Î�ÓØÞßË�Î�Þ��4ÍPÓQÉ�Ë�Î�ê�Í4ÜÝÞ�Ó7Ð]ãâÉýÔYÙ ê�Í4Î³�VÑßÐÝì>Í4ÜÒìYÔYÎ�è�Þ�ÐÝÙ
T, p

� å Ð]Ë~Ö�ÑßË�ÙÚÙòä×1Ô�ãâÉeêYË�Ó å Ñ7Í9ÐÝÍPãâè1Ð]Ó�Þ ê�Û�Ñ7ÞF�4Ô§Í9ÐÝÎ�Í4Ù ñ�ÔYÎYè�Þ�è�Û�Î�ÞßÑßË�ÉYÐÝÍ9ÑØÞ æ ÏBË�ÓQË�ÜÝÜÒÍ4Ñâê�ÐÒÎYÖ�Ó�Í9Ì.Í9Î��Õ<Ë�ÜÝÜ]Ó0�4ÔóÍ4ÑßÏBË~Ñ7Þ7Í4Î�Ï�Ë�Ñ æ êYË�æØËøê�ÐÒÍ Í4ÑâÓØÞ7Í4ÎÊ×EÌ�ÜÝÍ9Ð ÞßÔYÎYÖ�Í9ÎóË�Ô�ãâÉóÉYÐÝÍ9Ñ y ÐÒÎYÎYÍ9Ñ7É�Ë�ÜÝÌê�ÍPÓ�àGÐÒÙÚìYÜÒÐ��9Í9Ó z è�Û�Î�Ó�ÞâË~Î�ÞEÓØÐÒÎ�ê y ÐÒÎ Í4ÐÒÎYÍ9Ñ��EÙÚÖ�Í9ÌYÔYÎYÖ æ ÐÒÎjê�Í4Ñ ð Ì.Í9ÑßË�ÜÝÜ d2U = 0Ö�ÐÝÜÝÞ æ Ö�ÐÒÜÝÞlÜÒÛ�Ö�ÐÒÓßãâÉYÍ4ÑßÏ�Í4Ð]ÓØÍeË�Ô�ãâÉ ð Ì>Í4ÑâË~ÜÒÜ dU = const. z ä��jË�Î
è�Ë~Î�Î�ê�ÐÒÍ9Ó7Í9Ó ¶ ÐÝÜ]êË�Ô�ãâÉjË~ÜÒÜÝÖ�Í4ÙÚÍ4ÐÒÎøÍ4ÑßÏ�Í9Ð ÞßÍ4ÑßÎ�( À Í9ê�Í9Ñ
n
�;à�ÐÝÙÚìYÜÒÍ^©òÏ�ÐÝÑâêøÐÝÎjêYÍ4ÑEñ�É.Ë�Ó7Í4Î�ê�Ð]Ë~Ö�ÑßË�ÙÚÙ³�å Ë~ÑâÓ�ÞßÍ4ÜÒÜÝÔ�ÎYÖ Ë~Ô�Õ Í4ÐÒÎYÍ4Îøñ�Ô�ÎYè�ÞEè�Û�Î�ÞßÑßË�ÉYÐÝÍ9ÑØÞPä

y ÐÒÿ z ¾lÍ9Î�Ë~Ô\Í4ÐÒÎYÍ9ÓÚê�Í9Ñ	ê�ÑßÍ4Ð<#1ÛGÍ5©GÐ]ÓØÞ7Í4Îp�4Ö�Í9ÌYÐÒÍ Þ7Í�Í4Î�êYÍ Þ ÐÝÎ\Í4ÐÒÎYÍ9Ù äv��àGÐÒÙÅì�ÜÝÍ5© æ ê�Í9ÙÓ7Û�Ö�Í4Î�Ë�ÎYÎ�Þ7Í4ÎòèGÑ7ÐÝÞ7Ð]ÓßãâÉYÍ4Î�ñ�ÔYÎYè�Þ9ä
�EÎ�ê Ö�Í4Î.Ë~Ô ê�ÐÒÍ �EÙÚÖ�Í4ÌYÔYÎ�Ö$ê�Í9Ó
èGÑ7ÐÝÞ7Ð]Ó7ãâÉ�Í4Î ñ�ÔYÎ�è�ÞßÍ9Ó�Ï�Û�ÜÝÜÒÍ4Î Ï�ÐÒÑ
ÎGÔYÎ Ë�Î�Ë~ÜÒá�ÓØÐÒÍ^�Ñ7Í9ÎQä å Ë-�4Ô��4Í9ÐÒãâÉ�ÎYÍ4ÎòÏ�ÐÝÑAæ�Í9Ï�Í9ÐÝÜ]Ó�Í9ÐÝÎYÍ9Î å ÔYÑâãâÉ�ÓßãâÉYÎYÐÝÞØÞEÍ4Î�ÞßÜÒË�ÎYÖÅêYÍ4Ñ

U, S
� ë�Ì.Í9ÎYÍ�ä � ÐÒÑ
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ÓßãâÉYÎYÍ9ÐÒê�Í9Î ÔYÎ�ÓBË~Ü]Ó7ÛeÓØÛ+�4Ô�ÓßË~Ö�Í4ÎÚèGÜÝÍ9ÐÝÎ�Ílà�ãâÉYÍ9ÐÝÌ+ãâÉYÍ9Î	ÙÚÐ ÞBè�Û�Î�Ó�ÞâË~Î�Þ7Í9Ù

V
ÉYÍ4ÑâË~Ô.Ó5��Ï ð Ñm�ê�Í9Î Ï�ÐÝÑ�ê�ÐÝÍPÓØÍ�Ë~ÜÒÜÝÍEÉ�ÐÝÎ�Þ7Í9Ñ7Í9ÐÝÎ.Ë~Î�ê�Í9Ñ�ÜÒÍ4Ö�Í9Î æ Ó7ÛýÉ } ÞØÞ7Í9Î Ï�ÐÝÑ�Ï�ÐÝÍPê�Í4Ñ�ê�Í4Î ÔYÑâÓ7ìYÑ ð ÎYÖ�ÜÒÐÒãâÉ�Í4Î¾lÑâË~ìYÉVä å ÐÒÍ9Ó@�9Í4ÐÒÖ~Þ1×EÌ�ÌQäpÁYä'&�áYä

×EÌYÌYÐÒÜ]ê�ÔYÎYÖÇÁ�ä�&|á�(��EÙÚÖ�Í9ÌYÔYÎYÖ ê�ÍPÓ�èGÑ7ÐÝÞ7Ð]ÓßãâÉYÍ4Î�ñ�ÔYÎYè�Þ7ÍPÓ
�jË�ÎòÓ7ÐÒÍ4É�Þ1Ë~Ü]ÓØÛÚê�ÐÒÍQ#uÔYÑßÿ�Í

U(S)
ÙÚÐÝÞEè�Û�Î.Ó�ÞâË~Î�Þ7Í9Î�ñ�Ë~ÑâË~ÙÚÍ4Þ7Í4ÑßÎ

V
Ô�Î�ê

N
ä�é ð Ñ�ÿ�Í9ÑÄ�ÓßãâÉYÐÒÍ9ê�Í9ÎYÍ

V
Ó7ÐÒÍ4É�Þ§ÙÚË�ÎÊÿ�Í4ÑâÓßãâÉYÐÝÍPê�Í4Î�Ít#uÔYÑßÿ�Í9Î æ Ï�Û�Ì.Í9Ð V1 < VC < V2 < V3 < V4Ö�ÐÝÜÝÞ9ä+éYÍ9Ñ7ÎYÍ9Ñ1Í9Ñ7è�Í4ÎYÎ�Þ1Ù Ë~Î æ êYË�Ó7Ó�ÐÒÙÞ#�ÛGÍ^©�Ð]Ó�ÞßÍ4Î��9Ö�Í4Ì�ÐÝÍ4Þ ∂U

∂S
= const.

Ö�ÐÒÜ ÞPä>×1Ì.Í9Ñ�Ï�ÐÒÑÏ�Ð]Ó7Ó7Í4ÎeÎYÛ�ãâÉýÙÚÍ4ÉYÑ�( å ÐÒÍ3#�Û�Î�ÓØÞßË�Î�Þ7Í�Ð]Ó�Þ Î } ÙÚÜÒÐÒãâÉwê�ÐÝÍË�VÍ9ÙÚì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑ
T
ä|�EÎ�êwÓØÛ�ÙÅÐÝÞ/è�Ë�ÎYÎÙ Ë~ÎóÍ4ÐÒÎ�ê�Í9Ô�Þ7ÐÒÖ

TC
Ì.ÍPÓ�ÞßÐÝÙÚÙÚÍ4ÎQä à�Þ7Í9ÜÝÜÝÞeÙ Ë~ÎÊÐÒÙ ÔYÑâÓ7ìYÑ ð ÎYÖ�ÜÒÐÒãâÉ�Í4Î å Ð]Ë~Ö�ÑßË�ÙÅÙ

U(V )ÓØÞßË~ÞØÞ
U(S)

ê�Ë~Ñ æ Ó7Ûýè�Ë~ÎYÎ	Ù Ë�Î pC Ì.ÍPÓ�ÞßÐÝÙÚÙÚÍ4ÎQä ¶ Í4Ð]ê�ÍS¾lÑßù�´�Í4Î	Ó7ÐÝÎ.ê	ÓØÛ�ÙÚÐ Þ�Í4ÐÒÎ�ê�Í4ÔYÞ7ÐÒÖê�Ô�ÑßãâÉøê�Í4Î���Í4ÑßÜ]Ë~Ô�Õ�ê�Í4Ñ�ë¯ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ4ÉGáGì.Í9ÑÄµ } ãâÉYÍ
U
Ö�Í4Ö�Í4Ì>Í4ÎQä

Ü È|¸ Ä ¸&ÏS��¸�È|Ý Ä ¸��
U
É } ÎYÖ~Þ�ÎYÐÒãâÉ�Þóÿ�Û�Î êYÍ4Î Î�Ë~Þ ð ÑßÜÝÐ]ãâÉYÍ9Î!��Ë~ÑßÐÒË�ÌYÜÝÍ9Î

T
ÔYÎ�ê

p
Ë�Ì æ ÓØÛ�Î�ê�Í4ÑßÎ ÿ�Û�Î SÔYÎ.ê

V
ä$é;Î Í4ÐÒÎYÍ4ÙnÍ4ÑâÓ�ÞßÍ4Î à�ãâÉYÑßÐÝÞØÞjÖ�Í9ÉYÍ4Î Ï�ÐÒÑ ÎGÔYÎ ÙÅÐÝÞØÞßÍ4Ü]ÓjÖ�ÑßË-Û.Ó7ãâÉ�Í4Ñ%'QÍ4Ö�Í4Î�êYÑ7Í5��/ÑßË�Î�ÓØÕ?Û�ÑßÙÚË~Þ7ÐÒÛ�Î��4ÔYÑ�Õ?Ñ7Í9ÐÝÍ9Î ë�ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ

F (T, V,N)
ð Ì.Í9Ñ9ä å Ë��4Ô Ù ð Ó7Ó7Í4Î Ï�ÐÒÑ�êYË�Ó

U(S)
�å ÐÒË�Ö�ÑâË~ÙÚÙ-'VÍ4Ö�Í9Î�ê�ÑßÍ^� Þ7ÑâË~Î�ÓØÕ?Û�ÑßÙÚÐÝÍ9Ñ7Í9ÎQä � ÐÝÑQÍ9Ñ7ÐÒÎYÎYÍ9Ñ7ÎuÔYÎ.Ó5( å ÐÒÍå'QÍ9Ö�Í4Î.ê�Ñ7Í5���/ÑâË~Î�ÓØÕ?Û�ÑßÙ Ë�Þ7ÐÒÛ�Îÿ�Í4Ñ7ÞßË~Ô.Ó7ãâÉ�Þ�è�Û�ÎGÿ�Í5©�Í9Ó�ÔYÎ�êòè�Û�ÎYè�Ëdÿ�ÍPÓ8��Í9Ñ7É�Ë�Ü ÞßÍ4ÎQäY×1ÌYÌQä�ÁYä'&`8³�4Í4ÐÒÖ~ÞEêYË�ÓBë�ÑßÖ�Í4Ì�ÎYÐÒÓ9ä

å ÐÝÍ&'VÍ4Ö�Í9Î�ê�ÑßÍ^� �VÑâË~Î.Ó�Õ?Û�Ñ7Ù Ë�ÞßÐÝÛ�Î��4ÐÒÍ4É�Þ	ê�ÐÒÍI¾lÍ9ÑßË�ê�ÍòÐÝÙ
U(S)

� å ÐÒË�Ö�ÑâË~ÙÚÙ Ë~ÔYÕ�Í4ÐÒÎYÍ9Îñ�Ô�ÎYè�ÞA�9Ô�ÓßË~ÙÚÙÚÍ4ÎQä å Í4ÎYÎÚË~Ô�Ó�à�ÞßÍ4ÐÒÖ�ÔYÎ�Ö�Í4ÎwÏ�Í9ÑßêYÍ4ÎeÐÒÎwêYÍ4Ñ]'QÍ9Ö�Í9Î�ê�ÑßÍ^� �VÑâË~Î�ÓØÕ?Û�ÑßÙ Ë�ÞßÐÝÛ�Î
9�Ñ7Þ7ÍÅÔYÎ�ê�ÔYÙÚÖ�Í9è�Í4É�ÑØÞPä å ËI¾lÍ4ÑâË�ê�Í9Î ð Ì>Í4ÑâË~ÜÒÜ�ê�ÐÒÍ9Ó7Í4ÜÒÌ.Í	à�ÞßÍ4ÐÒÖ�ÔYÎ�ÖòÉ.Ë~Ì>Í4Î æ Ü]Ë~Î�êYÍ Þýê�ÐÒÍÖ�Í9ÓßË~ÙýÞßÍ#¾lÍ9ÑßË�ê�ÍuÎ�Ë�ãâÉøê�Í9Ñ$�VÑâË~Î�ÓØÕ?Û�ÑßÙ Ë�ÞßÐÝÛ�ÎçË~ÎøÍ4ÐÒÎYÍ9Ù�9�ÑØÞ æ ê�ä ÉQä�Ë~ÔYÕ�Í9ÐÝÎYÍ9Ù ñ�Ô�ÎYè�Þ9ä
�jË�ÎÊÍ4Ñßè�Í4Î�Î�Þ�(

S = −∂F
∂T

Ð]Ó�ÞwÔYÎ�ÓØÞ7Í ÞßÐÝÖjÕ ð Ñ
T < TC

ÔYÎ.êUÓ�ÞßÍ Þ7ÐÒÖ Õ ð Ñ
T ≥ TC

ä/é ð Ñ
T < TC

ÜÝÐÒÍ4Ö�Í4ÎuÛHF+Í4ÎGÌ�Ë�Ñx�4Ï�Í4Ð~ñ¯É�Ë�Ó7Í4Î§ÿ�Û�Ñ�� Í4ÐÒÎ�&5�;à�ÐÝìYÜÒÍ^©uË~Ô�ÕYê�Í9ÑQë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ9ÉGá�ì>Í4Ñßì�µ } ãâÉYÍÙÚÐÝÞ
T = ∂U

∂S
= const.

Í4Ñ��4Í9ÔYÖ~ÞwÍ4ÐÒÎYÍ4Î>#uÎ�ÐÒãâèÊÐÒÎ
F (T, V,N) æ ê�Í4ÑÅÎGÔYÑÚê�ÔYÑâãâÉSÍ4ÐÒÎYÍñ�É.Ë�Ó7Í4Î } Î�ê�Í4ÑßÔYÎYÖÅÍ4ÑßèGÜ } Ñ7Ì.Ë~Ñ�ÐÒÓØÞ9ä
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×EÌYÌ�ÐÝÜ]ê�ÔYÎYÖ�ÁYä'&`8p(.éYÑßÍ4ÐÒÍeë¯ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ
F (T )

ÙÅÐÝÞ
N = const.

Õ ð Ñ�ÿ�Í4ÑâÓ7ãâÉ�ÐÝÍPê�Í4ÎYÍ0��Û�ÜÝÔ�ÙÅÍ9Î
V

Ü Èv¸ Ä ¸&Ï �+û Ç º Â n Ä ¸��
� ÐÝÑuÕ ð ÉYÑ7Í9Î�Î�ÛGãâÉ�ÙÚË�ÜÒÓlÍ9ÐÝÎYÍÔ'VÍ4Ö�Í4Î�ê�ÑßÍ^� �/ÑßË�Î�Ó�Õ?Û�Ñ7Ù Ë~Þ7ÐÒÛ�Î ê�ÔYÑâãâÉ�Ô�Î�ê
è�Û�ÙÚÙÚÍ4ÎÊÓØÛ��4Ô
G(T, p,N)

ÐÝÎ ê�Í9Î Î�Ë�Þ ð Ñ7ÜÒÐÒãâÉ�Í4Î ��Ë~ÑßÐÒË�ÌYÜÒÍ4Î
T, p

ä®é;Î ê�ÐÒÍ9Ó7Í4Î ��Ë~ÑßÐÒË�ÌYÜÒÍ4Î ÐÒÓØÞ
G
è�Û�Î��è�Ëdÿ>ä å ÐÝÍuñ�ÑßÛ-æ�Í9è�Þ7ÐÒÛ�ÎYÍ9Î�ê�Í9ÑBêYÑ7Í9Ðh#uÎ�ÐÒãâèGÜÒÐÝÎYÐÒÍ4ÎòË~Ô�Õ ê�ÐÒÍ

T, p
� ë�Ì.Í9ÎYÍuÍ4ÑßÖ�Í9Ì.Í9Î�êYË�ÎYÎ�ê�ÐÒÍ

#1ÛGÍ5©GÐ]ÓØÞ7Í4Îp�4ÜÒÐÝÎYÐÒÍ4Î¨Ì��4Ï§ä�ê�Ë�ÓÚË~ÜÝÞ7Ì>Í4è�Ë~Î�Î�ÞßÍøñ�É�Ë�Ó7Í4Î.ê�ÐÒË�Ö�ÑâË~ÙÚÙ ÐÝÎ ×EÌ�É } ÎYÖ�ÐÝÖ�è�Í9Ð ÞÚÿ�Û�Î
T
ÔYÎ�ê

p
ä å Ë�ÓlÙeÔ�ÓßÓuË~Ô�ãâÉóÓØÛøÓ7Í4ÐÒÎ æ ê�Í4ÎYÎ�ÐÝÙ G(T, p,N)

� ¾lÑâË~ì�É y ÙÚÐÝÞ N = const. zÏ�ÐÝÑâê�æ�Í9ê�Í9Ù
(T, p)

Í4ÐÒÎ
G
�4ÔYÖ�Í4Û�Ñßê�Î�Í Þ æ ÔYÎ.êóË�Ô�Óuê�Í4Ù �4Ï�Í4Ð]ê�ÐÒÙÅÍ9Î�Ó7ÐÝÛ�Î�Ë~ÜÒÍ4ÎjÏ�ÐÒÑßê�Í4ÐÒÎê�ÑßÍ4Ð]ê�ÐÝÙÚÍ9Î�ÓØÐÒÛ�Î.Ë~ÜÒÍ9Ó�ñ�É�Ë�ÓØÍ9Î�ê�Ð]Ë~Ö�ÑâË~ÙÚÙ y ×EÌYÌQä�ÁYä'&6; z ä

×1ÌYÌYÐÒÜÒêYÔYÎYÖÇÁYä'&6;�(�éYÑßÍ4ÐÒÍ§ë�Î�Þ7É�Ë�ÜÝìYÐÒÍ
G(T, p)

ÔYÎ�êòñ�ÑßÛ-æ�Í9è�Þ7ÐÒÛ�ÎøË~Ô�Õ�ê�ÐÒÍ
T, p

� ë�Ì>Í4ÎYÍ
×EÔ�ÕVêYÍ4ÎÔ#�Û�Í5©�ÐÒÓØÞ7Í9Î��4ÜÒÐÝÎ�ÐÝÍ9ÎÚÓ7ÐÒÎ�ê ê�ÐÒÍEÍ4ÑâÓ�ÞßÍ4Î ×EÌ�ÜÝÍ9Ð ÞßÔYÎYÖ�Í9Îçê�ÍPÓ�ñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~Ü]Ó

G
ÔYÎ�ÓØÞ7Í ÞßÐÝÖ æê�ä ÉQä�(
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×EÌYÌYÐÒÜ]ê�ÔYÎYÖÇÁ�ä�&|%�(pã>ÔYÑ�ë�ÑßÜ } Ô�ÞßÍ4ÑßÔYÎYÖ ê�Í4Ñ�ë¯ÉYÑ7Í9Î�Õ?Í9ÓØÞeÉ ÓßãâÉYÍ4Î&#uÜ]Ë�ÓßÓØÐ�Û�è�Ë�ÞßÐÝÛ�Î
∂G
∂T

= S
ÔYÎ�ÓØÞ7Í4Þ7ÐÒÖ ⇒ ∆S = Sα − Sβ 6= 0

∂G
∂p

= V
ÔYÎ�ÓØÞ7Í ÞßÐÝÖ ⇒ ∆V = Vα − Vβ 6= 0å Ë~Ì>Í4Ð�Ó�ÞßÍ4ÉYÍ9Î

α
ÔYÎ�ê

β
Õ ð Ñ�Õ?Í9ÓØÞ æ µ ð ÓßÓ7ÐÝÖ Û�ê�Í9ÑEÖ�Ë�Ó�Õ?ù�Ñ7ÙÚÐÒÖ�ä�ë�ÐÒÎjÓØÛ�ÜÒãâÉ�Í4ÑEñ�É.Ë�Ó7Í4Î ð Ì>Í4Ñm�Ö�Ë~ÎYÖøÉYÍ9Ð�´�Þt_�ö�Ev�^
4íQ�p��
4ï*C�E�í�CËÊ+��ÌBï ² í.î�í�C�äQ×EÙ èGÑ7ÐÝÞ7Ð]Ó7ãâÉ�Í4ÎÊñ�ÔYÎYè�ÞÚÓØÐÒÎ�êÊË~ÜÒÜÝÍ Í9ÑßÓØÞ7Í9Î×1ÌYÜÝÍ9Ð ÞßÔYÎYÖ�Í4Î	ÿ�Û�Î

G
Ó�ÞßÍ ÞßÐÝÖ æ ÙÚÐÒÎ�ê�Í9ÓØÞ7Í9Î�Ó�Í4ÐÒÎYÍ$�4Ï�Í4ÐÝÞ7Íl×EÌYÜÒÍ4ÐÝÞ7Ô�ÎYÖeÐ]Ó�ÞFæ�Í9ê�Û�ãâÉ	ÔYÎ�ÓØÞ7Í4Þ7ÐÒÖ�äë�ÐÒÎYÍòÓØÛ�ÜÒãâÉYÍ�ñ�É�Ë�ÓØÍ9Î�Ô�ÙeÏBË~Î�ê�ÜÒÔYÎYÖ É�Í4Ð'´~Þr_�ö�Ev�^
4íQ�p��
4ï*C�E�í�C=Í<�ÎÌBï ² í�î�í	C~ä�×EÜÒÜÝÖ�Í4ÙÚÍ4ÐÒÎÖ�ÐÝÜÝÞEê�ÐÝÍÃÉ¯öGïm
4í`¦^
^� ÷��4õâö�
��³qGE|��� ô Õ7A=E�÷ ô���í�(

Ï Ç Èv¸<�"��¸ Æ û�Ï Æ � Ç ¸Ð� Â º Æ9ÆPÄ � o º�û Ä�� �
ë�ÐÒÎ�ñ�É.Ë�Ó7Í4Î ð Ì>Í4ÑßÖ�Ë~Î�ÖýÐÒÓØÞBÿ�Û�Î

n
� ÞßÍ4Ñ�9�Ñßê�ÎGÔYÎ�Ö æ Ï�Í9ÎYÎçÍ9ÑßÓØÞ7Ù Ë~Ü]Ó�Í4ÐÒÎYÍ y Û�ê�Í4ÑBÙÚÍ4ÉYÑßÍ4ÑßÍ zê�Í4Ñ

n
� Þ7Í9Îò×1ÌYÜÒÍ4ÐÝÞ7ÔYÎYÖ�Í4Î ê�ÍPÓ�ñ Û~Þ7Í9Î�Þ7Ð]Ë~Ü]Ó

G
ÔYÎ�ÓØÞ7Í4Þ7ÐÒÖÚÏ�ÐÝÑâê�{dÏ�Í4Ñâê�Í9ÎQä

¶ Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7Í4Î�Ï�ÐÝÑ�Í9ÐÝÎ V, p � å ÐÒË�Ö�ÑâË~ÙÚÙ y ×1ÌYÌQäpÁ�ä�&|% z ä�ë�ÓK�4Í9ÐÝÖ�Þ�Ó7Ð]ãâÉ�(
V
Ð]Ó�ÞEÓØÞ7Í4Þ7ÐÒÖÚÕ ð Ñ

T ≥ TC

V
ÐÒÓØÞEÔYÎ�ÓØÞ7Í4Þ7ÐÒÖÚÕ ð Ñ

T < TC×1Ù è�ÑßÐÝÞ7Ð]Ó7ãâÉYÍ9Îjñ�ÔYÎ�è�ÞuÐ]Ó�Þ
V
ÓØÞ7Í4Þ7ÐÒÖ æ Ë~Ì>Í4Ñ ∂V

∂p
= −∞ ⇒ κT = − 1

V
∂V
∂p

= ∞ ä å ÐÒÍ9ÓÍ9Î�ÞâÓØì�Ñ7Ð]ãâÉ�Þ�ê�Í9Ñ�Ë�Î�Õ<Ë~ÎYÖ�ÓVÖ�Í4Ù Ë�ãâÉ�ÞßÍ4Î ¶ Í4ÙÚÍ4ÑßèGÔYÎYÖ æ ê�ÐÒÍ�Ì.ÍPÓ7Ë�Ö~Þ7Í æ ê�Ë�ÓßÓVÌ>Í4Ð�ñ�É.Ë�Ó7Í4Î ð Ì>Í4Ñm�Ö } ÎYÖ�Í4Î�êYÐÝÍuÞßÉYÍ4ÑßÙÚÛGêYá�Î.Ë~ÙÚÐÒÓßãâÉYÍ9ÎU#�Û�Í6ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�Þ7Í9ÎòÓ7ÐÝÎ�Ö�ÔYÜ } ÑBÏ�Í4Ñâê�Í4ÎQä
º@õ�)@õ�ö h�i��®lÄü ÿM��ÿ�üÝ²8k ª kxÿ�¯��í�
�Hÿ�i�n$ù�²å�8nÞÎË���®ý�kFn�Ñ�X0k�¯pù « n$ù3kFn
� ÐÒÑ�Ó�ÞßÔ�ê�ÐÒÍ4ÑßÍ4ÎeÍ9ÐÝÎwÍ4ÐÒÎYè�Û�ÙÚì.Û�ÎYÍ4Î�Þ7ÐÒÖ�ÍPÓ/àGá�ÓØÞ7Í9Ù

Σ æ Ï�Í9ÜÒãâÉYÍPÓVÏ�ÐÒÑ�Ë~ÎýÍ9ÐÝÎ �~} ÑßÙÚÍ4Ì�Ë�ê WÔYÎ.êwÍ9ÐÝÎW��Û�ÜÝÔYÙÚÍ9Î�Ì.Ë�ê
V
è�Û�ì�ì.Í9ÜÝÎQä å Ë�Ó �~} ÑßÙÅÍ9Ì�Ë�êwÖ�ÐÒÌ�Þ¯ê�Í9Ù àGá�ÓØÞ7Í9Ùzê�ÐÒÍ$�VÍ9ÙÚì.Í9ÑßË-�ÞßÔYÑ

T
ÿ�Û�Ñ æ ê�Í9Ñ å ÑßÔ�ãâè p ê�Í9Ó àGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ó/Ï�ÐÝÑâêýê�ÔYÑâãâÉeêYË�Ó���Û�ÜÝÔYÙÚÍ9Î�Ì.Ë�ê#Û�©�ÐÒÍ4Ñ7Þ9äd×EÔ�Õ>ê�ÐÝÍPÓØÍ
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� Í9ÐÒÓ7Í è�ù�ÎYÎYÍ9Î�Ï�ÐÒÑ

T
ÔYÎ�ê

p
ê�ÔYÑâãâÉ�Ó�ÞßÐÝÙÚÙÚÍ4Î æ Ï�ÐÝÍ Ï�ÐÒÑ§Í9Óýÿ�Û�Îóñ�É�Ë�ÓØÍ9Î�ê�Ð]Ë~Ö�ÑßË�ÙÅÙÚÍ9Îè�Í9ÎYÎYÍ4ÎVä

� ÐÝÑlÏ } ÉYÜÒÍ4Î Í9ÐÝÎ Ö�Í4Í4ÐÒÖ�Î�Í Þ7ÍPÓEñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~Ü"�4ÔYÑ ¶ Í ÞßÑßË�ãâÉ�ÞßÔYÎYÖ.ä å Ë	Ï�ÐÝÑlÔYÎ�Ó T ÔYÎ�ê
p
Ë�Î��Ó7ãâÉ.Ë~ÔYÍ9Î�Ï�Û�ÜÒÜÝÍ9Î æ ÜÒÐÝÍ9Ö~ÞýÍPÓ§Î�Ë~É�Í æ ê�ÐÒÍ Õ?ÑßÍ4ÐÒÍ ë�Î�Þ7É�Ë�ÜÝì�ÐÝÍÃ�9ÔUÌ.Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Í9Î�( G(T, p,N) =

Nµ(T, p)
ä ¶ Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÍ4ÎóÏ�ÐÝÑ§Õ?Í9Ñ7Î�Í4Ñf�9Ï�Í9Ð�ñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎóÙÚÐÝÞ³� Û�Ü��PË~ÉYÜÒÍ4Î N1

ÔYÎ�ê
N2 y ÔYÎ�ê

N = N1 +N2 = const.. z ä
Ü Èvº�Ý�¸�� �1Î�ÞßÍ4ÑEÏ�Í4Ü]ãâÉYÍ9Î ¶ Í9êYÐÝÎYÖ�ÔYÎYÖ�Í4ÎçÜÒÐÒÍ4Ö�Í9Î ê�ÐÝÍuñ�É.Ë�Ó7Í4ÎøÐÝÙ�¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉ�Ö�Í4Ï�Ð]ãâÉ�Þ�ÿ�Û�Ñ Þ
ë¯Ó�Ö�ÐÝÜÝÞBÕ ð ÑEÌ>Í4Ð]ê�Í§ñ�É�Ë�ÓØÍ9Î�(

T1 = T2 = T

p1 = p2 = p

½ Ë�ãâÉòê�Í9Ñ�'QÍ9Ö�Í4Î.ê�Ñ7Í5���/ÑâË~Î�ÓØÕ?Û�ÑßÙ Ë�Þ7ÐÒÛ�Î Ö�ÐÝÜÝÞs(
G1(T, p,N1) = U1 + pV1 − S1T

G2(T, p,N2) = U2 + pV2 − S2T

å Ë�ÑßË�Ô�Ó�Õ?Û�ÜÒÖ~Þ�(
G(T, p,N) = U + pV − ST

= (U1 + U2) + p(V1 + V2) − (S1 + S2)T

= G1(T, p,N1) +G2(T, p,N2)

� ÐÝÑ�Í9Ñ7É.Ë~ÜÝÞ7Í4ÎøË~Ü]Ó7ÛÅÙÚÐÝÞ1ê�Í4Ñ�¾lÐÒÌYÌ�ÓÄ� å ÔYÉ�Í4Ù���åEÍ4Ü]Ë�Þ7ÐÒÛ�ÎF(
G(T, p,N) = N1µ1(T, p) +N2µ2(T, p)

= N1(µ1 − µ2) +Nµ2

é;ÙÅ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í9Ï�ÐÒãâÉ�ÞBÏ�ÐÝÑâê
G
ÙÚÐÒÎYÐÝÙ Ë�Ü ä � ÐÒÑEÙ Ë�ãâÉ�Í4ÎòÎ�Ô�ÎòÍ9ÐÝÎ�Íué.Ë~ÜÒÜÝÔ�Î�ÞßÍ4ÑâÓ7ãâÉ�Í4Ð]ê�ÔYÎYÖ�(

y Ð z µ1(T, p) > µ2(T, p)�jË�ÎjÓØÐÒÍ4É�ÞEÎGÔYÎjÓ7Û~Õ?Û�ÑØÞ æ êYË�ÓßÓ�Õ ð Ñ N1 = 0
êYË�Ó$� ÐÒÎYÐÝÙwÔYÙ Í4ÑßÑ7Í9ÐÒãâÉ�Þ�ÐÒÓØÞ æ êYËÚÙ Ë~ÎË�Î�ÓØÛ�Î�ÓØÞ7Í4ÎçÍ4ÐÒÎYÍ4Î	ì>Û�Ó7ÐÝÞ7ÐÒÿ�Í4ÎòàGÔYÙÚÙ Ë~Î�ê�Í9ÎçË�ê�ê�ÐÝÍ9ÑØÞPä å Ë�Ó�ÉYÍ9Ð�´�Þ æ êYË�ÓßÓ¯ÎGÔYÑ�ñ�É�Ë�ÓØÍáÅÐÒÙÅ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í9Ï�ÐÒãâÉ�ÞBÿ�Û�Ñ7É�Ë�Î�ê�Í9ÎçÐ]Ó�ÞPä

y ÐÒÐ z µ1(T, p) < µ2(T, p)×1Î�Ë~ÜÒÛ�Ö�Í4Ñ7Õ ð ÜÝÜÝÞuÎ�Ô�Î
N2 = 0

ê�ÐÒÍW� ÐÝÎ�ÐÝÙ Ë~ÜÒÌ>Í9ê�ÐÒÎYÖ�Ô�ÎYÖ æ Õ?Û�ÜÒÖ�ÜÒÐ]ãâÉjÐÒÓØÞuÐÝÙñ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉ��Ö�Í4Ï�Ð]ãâÉ�Þ�ÎGÔYÑ�ñ�É.Ë�Ó7ÍÃ&lÿ�Û�ÑßÉ�Ë~Î.ê�Í4ÎQä
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y ÐÒÐÝÐ z µ1(T, p) = µ2(T, p)½ ÔYÎ Ð]Ó�Þ�è�Í4ÐÒÎYÍjÓ7ì.Ís�4ÐÒÍ4ÜÒÜÝÍI��Í9ÑØÞßÍ4ÐÒÜÝÔ�ÎYÖSË~Ô�Ó7Ö�Ís�4Í9ÐÒãâÉYÎ�Í Þ æ ê�Ë G(T, p,N) = Nµ2ÎYÐÒãâÉ�Þ�ÙÅÍ9ÉYÑ�ÿ�Û�Î
N1

ÔYÎ.ê
N2

Ë~ÌYÉ } ÎYÖ�Þ9ä ¶ Í9ÐÒê�Í�ñ�É�Ë�ÓØÍ9Î	è�ù�ÎYÎYÍ4Î ÐÒÎçÍ9ÐÝÎ�Í4Ù�Ì.Í9ÜÝÐÒÍ^�ÌYÐÝÖ�Í4Î���Í4ÑßÉ } ÜÝÞ7Î�ÐÒÓ�è�ÛGÍ^©�ÐÒÓØÞ7ÐÒÍ4ÑßÍ4ÎVä
� � ¸�á Ä Æ û�¸���ü-¹H¸�» Ä ��Ý��"��Ý
#1ÛGÍ5©GÐ]ÓØÞ7Í4Îp�Ø�4Ï�Í4ÐÒÍ4Ñlñ�É�Ë�ÓØÍ9Î
ÐÒÙ ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í9Ï�ÐÒãâÉ�Þ�Ð]ÓØÞuË�ÜÒÓ7ÛçÎGÔYÑuÙÚù�Ö�ÜÝÐ]ãâÉ æ Õ<Ë~ÜÒÜÒÓuê�ÐÒÍ ãâÉYÍ^�ÙÚÐÒÓßãâÉYÍ4Îòñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÍuÌ.Í9ÐÒê�Í9ÑEñ�É�Ë�ÓØÍ9Î�Ö�ÜÝÍ9ÐÒãâÉøÓ7ÐÝÎ�ê�(

µ1 = µ2 y ÁYä Ì z
å ÐÝÍPÓ�Ð]Ó�Þ1Ë�Ô�ãâÉøÖ�ÑâË~ìYÉYÐ]ÓßãâÉ�Ó7Í4ÉYÑEÜÒÍ4Ð]ãâÉ�ÞK�4ÔjÓ7Í4ÉYÍ9Î æ Ï�Í4ÎYÎøÙ Ë~Î Ó7ÐÒãâÉ G(N1)

Í9ÐÝÎYÙ Ë�ÜVË~Ô�Õr��9Í4Ð]ãâÉYÎYÍ Þ y ×EÌYÌQä�ÁYä'&s, z ä

×EÌYÌYÐÒÜ]ê�ÔYÎYÖÇÁ�ä�&�,�(pã>ÔYÑ$� ÐÒÎYÐÒÙeÔYÙ Ó7Ì.ÍPÓ�ÞßÐÝÙÚÙwÔYÎYÖ ÿ�Û�Î
G

� Ë�Ó�Ì.ÍPê�Í4ÔYÞ7Í Þýê�ÐÒÍ9ÓlË~Î.Ó7ãâÉ�Ë�ÔYÜÒÐÒãâÉ�Þ � Í4ÎYÎóê�ÐÒÍwÌ>Í4Ð]ê�Í4Îóñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎjÍ4ÐÒÎ
Ô�Î�ÞßÍ4ÑâÓ7ãâÉ�ÐÝÍPê�ÜÝÐ]ãâÉYÍPÓãâÉYÍ9ÙÚÐÒÓßãâÉYÍ9Óuñ Û�Þ7Í4Î�ÞßÐÒË�Ü�É�Ë~Ì>Í4Î æ ÓØÛøÍ5©GÐ]ÓØÞ7ÐÒÍ4Ñ7ÞýÎ�Ô�Ñýê�ÐÝÍçñ�É�Ë�Ó7ÍÚÙÚÐ ÞeÖ�Í4ÑßÐÝÎ�Ö�Í4ÑßÍ4ÙªãâÉ�Í4ÙÚÐ �ÓßãâÉYÍ4Î
ñ�Û�Þ7Í9Î�ÞßÐÒË�Ü ä�×1Î�ê�ÐÒÍ9Ó7Í4Ñýà�ÞßÍ4ÜÒÜÝÍÅÐÒÓØÞuÍ9ÓlÿGÐÝÍ9ÜÝÜÒÍ4Ð]ãâÉ�ÞlÓ7ÐÝÎYÎGÿ�Û�ÜÒÜ æ êYË~ÑâË~ÔYÕ3�4Ôóÿ�Í4ÑßÏ�Í4Ð]ÓØÍ9Î æêYË�Ó7ÓÚÙ Ë�Î ê�Ë�Ó	ãâÉYÍ9ÙÚÐÒÓßãâÉYÍ ñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~ÜEÎ�ÐÒãâÉ�Þ	ÔYÎGÌ>Í9ê�ÐÒÎYÖ~Þ�ÙÅÐÝÞ�ãâÉYÍ9ÙÚÐÒÓßãâÉYÍ4Î ¶ Í4Ö�Ñ7ÐGF+Í4ÎÏ�ÐÒÍ�ë�ÜÒÍ4è�Þ7ÑßÛ�ÎYÍ9Ö�Ë~Þ7ÐÒÿ�ÐÝÞ } Þ�ÿ�Í9Ñ7Ï�Í9ãâÉ�Ó7Í4ÜÝÞ9ä=a�É�Í4ÙÚÐÒÓßãâÉYÍPÓ�ñ Û~Þ7Í9Î�Þ7Ð]Ë~Ü�Ð]ÓØÞ¯Í4ÐÒÎU9�Ì.Í9Ñ7Ì>Í4Ö�Ñ7ÐGF	Õ ð ÑË�ÜÝÜÒÍ9Ó æ Ï�Ë�ÓK�VÍ9ÐÝÜ]ãâÉYÍ4ÎøêYË��4ÔòÌ.Í9Ï�Í9Ö�Í4Îòè�Ë~ÎYÎ æ ÓØÐ]ãâÉ�ÐÒÎøÍ4ÐÒÎYÍuÌ.ÍPÓ�ÞßÐÝÙÚÙeÞ7Ífå�Ð]ãâÉ�Þ7ÔYÎYÖW�9ÔòÌ>Í^�Ï�Í4Ö�Í4ÎQä å Ë�ÍPÓ ÐÝÎÚÔYÎ.ÓØÍ9Ñ7Í9ÎwÌYÐ]Ó7ÉYÍ4ÑßÐÝÖ�Í4ÎÚàGá�Ó�ÞßÍ4ÙÚÍ4ÎÚË~Ì>Í4Ñ�è�Í4ÐÒÎYÍ<'VË�êYÔYÎYÖ�Í9ÎeÛ�ê�Í9Ñ�ÓØÛ�Î�Ó�ÞßÐÝÖ�Í� Í9ãâÉ�Ó7Í4ÜÒÏ�ÐÒÑ7èGÔYÎYÖ�Í4Î	Ö�ÐÝÌYÞ æ ÐÒÓØÞBÍ4ÐÒÎYÍ§ãâÉYÍ4ÙÚÐ]Ó7ãâÉYÍ � ÍPãâÉ�Ó7Í4ÜÒÏ�ÐÝÑßèGÔYÎYÖwË�Ô�ãâÉçÎ�ÐÒãâÉ�ÞBÙÅù�Ö�ÜÒÐÒãâÉVä� ÐÒÑ�è�ù�ÎYÎ�Í4Î ÓØÞßË�Þ7Þßê�ÍPÓ7Ó7Í4Î Õ ð Ñòê�Ë�ÓçãâÉ�Í4ÙÚÐÒÓßãâÉYÍ�ñ�Û�Þ7Í9Î�ÞßÐÒË�Ü1ÐÒÙ  EÌ>Í4ÑßÖ�Ë�ÎYÖ¬µ ð ÓßÓØÐÒÖ ↔Ö�Ë�ÓØÕ?ù�ÑßÙÅÐÒÖøê�Í4Î å Ë~ÙÚì�Õ<ê�ÑßÔ�ãâè�êYÍ9Ó � Ë�ÓßÓØÍ9ÑßÓuÐ]ê�Í9Î�ÞßÐ Û��4ÐÒÍ4ÑßÍ4Î y Ï�Û�Ì>Í4Ð¯êYÍ4Ñ å Ë~ÙÚì�Õ<ê�ÑßÔ�ãâèÎYÐ]ãâÉ�ÞeC-q'
 ô<õâö	êYÍ4Ù�ãâÉYÍ4ÙÚÐ]Ó7ãâÉYÍ9ÎÚñ�Û�Þ7Í9Î�ÞßÐÒË�ÜYÐ]Ó�Þ z æ Ì��9Ï§ä�Ë�ÜÒÓ8¾lÍ9Ö�Í9Î�ÓØì�ÐÝÍ9ÜÝÍ9Ñ�ê�Í4Î å Ñ7Ô�ãâèÅê�Í9Ó¾uË�ÓØÍPÓ4ä å Í4Ñ å Ë~ÙÚì�Õ<ê�ÑßÔ�ãâè�ÐÒÓØÞ1êYË~Ì>Í4ÐQêYÍ^Û�ÎYÐÒÍ4Ñ7Þ1Ë~Ü]Ó�ê�Í9Ñ å ÑßÔ�ãâè æ ê�Í9ÑEÓØÐ]ãâÉøÐÝÎøÍ4ÐÒÎYÍ9ÙbË~Ì��Ö�Í9ÓßãâÉYÜÝÛ�Ó7Ó7Í4Î�Í4Î�¾lÍ4Õ } ´§Û�Ì.Í9Ñ7É�Ë�ÜÝÌ ê�Í9Ñ¯é�Ü ð Ó7Ó7ÐÝÖ�è�Í9Ð Þ�Í4ÐÒÎ�ÓØÞ7Í9ÜÝÜÒÍ4Î Ï ð Ñâê�Í æ êYËuÐÒÙÅÙÚÍ9Ñ�Ï�ÐÝÍPê�Í4Ñ�/Í4ÐÒÜÒãâÉ�Í4Îøê�ÐÝÍýé�Ü ð ÓßÓØÐÒÖ�è�Í4ÐÝÞ�ÿ�Í4ÑßÜÒË�Ó7Ó7Í4ÎQä�é ð ÑKµ ð Ó7Ó7ÐÒÖ-� Ö�Ë�ÓØÕ?ù�ÑßÙÚÐÝÖ��� 1Ì.Í9Ñ7Ö } ÎYÖ�ÍBÖ�ÐÒÜ Þ�(
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1§Ç º Æ ¸<�x�F¹8¸�ÈvÝ�º��"Ý"��Ò�� ÆPÆ9Ä Ý�ÂfÝ�º Æ � £ Èv� Ä Ý
ë¯ÐÝÎYÍ	àGÔ�Ì�Ó�ÞâË~Î��ÚÓ7ÐÝÍPê�Í Þ æ Ï�Í4Î�Î�ê�Í9Ñ å Ë~ÙÚì�Õ<êYÑ7Ô�ãâè ê�Í9Ñ§é/Ü ð ÓßÓØÐÒÖ�è�Í4ÐÝÞlê�Í9Î } Ô�´�Í9Ñ7Í9Î¼¾uË�ÓÄ�êYÑ7Ô�ãâè ð Ì.Í9ÑßÓßãâÉYÑßÍ4ÐÝÞ7Í Þ y Û�ê�Í9Ñ��9ÔYÙÚÐÝÎ.ê�Í9ÓØÞ Í4ÑßÑ7Í9ÐÒãâÉ�Þs� êYË�ÎYÎ�ÿ�Í4ÑßÜ } Ô�ÕþÞÚêYÐÝÍ*�EÙwÏ�Ë�Î�ê�ÜÒÔYÎYÖË�ÜÝÜÒÍ4Ñâê�ÐÒÎYÖ�Ó�ÎYÐ]ãâÉ�Þ�ÿ�Û�ÜÒÜÒÓØÞ } Î�ê�ÐÒÖ z ä å Ë~ÎYÎ�ÐÒÓØÞEê�ÐÒÍ � Ë~ÉYÑâÓßãâÉYÍ4ÐÒÎYÜÒÐÒãâÉYè�Í4ÐÝÞ æ êYË�Ó7Ó�ê�ÐÒÍ#�/Í4ÐÒÜ]ãâÉYÍ4ÎêYÐÝÍøé�Ü ð ÓßÓ7ÐÝÖ�è�Í4ÐÝÞeÿ�Í4ÑßÜÒË�Ó7Ó7Í4Î æ Ö�Ñßù�´�Í4ÑeË�ÜÒÓÅê�ÐÒÍ � Ë~ÉYÑâÓ7ãâÉ�Í4ÐÒÎYÜÝÐ]ãâÉYè�Í4ÐÝÞ æ ê�Ë�ÓßÓ³�/Í4ÐÒÜÒãâÉ�Í4Î�Ë�Ô�ÓêYÍ4ÙN¾uË�Ó�ÐÒÎjê�ÐÒÍýé/Ü ð ÓßÓØÐÒÖ�è�Í4ÐÝÞ$�4ÔYÑ ð ãâèGÖ�ÍPê�Ñ ð ãâè�ÞBÏ�Í4Ñâê�Í9ÎQä å ÐÒÍwàGÐÒÍ9êYÍ Þ7Í9ÙÚì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑlÓ�ÞßÍ4ÐÒÖ~ÞË�ÜÒÓ7ÛòÙÅÐÝÞýê�Í4Ù } Ô�´�Í4ÑßÍ4Î å ÑßÔ�ãâè æ êYÍ4ÑeàGÐÒÍ9ê�ÍPê�ÑßÔ�ãâèjÓØÐÒÎYè�Þ§ÙÚÐ ÞýÓØÞ7Í4ÐÒÖ�Í9Î�ê�Í9Ñ#�/Í4ÙÚì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑy êYË êYË�ÎYÎ�ÙÚÍ9ÉYÑ��/Í4ÐÒÜÒãâÉYÍ9ÎòêYÐÝÍ§ë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍlÉ.Ë~Ì>Í4Î æ êYÐÝÍ§é�Ü ð Ó7Ó7ÐÝÖ�è�Í9Ð ÞK�4Ôøÿ�Í4ÑßÜÒË�Ó7Ó7Í4Î z ä×1Ù èGÑßÐ ÞßÐÒÓßãâÉYÍ4Î�ñ�ÔYÎYè�Þýÿ�Í4ÑßÜÝÐÒÍ4Ñ7ÞuêYÍ4Ñ å Ë~ÙÚì�Õ<ê�ÑßÔ�ãâè
Ó7Í4ÐÒÎYÍ ¶ Í9ê�Í9Ô�Þ7ÔYÎ�Ö æ Ï�Í4ÐÒÜ�ê�ÐÝÍÅÞßÉYÍ4Ñm�ÙÚÐ]Ó7ãâÉ�Í	ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍòê�Í4ÑwÍ4ÐÒÎ��4Í9ÜÝÎYÍ9Î��VÍ9ÐÝÜ]ãâÉYÍ9Î�ÓØÛ
Ö�ÑßÛ�´ Ð]Ó�Þ æ êYË�Ó7Ówê�ÐÝÍòé�Ü ð ÓßÓ7ÐÝÖ�è�Í4ÐÝÞeè�Í4ÐÒÎYÍ4Î¶ ÍPÓ�ÞâË~Î�êóÙÚÍ4ÉYÑeÉ�Ë�ÞeÔ�Î�êUÓØÐ]ãâÉUË~Ô�ãâÉóÔYÎ�Þ7Í9ÑeÉYÛ�ÉYÍ4Ù å ÑßÔ�ãâè } ÉYÎYÜÒÐ]ãâÉóÏ�ÐÒÍ Í4ÐÒÎUè�Û�ÙÚìYÑ7Ð��ÙÚÐÒÍ4Ñ7Þ7ÍPÓ$¾uË�ÓBÿ�Í9Ñ7É } ÜÝÞ9ä
×EÜÒÜÝÖ�Í4ÙÚÍ4ÐÒÎ\ÐÒÓØÞ	ÔYÎ�Ó7Í4ÑßÍ�ë¯Ñ7è�Í4ÎYÎ�Þ7Î�ÐÒÓ Ë�ÜÒÓ7Û�ÜÒÛ�Ö�ÐÒÓßãâÉ�(�àGÛ�ÜÒË�ÎYÖ�ÍòÍ9ÓÚÏBË~ÉYÑâÓßãâÉYÍ4ÐÒÎYÜÒÐÒãâÉYÍ9ÑwÐ]ÓØÞ æêYË�ÓßÓýÍ9ÐÝÎ �VÍ9ÐÝÜ]ãâÉYÍ4ÎUÿ�Û�ÎUñ�É.Ë�Ó7Í�&��9ÔUñ�É�Ë�Ó7Í�á Ï�Ë�Î�ê�Í4Ñ7ÞwË�ÜÒÓeÔYÙÚÖ�Í4è�Í4ÉYÑ7Þ æ É�Ë~Ì>Í4Î�Ï�ÐÝÑè�Í9ÐÝÎ¬¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�Þ9ä ¶ ÜÒÍ4ÐÒÌ>Í4Î¬�VÍ9ÙÅì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑuÔYÎ�ê å ÑßÔ�ãâèjÓØÞ7Í4ÞßÓlè�Û�Î�Ó�ÞâË~Î�Þ y ÔYÎ�êóÓØÛ�ÙÚÐ ÞË~Ô�ãâÉýêYÐÝÍ�ãâÉYÍ4ÙÚÐ]Ó7ãâÉYÍ9Î§ñ Û~Þ7Í9Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÍ z æ Ó7ÛEÏ�Ë�Î�ê�Í9Ñ7ÎýË�ÜÒÓ7ÛEË~ÜÒÜÝÍË�VÍ9ÐÝÜ]ãâÉYÍ9Î§ÐÝÎeêYÐÝÍ�Ï�Ë�ÉYÑßÓßãâÉYÍ9ÐÝÎ��ÜÝÐ]ãâÉYÍ9Ñ7Í ñ�É.Ë�Ó7Í�äVë¯ÐÒÓ7Ï ð Ñ7Õ?Í4Ü¯ÐÒÎSÍ9ÐÝÎYÍ9Ù�¾lÜ]Ë�ÓeÓ7ãâÉYÙÚÍ9Ü��9Í4ÎUÐÒÙ åEË�ÔYÙ è�Û�ÙÚìYÜÒÍ Þ7Þ æ � Ë�Ó7Ó7Í4ÑÐÝÙÞ#�ÛGãâÉ�ÞßÛ�ì�Õ ÿ�Í9ÑßêYË�ÙÚì�ÕþÞEÔ�Ó7Ï§ä ¶ Í4Í9ÐÝÎ�µ.Ô�Ó7Ó7Í4ÎøÉYÐÒÎYÖ�Í4Ö�Í9Îjê�ÐÒÍØ�EÙwÏ�Ë�Î�ê�ÜÒÔYÎYÖ�Í9Î ê�ÐÝÍ } Ô��´�Í9Ñ7Í0�/Í4ÙÚì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑ�Ìp�4Ï§ä�ê�Í9Î å ÑßÔ�ãâè æ Ó7Û } Î�ê�Í9Ñ7Î Ó7ÐÒãâÉøê�ÐÒÍýãâÉYÍ4ÙÚÐ]Ó7ãâÉYÍ9Îøñ�Û�Þ7Í9Î�ÞßÐÒË�ÜÝÍuÌYÐ]Ó�4ÔYÙ ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í9Ï�ÐÒãâÉ�ÞPä å Ë�ÓEÐ]Ó�ÞuêYË�Ó�×EÎ�Ë�ÜÝÛ�Ö�Û�Î��9Ô Í4ÐÒÎYÍ4ÑlãâÉYÍ4ÙÚÐ]Ó7ãâÉ�Í4Î�å�ÍPË~è�Þ7ÐÒÛ�Î�(>×EÔ�ãâÉê�Û�Ñ7ÞeÏBË~Î�êYÍ4ÑßÎSË~ÜÒÜÝÍ��VÍ9ÐÝÜ]ãâÉYÍ4ÎSÓ7Û�Ü]Ë~Î�Ö�Í Í4Î�ÞßÜ } ÎYÖ�Ówê�Í4Ù ¾lÍ Õ } ÜÝÜÒÍ æ ÌYÐ]ÓwÓ7ÐÒÍ�êYË�ê�ÔYÑâãâÉSêYË�Ó¾lÍ Õ } ÜÝÜÒÍuè�Û�ÙÚì>Í4Î�Ó7ÐÒÍ4Ñ7Þ�É�Ë�Ì.Í9ÎQä å ÐÒÍ9Ó7Í9Ó�Õ?Ô�Î�êYË~ÙÚÍ9Î�ÞâË~ÜÒÍuÔYÎ�ê�Í4ÐÒÖ�Í4Î�ÞßÜÝÐ]ãâÉ	ÞßÑ7ÐÒÿGÐÒË�ÜÝÍlñ�ÑßÐÝÎ��9ÐÝìÛ�Î�ê�Í4ÞwÙ Ë~Î ð Ì.Í9ÑßË�ÜÝÜ�ÐÝÎ�êYÍ4Ñ¨a�É�Í4ÙÚÐÝÍ�ÔYÎ�êÊñ�ÉGá�Ó7ÐÝè y ��ä ¶ ä/Ì.Í9ÐÝÙ ×EÔYÕ?Ì�Ë~ÔYÍ9Î�ê�ÍPÓ³)�Ë~ÜÒÜ �éYÍ9ÜÒê�ÍPÓEÌ>Í4ÐÒÙÅ)�Ë~ÜÒÜÝÍ6F>Í9è�Þ æ Ì>Í4Ð�ê�Í4Ñ�9lÓØÙÚÛ�Ó7Í§ê�ÔYÑâãâÉøÍ4ÐÒÎYÍØ� Í9ÙeÌYÑâË~ÎøÛ�ê�Í4Ñ�Ë~Ô�ãâÉøÍ4ÐÒÎ�Õ<Ë�ãâÉÌ.Í9Ð � Ë�Ó7Ó7Í4Ñ æ êYË�Ó¯Ó7Û�Ü]Ë~ÎYÖ�ÍEÎ�Ë�ãâÉ�µ�ÐÒÍ5´~Þ æ ÌYÐ]Ó�Í9Ó ð Ì.Í9ÑßË�ÜÝÜ+ê�ÐÒÍ9Ó7Í4ÜÒÌ.Í )Eù�ÉYÍ1É�Ë~Þ z æ Ô�Î�ê	ÎYÐ]ãâÉ�ÞßÓË~Î�êYÍ4ÑßÍ9Ó É�Ë�Ì.Í9Î Ï�ÐÝÑ�É�ÐÝÍ9Ñ�Õ ð Ñ�ÞßÉYÍ4ÑßÙÚÐÒÓßãâÉYÍ�ñ�ÑßÛ��9Í9ÓßÓØÍEË�Ô�ãâÉÚÎ�Ë�ãâÉ�Ö�Í4Ï�ÐÒÍ9Ó7Í4ÎVä å Ë�Ó7Ó�Ï�ÐÒÑ¯Ë�ÜÒÓ
'Qù�ÓØÔYÎ�Ö�Í4ÎÅÕ ð ÑË�EÎYÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉ�Ö�Í4Ï�Ð]ãâÉ�Þ7Í

N1 = 0
Ì��4Ï§ä

N2 = 0
Ö�Í4Õ?ÔYÎ�ê�Í9Î É�Ë~Ì>Í4Î æ Ü]Ë~ÖýË~Î	êYÍ4Ñ�/Ë~ÞßÓßË�ãâÉYÍ æ êYË�ÓßÓuÏ�ÐÒÑ p ÔYÎ�ê T è�Û�Î.Ó�ÞâË~Î�ÞlÖ�Í4É�Ë�Ü ÞßÍ4ÎÊÉ�Ë�Ì.Í9Î��VêYË�ÙÅÐÝÞeè�Ë~Î�ÎÊê�Ë�Óf¾lÍ Õ } ÜÝÜÒÍê�ÔYÑâãâÉòêYÐÝÍ§ÏBË~Î�êYÍ4ÑßÎ�ê�Í4Î��VÍ9ÐÝÜ]ãâÉYÍ9ÎòÎ�ÐÝÍ9ÙÚË�ÜÒÓ�Ë�Ô�Ó7Ö�Í4Ö�ÜÝÐ]ãâÉYÍ9ÎçÏ�Í4Ñâê�Í4ÎQä

¶ Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÍ4Î Ï�ÐÒÑ�Ï�ÐÒÍ9ê�Í9Ñ¯ÔYÎ.ÓØÍ9Ñ�ñ�É.Ë�Ó7Í4Î�ê�Ð]Ë~Ö�ÑßË�ÙÚÙ�( å ÔYÑâãâÉçê�ÐÒÍ�#1ÛGÍ^©�Ð]Ó�ÞßÍ4Î��9Ì.ÍPê�ÐÒÎYÖ�ÔYÎ�Ö
µ1(T, p) = µ2(T, p)

Ï�ÐÝÑâê êYË�Ó
T, p

� å Ð]Ë~Ö�ÑßË�ÙÅÙ ÐÝÎD�4Ï�Í4Ð ¶ Í9Ñ7Í9ÐÒãâÉ�ÍjÔYÎ�Þ7Í9ÑØÞßÍ4ÐÒÜ Þ æ Ï�Ûæ�Í4Ï�Í4ÐÒÜÒÓBÎGÔYÑ�Í9ÐÝÎ�Ílñ¯É�Ë�Ó7Íuÿ�Û�ÑßÜÒÐÝÍ9Ö~Þ y ×EÌ�ÌQäpÁYä'&|� z ä�é;Î ¶ Í4ÑßÍ4Ð]ãâÉ�&uÔYÎ�ê*áÅÓØÐÒÎ�êøê�ÐÒÍuñ�É�Ë�Ó7Í4ÎÑ7Í9ÐÝÎ æ Ë~Ô�Õ�ê�Í4Ñ�#�ÛGÍ^©�Ð]Ó�ÞßÍ4Î��9è�Ô�Ñ7ÿ�Í1è�ÛGÍ5©GÐ]ÓØÞ7ÐÒÍ4ÑßÍ4Î�Ó7ÐÒÍ�ä
ÏS�+û9È � n Ä ¸ � ¸�È Ç º Â û�¸�� ¹H¸ Ä � 1§Ç º Æ »�¸<�x�F¹8¸�ÈvÝ�º��"Ý
� ÐÝÑ§Ï�Û�ÜÒÜÒÍ4ÎóÐÝÙ Õ?Û�ÜÝÖ�Í4Î�êYÍ4ÎÊêYË�Óuë�Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÝÍ5�·��Í9Ñ7É.Ë~ÜÝÞ7Í4Î�Ì.Í9ÐÝÙ(ñ�É�Ë�ÓØÍ9Î ð Ì.Í9Ñ7Ö�Ë~ÎYÖòÔYÎ�Þ7Í9ÑÄ�ÓØÔ.ãâÉYÍ4ÎQä � ÐÝÑ�Ì.Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Í9ÎòÉ�ÐÝÍ9Ñm�9ÔøêYÐÝÍeé�ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î

S(T, p)
Ì.Í9ÐVÿ�Í4ÑâÓ7ãâÉYÐÒÍ9êYÍ4ÎYÍ9Î å Ñ ð ãâè�Í4ÎÔYÎ�Þ7Í9Ñ æ ð Ì>Í4ÑBÔYÎ�ê�Ë~Ô�Õ/êYÍ4Ñ�#1ÛGÍ^©�Ð]Ó�ÞßÍ4Î��9èGÔYÑ7ÿ�Í y p1 æ p2 æ p0 z ÔYÎ�êçÌ.Í9Ð>Ö�ÜÝÍ9ÐÒãâÉ�Í4ÑH�/Í4ÙÚì>Í4ÑâËv�Þ7ÔYÑPäYë¯ÓBÖ�ÐÝÜÝÞ

S = −∂G
∂T

äY×1ÜÒÓ7Ûp(
S(T, p) =

{
−N ∂µ1

∂T
,
¾lÍ4ÌYÐÒÍ Þf&

, p < p0(T )

−N ∂µ2

∂T
,
¾lÍ4ÌYÐÒÍ ÞSá

, p > p0(T )
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×1ÌYÌYÐÒÜÒê�Ô�ÎYÖÇÁYä'&|��( ¶ Í9ÐÒÓ7ìYÐÒÍ4ÜQÍ9ÐÝÎYÍ9Ñ�#1ÛGÍ5©GÐ]ÓØÞ7Í4Îp�4èGÔYÑßÿ�Í
àGÛ�ÙÚÐ Þ�Ö�ÐÒÜÝÞEÌ.Í9ÐÝÙbñ�É�Ë�Ó7Í4Î ð Ì>Í4ÑßÖ�Ë�ÎYÖp(

∆S(T ) = N lim
δ→0+

{(
∂µ2

∂T

)

p=p0(T )+δ

−
(
∂µ1

∂T

)

p=p0(T )−δ

}

å ÐÝÍ å ÐGF>Í9Ñ7Í9Î��çÙwÔ�ÓßÓýÎGÔYÎUÎYÐ]ãâÉ�ÞwÔYÎGÌ>Í9ê�ÐÒÎYÖ~Þ ½ ÔYÜÒÜ�Ó7Í4ÐÒÎ y Ë�Ô�ãâÉSÏ�Í4ÎYÎSêYÐÝÍPÓýìYÑßÐÝÎp�4ÐÒìYÐÝÍ9ÜÝÜÎYÐ]ãâÉ�Þ�Ë�Ô�ÓØÖ�Í9ÓßãâÉYÜÒÛ�ÓßÓØÍ9ÎlÐ]ÓØÞ z ä å ÐÝÍ�ë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ�ÿ�Í4Ñ } Î.ê�Í4Ñ7ÞVÓØÐ]ãâÉýÌ>Í4ÐGÍ4ÐÒÎYÍ9Ù ñ�É�Ë�Ó7Í4Î ð Ì>Í4ÑßÖ�Ë�ÎYÖÐ ä Ë�ä�ÔYÎ�ÓØÞ7Í4Þ7ÐÒÖ�ä�é ð Ñ�ê�Ë�Ó®��Û�ÜÝÔYÙÚÍ9Î
V = ∂G

∂p

Ö�ÐÒÜ Þ�ÙÚÐÝÞ¯Ë~Î�Ë�ÜÝÛ�Ö�Í9ÑAåEÍ9ãâÉYÎGÔYÎYÖ§êYË�Ó7Ó7Í4ÜÒÌ>Í�(-é;ÙË�ÜÝÜÒÖ�Í9ÙÅÍ9ÐÝÎ�Í4Î é�Ë�ÜÝÜ>Ï�ÐÝÑâê Ó7ÐÒãâÉ	êYË�Ó3��Û�ÜÝÔYÙÚÍ9Î y ÔYÎ.êçêYË�ÙÅÐÝÞ�Ë�Ô�ãâÉ	ê�ÐÒÍ å ÐÒãâÉ�Þ7Í z Ì>Í4ÐÒÙ�ñ�É�Ëv�Ó7Í4Î ð Ì>Í4ÑßÖ�Ë�ÎYÖ�Ó7ìYÑßÔYÎYÖ�É.Ë�ÕþÞ�ÿ�Í9Ñ } Î�ê�Í4ÑßÎQä å Ë�Ó Ì.Í9è�Ë~ÎYÎ�Þ7ÍPÓ�ÞßÍ ¶ Í4Ð]ÓØìYÐÒÍ4ÜYê�Ë�Õ ð Ñ�Ó7ÐÝÎ.êeë�Ð]Ó7Ï ð ÑÄ�Õ?Í9Ü æ ê�ÐÒÍýË~ÔYÕ�ê�Í9Ù � Ë�Ó7Ó7Í4ÑEÓßãâÉGÏ�ÐÝÙÚÙÚÍ4Î æ Û�ÌGÏ�Û�ÉYÜ+Ì.Í9ÐÒê�Í§ñ¯É�Ë�Ó7Í4Îøê�ÐÒÍ9Ó7Í4ÜÒÌ.Íf�/Í4ÙÚì>Í4ÑâË�Þ7Ô�ÑÉ�Ë�Ì.Í9ÎQäY×EÜ]Ó7Ûp(
ë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍuÔYÎ�ê���Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î } Î�ê�Í4ÑßÎøÓØÐ]ãâÉ�Ì>Í4ÐÒÙ ñ¯É�Ë�Ó7Í4Î ð Ì>Í4ÑßÖ�Ë�ÎYÖwÐ ä ËYä�ÔYÎ�ÓØÞ7Í4Þ7ÐÒÖ�ä
�jË�Î�Ì>Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7Í§êYË-�9ÔòË�Ô�ãâÉø×EÌYÌQä�ÁYä'&sÁYä
¶ Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7Í4Î�Ï�ÐÝÑEêYÐÝÍuÞßÉYÍ4ÑßÙÚÛGêYá�Î.Ë~ÙÚÐÒÓßãâÉYÍ9ÎU#�Û�Í6ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�Þ7Í9ÎQä

cp =
T

N

(
dS

dT

)

p,N

αp =
1

V

(
dV

dT

)

p,N

κT = − 1

V

(
dV

dp

)

T,N×1ÜÝÜÒÍóêYÐÝÍPÓØÍ�Þ7ÉYÍ9Ñ7ÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë�ÙÅÐ]ÓßãâÉYÍ4ÎÀ#�ÛGÍ�ÐÃ�4ÐÒÍ4Î�Þ7Í9ÎxÓ7ÐÝÎ.ê$Ó7ÐÝÎYÖ�ÔYÜ } ÑçÌ>Í4ÐÒÙ ñ�É.Ë�Ó7Í4Î ð Ì>Í4Ñm�Ö�Ë~ÎYÖ æ Ï�Í4Î�Î S ÔYÎ�ê V ÔYÎ�ÓØÞ7Í4Þ7ÐÒÖ	ÓØÐÒÎ�ê y ÏBË�Ó�ÐÒÎ Ë~ÜÒÜÝÍ9ÎòÑßÍ9Ë�ÜÝÍ9Îçñ�ÑßÛ�Ì�ÜÝÍ9ÙÅÍ9Î ÓØÛÅÐÒÓØÞ z ä
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×EÌYÌYÐÒÜ]ê�ÔYÎYÖÇÁ�ä�&�Á�(��EÎ.Ó�ÞßÍ Þ7ÐÒÖ�è�Í4ÐÝÞ7Í9Î�ÐÒÎ
S
ÔYÎ.ê

V
Ì>Í4ÐVÐÒÓ7Û�Ì�Ë�Ñ7Í9Îçñ�ÑßÛ��9Í9ÓßÓØÍ9Î

�# �¡� �¢x£�¤�¥F¦H§�� ÐÝÑ�É�Ë~Ì>Í4Î Ö�Í9Ó7Í4ÉYÍ9Î æ êYË�Ó7Ó1Ì.Í9ÐÝÙ ñ�É�Ë�ÓØÍ9Î ð Ì.Í9Ñ7Ö�Ë~ÎYÖ
cp = ∞ Ö�ÐÝÜÝÞ9ä.ë¯ÓÙeÔ�ÓßÓBË~Ü]ÓØÛ �~} ÑßÙÚÍS�9ÔYÖ�Í4Õ ð ÉYÑ7Þ�Ï�Í9Ñßê�Í9Î æ Û�ÉYÎ�Íuê�Ë�ÓßÓ�Ó7Ð]ãâÉòê�ÐÒÍ0�VÍ9ÙÚì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑ} Î�êYÍ4Ñ7Þ æ ÔYÙ ê�Í9Î ñ�É�Ë�Ó7Í4Î ð Ì>Í4ÑßÖ�Ë�ÎYÖ ê�ÔYÑâãâÉ��4ÔYÕ ð ÉYÑßÍ4ÎQä ½ ÔYÑ�Ó7Û Ð]Ó�Þ

cp = ∞�4ÔòÑ7ÍPË~ÜÒÐÒÓ7ÐÒÍ4ÑßÍ4ÎQä å ÐÝÍPÓØÍ0�9ÔYÖ�Í4Õ ð ÉYÑ7Þ7Í �~} ÑßÙÚÍlÎ�Í4ÎYÎ�ÞEÙ Ë~Î>qGE�÷ 
4í�÷ 
�? ± ï§�Ã
+(
Ql = T∆S

å Ë�Ì.Í9Ð.Ð]ÓØÞ�ê�ÐÒÍ �/Í4ÙÚì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑ¯è�Û�Î�ÓØÞßË�Î�ÞPä�×1Ô�ãâÉ�ê�ÐÒÍ1Ü]Ë�ÞßÍ4Î�Þ7Í �~} ÑßÙÚÍ1Ð]Ó�Þ�ÔYÎ�ÓË~Ô�Ó�êYÍ4Ù ×1ÜÝÜÝÞßË�Ö�Ó7ÜÝÍ9Ì.Í9ÎÅÌ>Í4è�Ë�ÎYÎ�Þs( � ÐÒÑ�Ó7ãâÉGÏ�ÐÝÞm�9Í4ÎÅÔYÎ�êÅè ð ÉYÜÒÍ4Î êYË~ÙÚÐÝÞ¯ê�Í4Î
#1ù�Ñ7ì>Í4ÑEË�ÌQä å Í9ÎYÎ
ê�ÐÒÍwé�Ü ð Ó7Ó7ÐÒÖ�è�Í9Ð ÞlË~Ô�Õ�ê�Í9Ñ )�Ë~Ô�Þlÿ�Í4Ñâê�ÔYÎ.Ó�ÞßÍ Þ y Ï�ÍPãâÉ�ÓØÍ9Ü Þê�ÐÒÍEñ�É�Ë�ÓØÍ z ��êYÐÝÍ1ê�Ë�Õ ð Ñ�Î�ù~Þ7ÐÒÖ�Í1ÜÒË~Þ7Í4Î�ÞßÍ �~} ÑßÙÅÍ1Ï�ÐÝÑâê ê�Í4ÑH)1Ë~ÔYÞ¯Í4Î�Þm�9Û�Ö�Í4Î æÔYÎ�êøê�ÐÒÍ0�VÍ9ÙÅì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑEÓ7ÛÅÑßÍ4Ö�ÔYÜÒÐÝÍ9ÑØÞPä

º@õ*)@õ¡V + üÄkÇÓ¬lO�®i�ý<üÄiSýd½ÔÓ>lD�7S0k � ¯
�8n�½=×ÉlÄkFüD���ËiSn$ù

� ÐÝÍ¯ÐÝÙ ÜÝÍ4Þm�4Þ7Í4Îý×1Ì�ÓßãâÉYÎYÐÝÞØÞVÖ�Í9Ó7Í4ÉYÍ9ÎlÉ.Ë~Ì>Í4Î æ Í5©�ÐÒÓØÞ7ÐÒÍ4ÑßÍ4ÎuÌ>Í4Ð�Í9ÐÝÎ�Í4Ù ñ�É�Ë�Ó7Í4Î ð Ì>Í4ÑßÖ�Ë�ÎYÖ#&�ä9�ÑßêYÎ�Ô�ÎYÖf�4Ï�Í4Ð>Û�ê�Í4Ñ�ÙÚÍ4ÉYÑ�ñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎQä�é ð Ñ�Í9ÐÝÎ�Í4ÐÒÎYè�Û�ÙÚì.Û�ÎYÍ4Î�Þ7ÐÒÖ�ÍPÓ¯é�ÜÒÔYÐÒêYÔYÙ Í^©�Ð]Ó�ÞßÐÝÍ9Ñ7Í9Î�4Ï�Í4Ð�ñ�É.Ë�Ó7Í4Î Ë~Ô�Õ ê�Í4Î&#�ÛGÍ^©�ÐÒÓØÞ7Í9Î��4èGÔYÑßÿ�Í9ÎQä

Ü Èvº�Ý�¸�� � Û�ê�ÔYÑâãâÉòè�Ë�ÎYÎòêYÐÝÍQ#�ÛGÍ^©�ÐÒÓØÞ7Í9Î��4èGÔYÑßÿ�Í�Ì.ÍPÓ7ãâÉ�Ñ7ÐÒÍ4Ì>Í4ÎòÏ�Í9ÑßêYÍ4Î�Þ
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ã>Ô�Ñ¿'Qù�ÓØÔYÎ�ÖøêYÐÝÍPÓØÍPÓýñ�ÑßÛ�ÌYÜÒÍ4Ù Ó§Ì>Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7Í4ÎÊÏ�ÐÒÑýÔYÎ�Ówê�ÐÒÍ	Û�Ì>Í4ÎUÉYÍ9Ñ7Ö�Í4ÜÒÍ4ÐÝÞ7Í4Þ7ÍÔ#�Û�Í5©�ÐÒÓÄ�ÞßÍ4Î��9Ì.ÍPê�ÐÝÎ�Ö�ÔYÎYÖ y ÁYä Ì z ÎYÛ�ãâÉYÙ Ë~Ü]Ó�Ö�Í9Î�Ë~ÔYÍ9Ñs(

0 = µ1 (T, p(T ))− µ2 (T, p(T ))

=
d

dT
[µ1 (T, p(T ))− µ2 (T, p(T ))]

=
∂µ1

∂T
− ∂µ2

∂T
+

(
∂µ1

∂p
− ∂µ2

∂p

)
dp

dT

= − 1

N
∆S +

1

N
∆V

dp

dT

å ÐÝÍPÓ�Õ?Û�ÜÝÖ�Þ�Ë�Ô�Ó�êYÍ4Ñ å Ë�ÑßÓØÞ7Í9ÜÝÜÒÔYÎYÖ
S = −∂G

∂T
æ V = ∂G

∂p

ÔYÎ.ê
G = Nµi æ Ï�Û�Ì.Í9Ð i = 1, 2æ�ÍuÎ�Ë�ãâÉ�ñ�É.Ë�Ó7Í§ÐÒÓØÞ9ä

�jË�Î�Í9Ñ7É } ÜÝÞ�Ó7Û�ÙÚÐÝÞEê�ÐÝÍ
Ì>Í4Ö�ÐÝÎYÙwáGÌ.Û|©
Õ Â ºp� ÆPÄ � Æ Â Õ Â ºMn8¸���È � � Â Ò Â ¸ Ä � Ç ���"Ý�Ö

∂p

∂T
=

∆S

∆V
y ÁYä'&sä z

Í9Î�ê�ÙeáGÌ>Û|©
º@õ�)@õ�ô ° �®n�½ ­ k�¯	½�, �"�®lÄýd½Ô¼ � ý+ÿ�kFúûk
å Ë�Ó�Ð]ê�ÍPË~ÜÒÍ³¾uË�ÓK�9Í4ÐÒÖ~ÞEè�Í4ÐÒÎYÍ4Î ñ�É.Ë�Ó7Í4Î ð Ì>Í4ÑßÖ�Ë~Î�Ö æ êYË Ë�ÜÝÜÒÍe×EÌ�ÜÝÍ9Ð ÞßÔYÎYÖ�Í9Î ÿ�Û�Î G ÓØÞ7Í ÞßÐÝÖÓ7ÐÝÎ.ê�ä�×EÔ�ãâÉøË~Î�ÓßãâÉ�Ë�ÔYÜÝÐ]ãâÉçÏ } ÑßÍ�ÓßãâÉGÏ�Í9ÑH�9Ô�ÿ�Í4ÑâÓ�ÞßÍ4ÉYÍ9Î æ Ï�ÐÝÍlÍ4ÐÒÎ àGá�Ó�ÞßÍ4Ù ÿ�Û�Îb�/Í4ÐÒÜ]ãâÉYÍ4Î æê�ÐÒÍ�ÐÒÎÅè�Í4ÐÒÎ�ÓØÞ7Í4Ñ � Í4Ð]Ó7Í�ÔYÎ�Þ7Í4ÑßÍ4ÐÒÎ�Ë�Î�ê�Í4Ñ�Ï�Í9ãâÉ.ÓØÍ9ÜÝÏ�ÐÒÑ7è�Í4Î y è�Í9ÐÝÎ�ÍE×EÎ��9ÐÝÍ9É�Ô�ÎYÖ�Ó7èGÑ } ÕþÞ7Í æ ÔYÎ.êË�Ô�ãâÉÚè�Í4ÐÒÎYÍ1à�Þßù�´�Í æ êYÍ4ÎYÎ	ê�ÐÒÍ � Ë~ÉYÑâÓßãâÉYÍ4ÐÒÎYÜÒÐÒãâÉYè�Í4ÐÝÞ æ êYË�Ó7Ó3�4Ï�Í4Ð�ì�ÔYÎYè�ÞØÕ?ù�Ñ7ÙÚÐÒÖ�Í$�/Í4ÐÒÜÒãâÉYÍ9Îè�Û�ÜÒÜÝÐ]ê�ÐÒÍ4ÑßÍ4Î æ Ð]Ó�Þ ½ ÔYÜÒÜ z æ ÐÒÑßÖ�Í4Î.ê�Í4ÐÒÎøÖ�Í4Û�ÑßêYÎYÍ ÞßÍ9ÓEàGá�ÓØÞ7Í4Ù ÓßãâÉ�Ë�F+Í4Îøè�ù�ÎYÎYÍ9ÎQäYë�ÐÒÎjÐ]ê�Í9Ë�ÜÝÍPÓ¾uË�Ó¯è�Ë~Î�ÎçÓØÛ�ÙÚÐ ÞBè�Í9ÐÝÎ	ÑßÍ9Ë�ÜÝÍPÓ¯Í9ÐÝÎ�è�Û�ÙÚì>Û�ÎYÍ9Î�Þ7ÐÒÖ�Í9Ó�àGá�Ó�ÞßÍ4Ù y Ï�ÐÝÍS��ä ¶ ä � Ë�ÓßÓØÍ9Ñ z è�Û�Ñ7ÑßÍ4è�ÞÌ>Í9ÓßãâÉYÑßÍ4ÐÒÌ.Í9ÎQä.ë¯ÐÝÎYÍÅÌ>Í9ÓßÓØÍ9Ñ7Í ¶ ÍPÓ7ãâÉ�Ñ7Í9ÐÝÌYÔ�ÎYÖ y ÐÒÎYèGÜÒÔ�ÓØÐÒÿ�Íwñ�É�Ë�ÓØÍ9Î ð Ì.Í9Ñ7Ö�Ë~ÎYÖ z ÜÝÐÒÍ Õ?Í9ÑØÞuêYË�Óÿ�Ë~Î�� ê�Í9ÑÄ� � Ë�Ë~Ü]ÓÄ�;àGá�ÓØÞ7Í9Ùòä å Ë-�9Ô Ì.Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Í9Î Ï�ÐÝÑ�ê�ÐÒÍ1ÙÚÛ�Ü]Ë~ÑßÍSã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓ7Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Ô�ÎYÖ æ ê�ä ÉQäê�ÐÒÍØã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓ7Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Ô�ÎYÖeÕ ð ÑEÍ4ÐÒÎ��jÛ�Ü·(

p =
RT

v − b
− a

v2
y ÁYä'&�& z

å Ë~Ì>Í4Ð�ÐÒÓØÞ
v = V

n

ê�Ë�ÓØ�jÛ�ÜÒÿ�Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î æ ê�ä ÉQä êYË�Ó�¾lÍ9ÓßË~ÙýÞßÿ�Û�ÜÝÔYÙÚÍ9ÎUÖ�Í ÞßÍ4ÐÒÜ ÞÚê�ÔYÑâãâÉSê�ÐÒÍà�ÞßÛHF+ÙÚÍ4ÎYÖ�Í y ×1Î��9Ë�ÉYÜ�� Û�ÜÝÍ z ÐÒÙ�àGá�ÓØÞ7Í9Ùòä��EÙ ê�ÐÒÍS¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Ô�ÎYÖ0�4Ô ÙÚÛ~ÞßÐÝÿGÐÒÍ4ÑßÍ4Î æ Ù ð ÓßÓØÍ9ÎÏ�ÐÒÑ�ÔYÎ�Ó ð Ì.Í9Ñ7ÜÒÍ4Ö�Í4Î æ Ï�ÐÒÍ§Ï�ÐÝÑ�êYË�ÓEàGá�ÓØÞ7Í9Ù Ì>Í9ÓßãâÉYÑ7Í9ÐÝÌ>Í4ÎøÏ�Û�ÜÒÜÝÍ9ÎQä�ë�ÐÒÎYÍýÖ�Í4Î�Ë�ÔYÍ0)EÍ4ÑßÜÒÍ4Ð��ÞßÔYÎYÖÅÕ?Û�ÜÒÖ~ÞEÐÒÎ��/Í4ÐÒÜ
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y Ð z å�ÍPË~ÜÒÍf� Û�ÜÒÍ4è ð ÜÒÍ§É�Ë�Ì.Í9Î Í4ÐÒÎ ë�ÐÝÖ�Í4ÎGÿ�Û�ÜÝÔ�ÙÅÍ9Î V ×�Ø�Ù Ú�Û	ÜeÙ ä å Ë�ÙÅÐÝÞ1ÿ�Í4ÑßÙÅÐÒÎ�ê�Í9ÑØÞ1Ó7Ð]ãâÉêYË�ÓlÐÝÎ�Ó7Ö�ÍPÓ7Ë�ÙýÞlÿ�Í4Ñ7Õ ð Ö�Ì�Ë~ÑßÍf��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4ÎóìYÑßÛb� Û�Ü®�VÍ9ÐÝÜ]ãâÉYÍ4Î�ÔYÙ êYË�Óq���Hb|�-q îM�Ã
 í
b = NA · V ×�Ø�Ù Ú�Û	ÜlÙ ä

y ÐÒÐ z å Ëýê�ÐÒÍ�� Û�ÜÝÍ9è ð ÜÝÍEÓ7ÐÒãâÉÚÔYÎ�ÞßÍ4ÑßÍ4ÐÒÎ�Ë~Î�êYÍ4Ñ�Ë~Îp�4ÐÒÍ4ÉYÍ9Î æ Ð]Ó�Þ�ê�Í4Ñ�Í6F>Í9è�Þ7ÐÒÿÅË�ÎÚêYÍ4Ñ � Ë~Î�êÖ�Í4ÙÚÍ9ÓßÓØÍ9ÎYÍ å ÑßÔ�ãâè Ö�Í9Ñ7ÐÒÎYÖ�Í4Ñ y ê�ÐÒÍW�/Í4ÐÒÜ]ãâÉYÍ4ÎóÏ�Í9ÑßêYÍ4ÎÃæØËòÿ�Û�Î
ê�Í9Ñ � Ë~Î.ê
Ï�Í4Ö�Ö�Í^��9Û�Ö�Í9Î z ä å ÐÒÍ9Ó1Ï�ÐÝÑâêøêYË�êYÔYÑßãâÉøÌ>Í4Ñ ð ãâè�ÓØÐ]ãâÉ�Þ7ÐÒÖ~Þ æ êYË�ÓßÓ�Í9ÐÝÎ Ï�Í4ÐÝÞ7Í9Ñ7Í9Ñ��VÍ9Ñ7Ù ÓØÔ�Ì�Þ7ÑâËv�ÉYÐÒÍ4Ñ7Þ¯Ï�ÐÒÑßê æ ê�Í4Ñ�Í4ÐÒÎYÍ�ÔYÙ Ó7Û§Ö�Í4ÑßÐÒÎYÖ�Í9Ñ7ÍKå�Û�ÜÝÜÒÍEÓØì�ÐÝÍ9Ü Þ æ æ�ÍEÖ�Ñ7ù+´�Í4Ñ�êYË�Ó®��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î Ð]ÓØÞ9äå Í4ÎYÎ ê�Í9Ñ Ì.Í9Û�Ì�Ë�ãâÉ�ÞßÍ ÞßÍ�ëíF+Í4è�Þ�Ð]Ó�Þ�Í9ÐÝÎÔ9�Ì.Í9ÑÄµ } ãâÉYÍ9ÎYÍ�F+Í4è�Þ æ Ë�Ì.Í9Ñ�ê�ÐÝÍ�9�Ì>Í4Ñmµ } ãâÉ�ÍÏ } ãâÉ�ÓØÞ�ÓßãâÉGÏ } ãâÉYÍ4Ñ�Ë�ÎçË~Ü]Ó�êYË�Ó8��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4ÎQä å Í4ÑBé�Ë~è�ÞßÛ�Ñ 1
v2
Ð]Ó�Þ�ÉYÐÝÍ9Ñ�Ë�ÜÝÜÒÍ4Ñâê�ÐÒÎYÖ�Ó¯ÐÝÎê�ÐÒÍ9Ó7Í4Ñ�éYÛ�Ñ7ÙzÎYÐÒãâÉ�Þ¯Í9Ñ7èGÜ } ÑßÌ�Ë~Ñ æ Ï�ÐÝÑ�Ï�Í9ÑßêYÍ4Î ê�ÐÒÍ9Ó¯Ë�Ì.Í9Ñ�Î�Ë�ãâÉYÉYÛ�ÜÒÍ4ÎVä a ÎYÍ9ÎYÎ�Þ¯Ù Ë~Îê�Í9Î ° ôþí.í�
4í ² ï î�õ�A~ä

×EÎYÉ.Ë~Î�êòÿ�Û�Î*¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉGÔYÎYÖ y Á�ä�&+& z ÓØÐÒÍ4É�ÞEÙ Ë~ÎF(é ð Ñ
v → ∞ Ö�Í9É�Þlê�ÐÝÍeÿdË�Î��;ê�Í4Ñm� � Ë�Ë�ÜÒÓÄ�	¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉGÔYÎYÖÅÐÒÎjê�ÐÝÍeÐÒê�ÍPË~ÜÒÍ³¾uË�Ó7Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉGÔYÎYÖ ð Ì>Í4Ñ æêYË Ï�Í9ê�Í9Ñ1×EÎp�4ÐÒÍ4ÉGÔYÎYÖ�ÓØèGÑ } ÕþÞ7Í y Ì>Í4Ð�Ñ7ÐÒÍ9Ó7ÐÝÖ�Í4Ù ×EÌ�ÓØÞßË�Î�ê ê�Í4Ñ �VÍ9ÐÝÜ]ãâÉYÍ9Î z ÎYÛ�ãâÉ ë�ÐÒÖ�Í9ÎGÿ�Û-�ÜÝÔ�ÙÅÍ9Î
ê�Í9Ñ �/Í4ÐÒÜÒãâÉ�Í4Î Í4ÐÒÎYÍ�å�Û�ÜÒÜÝÍÅÓØì�ÐÝÍ9ÜÝÍ9ÎQä å Ë~É�Í4Ñ1ÿ�Í4ÑßÉ�Ë~ÜÝÞ7Í9ÎjÓØÐ]ãâÉ
Ë�Ô�ãâÉjË~ÜÒÜÝÍW¾uË�Ó7ÍýÌ>Í4ÐÎYÐÒÍ9ê�ÑßÐÝÖ�Í4Ñ å ÐÒãâÉ�ÞßÍ y Ö�Ñ7Û+´�Í4ÑK�/Í4ÐÒÜÒãâÉ�Í4Î�Ë�Ì�Ó�ÞâË~Î�ê z ÔYÎ�êøÉYÛ�ÉYÍ4Ñ$�/Í4ÙÚì>Í4ÑâË�Þ7Ô�Ñ y � Í9ãâÉ�Ó7Í4ÜÒÏ�ÐÒÑÄ�èGÔYÎYÖ�Í9Î ÿ�Í9Ñ7Î�Ë�ãâÉYÜ } ÓßÓØÐÒÖ�Ì�Ë�Ñ/Ö�Í4Ö�Í4Î ê�ÐÒÍEèGÐÝÎYÍ4Þ7Ð]Ó7ãâÉ�ÍEë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍEê�Í9ÑH� Û�ÜÝÍ9è ð ÜÝÍ z ÐÒÎ Í Þ�ÏBËuÏ�ÐÝÍÐÒêYÍ9Ë~ÜÒÍf¾uË�Ó7Í�ä

×EÌYÌ�ÐÝÜ]ê�ÔYÎYÖ0Á�ä�&�Ì�(
p, V

� å ÐÒË�Ö�ÑâË~ÙÚÙ ê�Í9Ó�ÿ�Ë~Î��;ê�Í9ÑÄ� � Ë�Ë~Ü]Ó	�	¾uË�Ó7Í9Ó�Õ ð Ñ�ÿ�Í9ÑßÓßãâÉYÐÒÍ9ê�Í9ÎYÍ8�/Í4Ù��ì.Í9ÑßË~Þ7ÔYÑßÍ4Î
T
Ô�Î�ê

N = const.

ã>Í4Ð]ãâÉYÎYÍ4Þ�Ù Ë�ÎwêYË�Ó
p, V

� å ÐÒË�Ö�ÑâË~ÙÚÙ y Ì>Í4Ð�è�Û�Î�ÓØÞßË~Î�ÞßÍ4ÑA�VÍ9ÙÅì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑ T z æ Ó7Û1Í9Ñ7É } Ü Þ Ù Ë~ÎÍ4ÐÒÎ å Ð]Ë~Ö�ÑßË�ÙÅÙ Ï�ÐÒÍ§ÐÒÎò×1ÌYÌQä�Á�ä�&�ÌYäGë¯ÓK�9Í4ÐÒÖ~ÞEÓ7ÐÒãâÉ�(
• ë¯ÓEÖ�ÐÒÌ�ÞEÍ4ÐÒÎYÍ§èGÑ7ÐÝÞ7Ð]ÓßãâÉYÍSé�Ó7Û~ÞßÉYÍ4ÑßÙÚÍ�(

∂p
∂V

(TC , VC) = 0
∂2p
∂V 2 (TC , VC) = 0

}
⇒ κT = ∞



±�; Æp;Ç1å!S/SC<68B��"PË68T�¹KR�BÃ¹@6 &6;�&

å Í9ÎYÎ�(
κT = − 1

V

(
∂p
∂V

)−1 ä�×1Ù èGÑ7ÐÝÞ7Ð]Ó7ãâÉ�Í4Î ñ�ÔYÎ�è�Þ�Ð]Ó�Þ
κT

Ë~Ü]Ó7Ûwê�ÐÒÿ�Í9Ñ7Ö�Í4Î�Þ æ Ï�Ë�ÓÍ4ÐÒÎYÍ4ÎøÍ4ÐÒÎ�ê�Í9Ô�Þ7ÐÒÖ�Í9ÎI)EÐÒÎ�Ï�Í4Ð]Ó�Ë~ÔYÕ/Í4ÐÒÎYÍ9Îòñ¯É�Ë�Ó7Í4Î ð Ì>Í4ÑßÖ�Ë�ÎYÖwÖ�ÐÝÌYÞ9ä
• é ð Ñ T > TC

ÐÒÓØÞ ∂p
∂V

< 0 æ Ë~Ü]ÓØÛøÐ]Ó�Þ κT > 0
ä å Ë�Óeà�áGÓØÞ7Í9Ù(Ð]ÓØÞ§Õ?Û�ÜÒÖ�ÜÒÐÒãâÉUÓØÞßË~Ì�ÐÝÜ

y Ó7ÐÝÍ9ÉYÍý×EÌ�ÓßãâÉYÎYÐÝÞØÞ�Á�ä�&�ä á z ä
• é ð Ñ T < TC

Ô�Î�ê
V < V −(T )

Ì��9Ï§ä
V > V +(T )

Ð]ÓØÞ ∂p
∂V

< 0 æ Ë~Ü]ÓØÛçÐÒÓØÞlË�Ô�ãâÉÉYÐÝÍ9ÑEêYË�ÓEà�áGÓØÞ7Í9ÙbÓØÞßË�ÌYÐÝÜ ä
• é�Ë~ÜÒÜ]Ó3æ�ÍPê�Û�ãâÉ T < TC

ÔYÎ�ê
V −(T ) < V < V +(T )

Ð]Ó�Þ æ Ó7ÛçÖ�ÐÝÜÝÞs( ∂p
∂V

> 0 æ ê�ä ÉQä
κT < 0

ä�)EÐÒÍ4Ñ1ÐÒÓØÞEêYË�ÓEàGá�ÓØÞ7Í9Ù í�ô<õâöG÷�ÓØÞßË�ÌYÐÝÜ ä
é�ÑßË�Ö�ÜÒÐÒãâÉ Ð]Ó�ÞçÎGÔYÎ æ ÏBË�Ó	Ö�Í4Î�Ë�Ô ÐÝÎ$êYÐÝÍPÓØÍ9Ù ÐÒÎ�ÓØÞßË~Ì�ÐÝÜÒÍ4Î ¶ Í4ÑßÍ4Ð]ãâÉ Ö�ÍPÓ7ãâÉYÐÒÍ4É�ÞPäË¾lÍ4Î.Ë~ÔYÍ9ÑÖ�Í Õ?ÑâË~Ö~Þ�( � ÐÝÍ¯Ï�ÐÝÑâêuÓØÐ]ãâÉ§êYË�ÓVà�áGÓØÞ7Í9ÙxÌ>Í4ÐÒÙÎ EÌ>Í4ÑßÖ�Ë~Î�Ö�ÿ�Í4ÑßÉ�Ë~ÜÝÞ7Í9Î�Þe9lêYÍ4Ñ�ÎYÛ�ãâÉ§ìYÑ } �9ÐÒÓ7Í4Ñ�(

×EÌ�ÌYÐÝÜ]ê�ÔYÎ�ÖÇÁYäâá-ä�(�ë¯ÐÝÎYÐÒÖ�ÍuÙÚù�Ö�ÜÝÐ]ãâÉYÍ y Þ z � Í4Ö�Í§Ì.Í9ÐÝÙbñ�É�Ë�Ó7Í4Î ð Ì>Í4ÑßÖ�Ë�ÎYÖ
Ü È|ºpÝ�¸�� � Í9ÜÒãâÉYÍ9Ñ � Í9ÖÚÏ�ÐÝÑâêòÎ�Ô�Î�ÿ�Û�ÙbàGá�ÓØÞ7Í9Ù Ö�Í9Ö�Ë�ÎYÖ�Í9Î�Þ y ×1ÌYÌQäpÁ�ä á�ä z
ß �+û�à � Èdû�� ¶ Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7Í4Î�Ï�ÐÝÑ�êYË�Ó�ãâÉYÍ9ÙÚÐÒÓßãâÉYÍlñ�Û�Þ7Í9Î�ÞßÐÒË�Ü�(

dµ = −s(T, p)dT + v(T, p)dp

å ÐÝÍPÓ1Ð]ÓØÞlê�ÐÒÍeÌ>Í4è�Ë~Î�Î�ÞßÍ�¾lÐÒÌYÌ�ÓÄ� å ÔYÉYÍ9Ù���å�Í9ÜÒË~Þ7ÐÒÛ�Î y v = V
N
æ s = S

N
z ä � ÐÝÑlÌ>Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÍ4ÎÉYÐÒÍ4Ñ�Í9ÐÝÎ�Í4ÎøÐÒÓ7Û~ÞßÉYÍ4ÑßÙÚÍ4Î�ñ�Ñ7Û+�4ÍPÓ7Ó æ ê�ä ÉQä dT = 0.

×EÜ]ÓØÛ�(
dµ = v(T, p)dp

àGÛ�ÙÚÐ Þ�Ö�ÐÒÜÝÞ1Ë~Ü]ÓØÛ�(
µ(T0, p) =

∫ p

p0

v(T0, p)dp+ µ̃(T0, p0)
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� ÐÝÑ�É�Ë�Ì.Í9ÎýÎGÔYÎeË~ÜÒÜÒÍ4Ñâê�ÐÝÎ�Ö�Ó�Í9ÐÝÎýñ¯Ñ7Û�ÌYÜÝÍ9Ù*( � ÐÒÍ¯Ï�ÐÒÑ/Ö�Í9Ó7Í4ÉYÍ9Î§É�Ë~Ì>Í4Î æ Ð]Ó�Þ V (p) y ÔYÎ�êeê�Ëv�ÙÚÐ Þ

v(p) z è�Í9ÐÝÎ�Í�éYÔ�ÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î æ ê�Í9ÎYÎ	Í4ÐÒÎYÍléYÔYÎYè�ÞßÐÝÛ�ÎçÛ�Ñâê�ÎYÍ4ÞFæ�ÍPê�Í4Ù p
� � Í4Ñ7Þ�Ö�Í9Î�Ë~Ô Í9ÐÝÎ�Í4Î� Í9ÑØÞwÕ ð Ñ

V
�4ÔQä � ÐÝÑwÞ7Í9ÐÝÜÒÍ4Î�ÔYÎ�Ó7Í4ÑØé;Î�ÞßÍ4Ö�ÑâË~Ü�Ë~Ü]ÓØÛ ÐÒÎ�ê�ÑßÍ4Ð�Í4ÐÒÎ�ê�Í4ÔYÞ7ÐÒÖ�ÍÇé;Î�Þ7Í9Ö�ÑâË�ÞßÐÝÛ�Î�Ó	�ÐÝÎ�ÞßÍ4ÑßÿdË�ÜÝÜÒÍ§Ë~Ô�Õ y ×1ÌYÌQä�Á�ä á�& z ä å ÐÒÍ9Ó7Í4Î*é;Î�Þ7Í4Ñßÿ�Ë~ÜÒÜÝÍ9Î�Ï�Í4Ñâê�Í9Î�ê�ÐÒÍýãâÉYÍ4ÙÚÐ]Ó7ãâÉ�Í4Îòñ�Û�Þ7Í9Î�ÞßÐÒË�ÜÝÍ

µI æ µII ÔYÎ�ê µIII �9ÔYÖ�Í9Û�Ñâê�ÎYÍ4Þ9ä å Í4Ñ�àYãâÉYÎYÐÝÞ7ìYÔYÎ�è�ÞBê�Í4Ñ µi Í4Î�ÞâÓØìYÑßÐ]ãâÉ�Þ¯ê�Ë~ÎYÎ ê�Í9Ùzñ�É.Ëv�ÓØÍ9Î ð Ì.Í9Ñ7Ö�Ë~ÎYÖ.ä

×EÌYÌYÐÒÜ]ê�ÔYÎYÖ�Á�ä á�&�( å Ñ7Í9Ð ÞßÍ4ÐÒÜÝÔYÎ�ÖÚêYÍ9ÓKé;Î�Þ7Í9Ö�ÑâË�ÞßÐÝÛ�Î�ÓØÏ�Í4Ö�Ó
×EÎYÉ.Ë~Î�êøê�Í9ÑE×EÌYÌYÐÒÜ]ê�ÔYÎYÖ�Í4Î\Ý¹Ý Ì�ÐÒÓBÏ�Û�ÜÒÜÝÍ9Î�Ï�ÐÒÑEÎ�Ë�ãâÉGÿ�Û�ÜÒÜ'�4ÐÒÍ4ÉYÍ9Î æ ÏBË�ÓBÖ�Í9ÓßãâÉYÐÒÍ4É�Þ9ä EÌ>Í4ÑßÜÝÍ9Ö�Í9Î	Ï�ÐÝÑ�ÔYÎ�ÓË�4Ô�Î } ãâÉ�ÓØÞ æ Ï�ÐÝÍlÙ Ë~Î µi ð Ì>Í4ÑßÉ�Ë~Ô�ì�Þ�Ì>Í9ÓØÞ7ÐÒÙÚÙýÞ9ä � Í4Ö�Í4Î dµ = vdpÐÒÓØÞ
µ
Ë~Ü]ÓØÛEêYÐÝÍ¯é�Ü } ãâÉYÍ�Ô�Î�ÞßÍ4ÑVêYÍ4ÑT#uÔYÑßÿ�Í

v(p)
ä � ÐÒÑ��9ÔYÎ } ãâÉ.Ó�Þ ð Ì>Í4Ñ��VÍ9ÐÝÜ+é ä å Ë�ÓQë¯Ñ7Ö�Í4ÌYÎYÐ]ÓÐÒÓØÞ�ÐÒÎ	×EÌYÌQä+ÁYäâá�álËuÖ�Ís�4Í4ÐÒÖ~ÞPä-� ÐÝÞ�Ó�ÞßÍ4ÐÒÖ�Í9Î�ê�Í4Ù
p
ÎYÐÝÙÚÙeÞ�Ë~Ü]ÓØÛ§ê�ÐÒÍEé�Ü } ãâÉYÍ�ÐÒÙÅÙÚÍ9Ñ�Ï�Í9Ð ÞßÍ4Ñ�4ÔòÔYÎ�ê�Ï�ÐÝÑâê	Ù Ë-©GÐÒÙ Ë~Ü æ Ï�Í9ÎYÎçÏ�ÐÒÑ�è�Û�ÙÚìYÜÝÍ4ÞØÞ ð Ì>Í4Ñ$�/Í4ÐÒÜxé¯ÐÒÎ�ÞßÍ4Ö�Ñ7ÐÒÍ4Ñ7Þ æ ê�ä ÉQäYê�Í9Î�Í9ÑßÓØÞ7Í9Î�EÙÚè�Í9ÉYÑßìYÔYÎYè�Þ�Í4ÑßÑ7Í9ÐÒãâÉ�Þ�É�Ë�Ì.Í9ÎQä

å Û�ÑØÞeË�ÎYÖ�Í9ÜÒË�ÎYÖ~Þ§Õ } ÎYÖ~ÞØ�/Í4ÐÒÜ8émé§Ë~ÎQä å Ë�ÙÅÐÝÞeÜ } Ô�ÕþÞwÙÚË�ÎUÎGÔYÎSË~Ì>Í4Ñf�9ÔYÑ ð ãâè æ ê�ä ÉQäVÙ Ë~Î

. è0/ a�ì�ò�ôT�§ü*èwò�îðù§ìF�ódôOü��MôOî���a . ó4/ a�ì6ò*ôT�§ü�èwò*îðù§ìF¾óHôOüm�MôDî���a�a . ï6/ a�ì�ò*ô
�§ü*èwò*îðù§ìF¾óHôOüo�MôOî���aVaVa

×EÌ�ÌYÐÝÜ]ê�ÔYÎ�ÖÇÁYäâá�á�(�é;Î�ÞßÍ4Ö�ÑâË�ÞßÐÝÛ�Îçÿ�Û�Î
v(p)
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Ó7ÔYÌ�ÞßÑßË�ÉYÐÝÍ9ÑØÞeêYÐÝÍçé�Ü } ãâÉYÍ æ ð Ì>Í4ÑÅê�ÐÒÍçÙ Ë~ÎUÐÒÎ�Þ7Í4Ö�Ñ7ÐÒÍ4Ñ7Þ æ Î�Ô�ÎUÿ�Û�ÎSêYÍ4Ñ�¾lÍPÓ7Ë�ÙýÞmµ } ãâÉYÍ�ä µÏ�ÐÒÑßê Ë�ÜÒÓ7ÛýÐÒÙÚÙÅÍ9Ñ�èGÜÒÍ4ÐÒÎYÍ4Ñ æ ÌYÐÒÓ�Ù Ë~ÎçêYÍ4ÎÇ�9Ï�Í9Ð ÞßÍ4Î��1ÙÅè�Í4ÉYÑßìYÔYÎ�è�ÞBÍ4ÑßÑßÍ4Ð]ãâÉ�Þ y ×EÌYÌVä<Á�ä á+áÌ z äà�ãâÉ�ÜÝÐÒÍ5´�ÜÝÐ]ãâÉ ÐÝÎ�ÞßÍ4Ö�ÑßÐÒÍ4Ñ7Þ�Ù Ë~Î ð Ì.Í9ÑuêYÍ4Î�Ó7Ð]ãâÉ
Ë~Î�ÓßãâÉYÜÒÐÝÍs´�Í9Î�ê�Í4Î��/Í4ÐÒÜAéÄémé ä å Ë~ÙÚÐÝÞlÎ�ÐÝÙÚÙýÞ
µ
Ï�ÐÝÍPê�Í4ÑK�9Ô y ×EÌYÌVäpÁYäâá�áÅã z äå Í4Î���Í9Ñ7Ü]Ë~Ô�ÕEÿ�Û�Î

µ
è�Ë~ÎYÎUÙ Ë�ÎSÓØÐ]ãâÉSË~Ô�ãâÉUÐÒÎUÍ4ÐÒÎYÍ9Ù å Ð]Ë~Ö�ÑâË~ÙÚÙ Ë~Ô�Õ �9Í4Ð]ãâÉYÎYÍ4ÎVäAã>Ô��Î } ãâÉ�ÓØÞuÓØÞ7Í9ÐÝÖ�Þ

µ
Ë~Î æ Ë�Ì.Í9Ñ§ê�Í4Ñý×1Î�Ó�ÞßÐÝÍ9ÖøÏ�ÐÝÑâê�Ë�ÜÝÜÒÙ } ÉYÜÒÐ]ãâÉ�ÓßãâÉ�Ï } ãâÉ�Í4ÑPä>×1Ìóê�Í9Ù �1Ù³�è�Í4ÉYÑßìYÔYÎYè�ÞeÏ�ÐÒÑâê
µ
Ï�ÐÝÍPê�Í4Ñwè�ÜÒÍ4ÐÒÎYÍ9Ñ æ ÌYÐÒÓwÙ Ë~ÎSê�Í9Î��4Ï�Í4ÐÝÞ7Í9Îj�EÙÚè�Í4ÉYÑßìYÔYÎYè�ÞeÍ9Ñ7ÑßÍ4Ð]ãâÉ�ÞÔYÎ.ê

µ
Ï�ÐÒÍ9ê�Í9ÑEÏ } ãâÉ�ÓØÞ9ä å Ë Ë~ÜÒÜÝÍ9Ñßê�ÐÒÎYÖ�Ó

v(p)
ÐÒÙ ��Í4ÑßÜ]Ë~Ô�Õ?Íýê�Í9Ñ�#uÔYÑßÿ�Í§ÓØÞ } Î.ê�ÐÝÖ èGÜÒÍ4ÐÒÎYÍ4ÑÏ�ÐÒÑßê æ Ï�ÐÝÑâê�Ë�Ô�ãâÉøê�Í4Ñ ¶ Í ÞßÑßË�Ö ê�Í4Ñ1à�ÞßÍ4ÐÒÖ�ÔYÎ�ÖÅÿ�Û�Î µ ÐÒÙÚÙÅÍ9ÑEèGÜÝÍ9ÐÝÎ�Í4Ñ y ×1ÌYÌQäpÁ�ä ád8 z ä

×EÌYÌYÐÒÜ]ê�ÔYÎYÖÇÁ�ä ád8�( å Í9Ñ$��Í4ÑßÜ]Ë~Ô�Õ�ÿ�Û�Î
µå Í4ÑýÏ�ÐÒÑßè�ÜÒÐ]ãâÉYÍÇ��Í4ÑßÜ]Ë~Ô�ÕBÏ�ÐÝÑâêÊÎGÔYÎSÓØÞ7Í ÞâÓeê�Ô�ÑßãâÉSêYË�Ó§Ö�Í9Ñ7ÐÒÎYÖ�Í4ÑßÍÚãâÉ�Í4ÙÚÐÒÓßãâÉYÍ ñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~ÜÏ�ÐÒÍ9ê�Í9Ñ7Ö�Í4Ö�Í4Ì>Í4Î æ êYÍ4ÎYÎýÏ�Í4Î�Î§Í4ÐÒÎwàGá�Ó�ÞßÍ4Ù �4Ï�Í4Ð+��Í4ÑßÉ�Ë~ÜÝÞ7Í9Î�ÓØÙÚù�Ö�ÜÒÐÒãâÉYè�Í4ÐÝÞ7Í9ÎlÉ.Ë�Þ æ ÓØÛ1Ï�ÐÝÑâêÍPÓýÓ�ÞßÍ ÞâÓýê�ÐÒÍ	ÙÚÐ ÞwêYÍ4Ù Ö�Í4ÑßÐÝÎ�Ö�Í4ÑßÍ4ÎÊãâÉYÍ9ÙÅÐ]ÓßãâÉYÍ4Îóñ Û~Þ7Í9Î�Þ7Ð]Ë~Ü�ÿ�Í4ÑßÌYÔYÎ�ê�Í9ÎYÍÇ� ù�Ö�ÜÒÐÒãâÉYè�Í4ÐÝÞÏ } ÉYÜÒÍ4ÎVä å ÐÒÍ9Ó7Í9Ó�ñ¯Ñ7ÐÒÎ��4ÐÒì ê�Í9Ó èGÜÒÍ4ÐÒÎ�ÓØÞ7Í4Î � Ð]ê�Í4ÑâÓØÞßË~Î.ê�Í9Ó É�Ë~ÞØÞßÍ4Î Ï�ÐÒÑ�Í Þ�ÏBË�Ó Ï�Í4ÐÝÞ7Í4Ñ�Û�Ì.Í9ÎÓßãâÉYÛ�Î�Ì.Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Í4Þ9äY×1Ù ñ�ÔYÎ�è�Þ

pS
Ö�ÐÒÜ Þ�ÛdF>Í9Î�ÓØÐ]ãâÉ�Þ7ÜÒÐÒãâÉF(

µI = µIII
äY×EÜ]ÓØÛÚè�ÛGÍ5©GÐ]ÓØÞ7ÐÒÍ4ÑßÍ4ÎÉYÐÒÍ4Ñ#�9Ï�Í9Ð�ñ�É�Ë�Ó7Í4Î æ ÔYÎ�ê G = Nµ

É�Ë�Þ§ÉYÐÒÍ4Ñ§Í9ÐÝÎYÍ9ÎË#uÎ�ÐÒãâè+ä ¶ Í4Ð pS ÜÝÐÒÍ4Ö�ÞuÕ?Û�ÜÒÖ�ÜÒÐÒãâÉóÍ4ÐÒÎñ�É.Ë�Ó7Í4Î ð Ì>Í4ÑßÖ�Ë~Î�Öeÿ�Û�Ñ9ä
ë¯ÓlÜÒÐÝÍ9Ö~Þ§ÎGÔYÎóÎ�Ë�Þ ð Ñ7ÜÒÐ]ãâÉ
Î�Ë�ÉYÍ æ �4Ô�Õ?ÑâË~Ö�Í9Î æ Ï�ÐÝÍÚÙ Ë~Î pS Ì>Í9ÓØÞ7ÐÒÙÅÙÚÍ9Î�è�Ë~Î�ÎQä å ÐÒÍÃ� Í^�ÞßÉYÛ�ê�ÍEêYË-�9ÔwÎ�Í4ÎYÎ�Þ¯Ó7ÐÒãâÉÃ�jË-©GÏ�Í4ÜÒÜ���#�Û�Î�ÓØÞ7ÑßÔYè�Þ7ÐÒÛ�Î§Ô�Î�êÚÐÒÓØÞ�ÐÝÎ	×1ÌYÌQä�Á�ä áH;�Ö�Í5�9Í4ÐÒÖ~Þ9ä å Í4Î�ÎÏBË~ÎYÎÅÐ]Ó�Þ

µIII = µI
Þ$é;Ù ¶ ÐÝÜ]êÅÏ�ÐÝÑâêÚê�ÐÒÍ9Ó�Ö�Ë~Î���ê�Í9Ô�Þ7ÜÒÐÒãâÉF( � Í9ÎYÎ	ê�ÐÒÍEé�Ü } ãâÉYÍ F+

Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉê�Í9Ñýé�Ü } ãâÉYÍ
F−

Ð]ÓØÞ9ä å Í4ÎYÎUÐÒÎ��/Í4ÐÒÜ3é§Ó7ãâÉYÐÒÍ5´�Þ§ÙÚË�Î¬�4ÔYÎ } ãâÉ�ÓØÞ ð Ì.Í9ÑeêYË�Ó³ã>ÐÒÍ4Ü�ÉYÐÒÎ�Ë�Ô�Ó æè�Í4ÉYÑ7Þ1êYË~Î�Î ÐÝÎ¼�/Í4ÐÒÜFémé�ÔYÙ ÔYÎ�êI�9ÐÝÍ9É�ÞlêYË~ÎYÎ Ï�ÐÒÍ9êYÍ4Ñ��9ÔYÿGÐÝÍ9Ü/Ë�ÌQä.×1Ù ñ¯ÔYÎYè�Þ
pS
è�Û�Ù��ì>Í4Î�Ó7ÐÒÍ4Ñ7ÞeÓØÐ]ãâÉUÖ�Í9ÑßË�ê�Í ¶ Í9ÐÒêYÍ9Ó9ä/àGÛ�ÙÚÐÝÞeÐ]Ó�ÞwêYÍ4Ñf��Í9Ñ7Ü]Ë~Ô�ÕEê�ÍPÓeàGá�ÓØÞ7Í4Ù ÓeÌ.ÍPÓ�ÞßÐÝÙÚÙýÞPä å ÐÝÍÓ7ìYÑßÔYÎYÖ�É.Ë�ÕþÞ7Ícp1Î�ê�Í4ÑßÔYÎYÖjêYÍ9Ó0��Û�ÜÝÔYÙÚÍ9Î�Ó§è�Í9ÎYÎYÍ9ÎóÏ�ÐÒÑýÌ>Í4ÑßÍ4ÐÝÞßÓýË�ÜÒÓta�É�Ë~ÑâË~è�Þ7Í9Ñ7Ð]ÓØÞ7ÐÒè�Ô�ÙÍ9ÐÝÎYÍPÓ�ñ�É�Ë�ÓØÍ9Î ð Ì.Í9Ñ7Ö�Ë~ÎYÖ�Ó4ä�à�Û�ÙÚÐ Þ�è�ù�Î�ÎYÍ4ÎÚÏ�ÐÒÑ¯ÐÒÎ	×EÌYÌQä�ÁYä'&sÌuÙÚÐÝÞ¯ÔYÎ�Ó7Í4ÑßÍ4Î ë�Ñßè�Í9ÎYÎ�Þ7ÎYÐ]ÓÄ�Ó7Í4ÎòÎGÔYÎ&#1ÛGÍ^©�Ð]Ó�ÞßÍ4Î��9Ö�Í9ÌYÐÝÍ4Þ�Ô�Î�ê%#uÔYÑ7ÿ�Í4ÎGÿ�Í9Ñ7Ü]Ë~ÔYÕQÍ4ÐÒÎ��4Í9ÐÒãâÉYÎ�Í4Î y ×EÌ�ÌQä�Á�ä á+% z ä

�# �¡S �¢x£"¤F¥F¦8§�å Ë�Ó ÓØÛGÍ9Ì.Í9Îwè�Û�Î�ÓØÞ7ÑßÔYÐÒÍ4Ñ7Þ7Í¯ÿ�Ë�Î�� êYÍ4Ñm� � Ë�Ë�ÜÒÓÄ� ¾uË�ÓQÌ>Í9ÓßãâÉYÑßÍ4ÐÒÌ�Þ�ÑßÍ9Ë�ÜÝÍ�àGá�ÓÄ�Þ7Í9ÙÚÍ	ÓØÍ9ÉYÑ§Ö�Ô�ÞPäQë¯Ó0�9Í4ÐÒÖ�Í9ÎóÓ7ÐÒãâÉóÐÒÙ ë®©�ì>Í4ÑßÐÝÙÚÍ4Î�ÞeË�ÜÝÜÒÍ4Ñâê�ÐÒÎYÖ�Ó#)Eá�ÓØÞ7Í9Ñ7ÍPÓØÍ5�
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×1ÌYÌYÐÒÜÒêYÔYÎYÖÇÁYäâá�;�( å ÐÒÍf�jËv©�Ï�Í4ÜÒÜÝè�Û�Î�ÓØÞ7ÑßÔYè�Þ7ÐÒÛ�Î
ëíF+Í4è�Þ7Í y ×1ÌYÌQä�ÁYäâá-, z ä�)Eá�ÓØÞ7Í4ÑßÍ9Ó7ÍýÞßÑ7ÐÝÞØÞ§Ö�Í4ÎYÍ9Ñ7Í9ÜÝÜ�Ì.Í9Ð ñ�É�Ë�Ó7Í4Î ð Ì>Í4ÑßÖ } ÎYÖ�Í9ÎÍ4ÑâÓ�ÞßÍ4ÑÃ9�Ñâê�ÎGÔYÎYÖjË�Ô�Õ�ä�àGÐÒÍ	É } ÎYÖ~ÞwÙÅÐÝÞwê�Í9Ñ³� Í4ÞßË�Ó�ÞâË~ÌYÐÒÜÝÐÝÞ } Þwê�ÍPÓeàGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ó�4Ô�ÓßË~ÙÚÙÚÍ4ÎVä å Í4Î�ÎòÏ�ÐÒÑBÏ�ÐÒÓßÓ7Í4Î³æØË æ ê�Ë�ÓßÓ�ÍPÓ�ê�ÔYÑâãâÉ�Ë~Ô.Ó�Î�ÛGãâÉòÍ4ÐÒÎYÍ9Î�ÙÚÍ ÞâËv�Ó�ÞâË~ÌYÐÒÜÒÍ4ÎÊË~Î�ê�Í9Ñ7Í9Î � Í4ÖøÖ�ÐÒÌ�Þ y ÓØÐÒÍ4ÉYÍ ×1ÌYÌQäFÁ�ä ád8 z ä å Ë�Ólñ�É�Ë�ÓØÍ9Î�ê�Ð]Ë~Ö�ÑâË~ÙÚÙÓØÐÒÍ4É�ÞEêYË�ÎYÎòË�Ô�ÓBÏ�ÐÒÍ§ÐÝÎ ×EÌ�ÌQäpÁYäâá-,�äå ÐÒÍ9Ó7Í�)1áGÓØÞ7Í9Ñ7ÍPÓØÍ9Í�F+Í4è�Þ7Í�ÓØÐÒÎ�êSË�Ô�Óeê�Í9Ù ×EÜÒÜ ÞâË~Ö
Ì>Í4è�Ë�ÎYÎ�Þs( é/Ü ð ÓßÓØÐÒÖ�è�Í4ÐÝÞ7Í9Î��ä ¶ ä>è�ù�ÎYÎ�Í4Î�ç ð Ì>Í4ÑßÉYÐÝÞm�4Í9Î<èwÛ�ê�Í9ÑKçØÔYÎ�Þ7Í9Ñ7è ð É�ÜÝÍ9Î<èâä å ÐÝÍc'VÍ4Ì>Í4Î�ÓßêYË~Ô�Í4ÑuÓØÛ�Ü �ãâÉYÍ4Ñ�ÐÒÎ�Ó�ÞâË~ÌYÐÒÜÒÍ4Ñ$ã>Ô�ÓØÞ } Î.ê�Í�Ð]ÓØÞ�Ù Ë~Î.ãâÉYÙ Ë~Ü+Ñ7ÍPãâÉ�Þ�Ö�ÑßÛ�´.ä�×1ÜÝÜÒÍ4Ñâê�ÐÒÎYÖ�Ó�Ì>Í4Ï�ÐÒÑÄ�è�Í9ÎòèGÜÒÍ4ÐÒÎYÍwà�ãâÉGÏBË~ÎYèGÔYÎ�Ö�Í4ÎòÛ~ÕþÞlÓØÛ�Õ?Û�Ñ7Þ1ê�Í4Î�ã>Ô.Ó7Ë�ÙÅÙÚÍ9Î�Ì�Ñ7Ô�ãâÉøê�ÍPÓEÐÒÎ�Ó�ÞâËv�ÌYÐÒÜÝÍ9Î�ã+Ô�Ó�ÞâË~Î�êYÍ9ÓuÔYÎ�êÊê�Í9Î� EÌ>Í4ÑßÖ�Ë�ÎYÖ�ÐÒÎSê�ÐÒÍ	Ó�ÞâË~ÌYÐÒÜÒÍÅñ¯É�Ë�Ó7Í�ä ¶ Í9ÐÒÓ7ìYÐÒÍ4Ü]Ó	�Ï�Í9ÐÒÓ7ÍÚÑ7Í9ÐÒãâÉ�ÞuÌ.Í9Ð¯ÔYÎ�ÞßÍ4Ñßè ð ÉYÜ ÞßÍ4ÎÊé�Ü ð ÓßÓ7ÐÝÖ�è�Í4ÐÝÞ7Í9Î�Û�ÕþÞeÓ7ãâÉ�Û�ÎóÍ4ÐÒÎUàYãâÉ ð ÞØÞ7Í9ÜÝÎÛ�ê�Í4Ñ$å ð ÉYÑ7Í9Î æ ÔYÙ ÓØÛ�Õ?Û�Ñ7Þ7ÐÒÖ�Í�#uÑ7Ð]Ó�ÞâË~ÜÒÜÝÐ]ÓßË�Þ7ÐÒÛ�Îb�4ÔòÍ4ÑßÑ7Í9ÐÒãâÉ�Í4ÎQä

º@õ*)@õ�¯ + üÄk ×~üOXºXSý:Þ�ý	�
��kZÎË���®ý�kFn$¯pk�ù3kFl
×EÜÒÜÝÖ�Í4ÙÚÍ4ÐÒÎYÍl×EÔ�ÓßÓ7Ë�Ö�Í9Î ð Ì.Í9Ñ�ñ¯É�Ë�Ó7Í4Î�êYÐÒË�Ö�ÑâË~ÙÚÙÚÍ æ ê�ä ÉQäGÛ�É�ÎYÍ ¶ Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7ÔYÎYÖ§Í9ÐÝÎ�Í9ÓË� Û-�ê�Í4ÜÒÜ]ÓØá�ÓØÞ7Í4Ù Ó�Ï�ÐÒÍ�ê�Í9Ù ÿ�Ë~Î��;ê�Í4Ñm� � Ë�Ë~Ü]Ó	�	¾uË�Ó æ Ó7ÐÝÎ�êwÓØÍ9ÉYÑ�è�Û�ÙÚìYÜÒÐ'�4ÐÒÍ4Ñ7Þ æ Ï�Í9ÎYÎYÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉýÏ�Ð]ãâÉ��Þ7ÐÒÖ�ä�ë�ÐÒÎYÍ³¾lÑßÔYÎ�ê�Ë~Ô�ÓßÓ7Ë�Ö�Í�ÐÒÓØÞ1ê�ÐÒÍÐ!�ô����^���4õâö�
q_�ö
E|�5
 í.ïm
�C+
5q (
Ò Ä ¹"¹ Æ Ï Æ � Ç ¸ 1§Ç º Æ ¸<�/Èv¸�Ý�¸ Â
#�ÛGÍ^©�Ð]Ó�ÞßÐÝÍ9Ñ7Í9Î

M
ñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎÊÍ4ÐÒÎYÍ9Ó

L
��#�Û�ÙÚì>Û�ÎYÍ9Î�Þ7ÐÒÖ�Í4ÎÊàGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ó æ Ó7Û ÌYÐÝÜ]ê�Í9ÎSê�ÐÝÍPÓØÍ Í9ÐÝÎ�Í

f = (L−M + 2)
�;ê�ÐÝÙÚÍ9Î�ÓØÐÒÛ�Î.Ë~ÜÒÍ �jË�ÎYÎYÐÒÖ~Õ<Ë�Ü ÞßÐÝÖ�è�Í4ÐÝÞEê�Í9Ó�ã+Ô�Ó�ÞâË~Î�ê�ÓØÑâË~ÔYÙ Ó9ä
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×1ÌYÌYÐÒÜÒê�Ô�ÎYÖÇÁYäâá�%�(
p, V

� å Ð]Ë~Ö�ÑßË�ÙÚÙ ÙÚÐ Þ�#�ÛGÍ^©�ÐÒÓØÞ7Í9Î��4Ì>Í4ÑßÍ4Ð]ãâÉ
å Ë�ÓuÌ>Í9ê�Í9Ô�Þ7Í4ÞýÐÝÎ.ÓØÌ>Í9Ó7Û�Î�êYÍ4ÑßÍ æ êYË�Ó7ÓuÏ�Í4Ö�Í4Î f ≥ 0

Î�Ô�Ñ
L + 2

ñ�É�Ë�ÓØÍ9Î�Ù Ë-©GÐÒÙ Ë~Ü�è�Û-�Í5©GÐ]ÓØÞ7ÐÒÍ4ÑßÍ4Î	è�ù�ÎYÎYÍ9ÎQä å Í9Ñ@�/ÑßÐÝì>Í4ÜÒìYÔYÎYè�ÞBÐÒÓØÞ�Ë~Ü]ÓØÛwÌ.Í9Ñ7Í9Ð ÞâÓ�ê�Ë�ÓË�jËv©�ÐÒÙeÔYÙ Ë�Î	ñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎYè�Û��Í5©GÐ]ÓØÞ7Í4Îp� æ êYË�Ó�Õ ð Ñ � Ë�ÓßÓØÍ9Ñ�Í9Ñ7ÑßÍ4Ð]ãâÉGÌ�Ë~Ñ�Ð]Ó�ÞPäå ÐÝÍ ¶ Í9Ö�Ñ ð Î�ê�Ô�ÎYÖ Û�Î�ê�Í4Þóê�ÐÒÍ ¾lÐÒÌYÌ�ÓßÓ7ãâÉ�ÍSñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎYÑ7Í9Ö�Í9ÜýÐÝÎ Õ?Û�ÜÝÖ�Í4Î�êYÍ4Ñ� 1Ì.Í9Ñ7ÜÒÍ4Ö�ÔYÎYÖ�(� Í4ÎYÎ
M

ñ¯É�Ë�Ó7Í4Î\ÐÝÙ ¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�ÞÅÍ5©GÐ]ÓØÞ7ÐÒÍ4ÑßÍ4Î æ Ù ð Ó7Ó7Í4Î ê�ÐÒÍ ãâÉYÍ4ÙÚÐ]Ó7ãâÉYÍ9Î�ñ Û~ÞßÍ4Î��ÞßÐÒË�ÜÝÍuÐÒÎ³æ�ÍPê�Í4Ñ�ñ¯É�Ë�Ó7ÍuÕ ð ÑEË~ÜÒÜÒÍQ#1Û�ÙÅì>Û�Î�Í4Î�Þ7Í9ÎçÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉøÓØÍ9ÐÝÎ��YêQä ÉQä
µ

(1)
i = µ

(2)
i = ... = µ

(L)
i ∀i ∈ {1, . . . ,M}

�1ÑßÓ7ìYÑ ð ÎYÖ�ÜÒÐ]ãâÉÅÉ.Ë�Þ�êYË�Ó�àGá�ÓØÞ7Í9Ù
L+2

ñ�Ë~ÑâË~ÙÚÍ4Þ7Í4Ñ æ Ë�ÜÒÓ7Û L+2
éYÑßÍ4ÐÒÉYÍ4ÐÝÞßÓ7Ö�ÑâË�ê�Í�ä ¶ Í4Ð Mñ�É.Ë�Ó7Í4Î æ êQä ÉQä�ê�Í4ÎÚÛ�ÌYÐÝÖ�Í4Î M ¶ ÍPê�ÐÒÎYÖ�ÔYÎ�Ö�Í4Î æ ÌYÜÝÍ9ÐÝÌ>Í4Î f = L+2−M éYÑßÍ4ÐÒÉYÍ4ÐÝÞßÓ7Ö�ÑâË�êYÍ�ä�jË-©�ÐÝÙ Ë~Ü.ÙÚù�Ö�ÜÒÐ]ãâÉ æ êYË�ÙÚÐ ÞBê�ÐÝÍ#¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉGÔYÎ�ÖeÜÒù�Ó7Ì�Ë~Ñ�Ì�ÜÝÍ9ÐÝÌ�Þ æ ÓØÐÒÎ�ê M = L+2

ñ�É�Ë�ÓØÍ9Î	ÐÝÎ
#�ÛGÍ^©�ÐÒÓØÞ7Í9Î���ä
å Ë~ÙÚÐÝÞ/Ð]Ó�Þ�ê�ÐÒÍ ¶ Í ÞßÑßË�ãâÉ�ÞßÔYÎYÖ1êYÍ4Ñ"�BÉ�Í4ÑßÙÅÛ�ê�áGÎ�Ë�ÙÚÐÝè§Ë~Ì�Ö�Í9ÓßãâÉYÜÒÛ�ÓßÓØÍ9ÎQä^é;Ù Õ?Û�ÜÒÖ�Í9Î�ê�Í9ÎØ�VÍ9ÐÝÜÏ�Í4Ñâê�Í4ÎóÏ�ÐÒÑýÔYÎ�Ówê�Í4ÑýÙÚÐÒèGÑ7Û�ÓØè�Û�ìYÐ]Ó7ãâÉ�Í4Î¼�BÉYÍ9Û�ÑßÐÝÍ Ï�Ð]ê�ÙÚÍ4Î æ ê�ÐÒÍ ÔYÎ�Ó7Í4ÑßÍ Ù Ë~èGÑ7Û�ÓØè�Û�ìYÐ��ÓßãâÉYÍ4ÎÚà�ãâÉYÜ ð ÓßÓØÍ�Ñ7ÍPãâÉ�ÞØÕ?Í4Ñ7Þ7ÐÒÖ~ÞPä|é;Î�ÓØÌ>Í9Ó7Û�Î.ê�Í4ÑßÍ�êYÍ4Ñ�ë�Î�Þ7ÑßÛ�ì�ÐÝÍ�Ï�ÐÝÑâêÅêYË~Ì>Í4Ð�Í9ÐÝÎYÍEà�ãâÉ�Ü ð ÓßÓ7Í4Ü��ÑßÛ�ÜÒÜÝÍ��4Ô�Õ<Ë�ÜÝÜÒÍ4ÎQä � ÐÒÑ�É�Ë�Ì.Í9Î	ÌYÐ]ÓØÉ�Í4ÑBê�ÐÝÍ�ë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ�Ë�ÜÒÓ@¾lÑßÔYÎ�ê�è�Û�Î��9Í4ì�Þ ð Ì.Í9Ñ

dQ = TdSÍ9ÐÝÎYÖ�Í Õ ð É�ÑØÞ æ Ë~Ì>Í4Ñ/Ì.Í9Ö�Ñ ð Î�ê�Í4ÞQÏ�ÔYÑßêYÍ¯ê�ÐÒÍ9Ó7Í4ÑV×1Î�Ó7Ë~Þm�3�9ÔYÎ } ãâÉ�Ó�ÞQÍ9ÐÝÖ�Í4Î�Þ7ÜÒÐ]ãâÉlÎGÔYÑ�êYË�êYÔYÑßãâÉ æêYË�Ó7ÓlÔYÎ.Ó§ê�ÐÝÍ � ÐÒÑßè�ÜÒÐ]ãâÉYè�Í9Ð Þfå�ÍPãâÉ�Þ§Ö�ÐÝÌ�ÞPä�ë�Ì>Í4Î�Ó7Û ÐÒÓØÞ§ÌYÐ]ÓØÉYÍ9ÑýË~Ô�ãâÉóÎYÐ]ãâÉ�ÞuÍ9ÐÝÎp�4Ô�Ó7Í4ÉYÍ9ÎÖ�Í4Ï�Í9Ó7Í4Î æ Ï�Ë�Ñ7ÔYÙ ê�ÐÒÍøë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍçÐÒÙÚÙÚÍ4ÑW�4ÔYÎ�ÐÝÙÚÙýÞ y ÛGêYÍ4ÑÅÉYù�ãâÉ�Ó�ÞßÍ4Î�ÓÅÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉSÌ�ÜÝÍ9ÐÝÌ�Þ z ä×1ÜÝÜVêYÐÝÍPÓBÏ�ÐÝÑâêçÐÒÎ ê�Í4ÑEÓØÞßË~Þ7Ð]Ó�ÞßÐÒÓßãâÉYÍ9Î�� ÍPãâÉ�Ë~Î�ÐÝè	Ö�Í4èGÜ } Ñ7Þ9ä
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×EÌ�ÌYÐÝÜ]ê�ÔYÎ�ÖÇÁYäâá-,�(�)1á�Ó�ÞßÍ4ÑßÍ9Ó7Í4Í�F+Í4è�Þ



ß �´�L�áà�à

£ �Z� �Z�<�>�Z�<��� � À ÀÞ� � � ����â

&6;��





| }@~����4���¢ã

ä �:� å Â § � ¾«æ Â-�ç¤è¦BÀ��

2¯Ä ¸ Â êYÍ4ÑlàGÞßË�ÞßÐÒÓØÞ7Ð]ÓßãâÉYÍ4Î�� ÍPãâÉ�Ë~Î�ÐÝè�ÐÒÓØÞ æ Ï�ÐÝÍeÌ.Í9Ñ7Í9Ð ÞâÓ1Ë~Î�Ö�Í9Ó7ìYÑßÛ�ãâÉYÍ4Î æ êYÐÝÍýÙÚÐÒèGÑ7Û�ÓØè�Û�ìYÐ��Ó7ãâÉYÍ ¶ Í4Ö�Ñ ð Î�ê�ÔYÎYÖ ê�Í9Ñ$�BÉYÍ4ÑßÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë~ÙÚÐÒè>ä
ë¯ÓBÖ�ÐÝÌYÞSá � Í4Ö�Í0�4ÔYÑ ¶ Í9Ö�Ñ ð Î�ê�ÔYÎ�Ö y ×EÌYÌQä�ÌYä'& z (
y Ð z�¶ Í9Ö�Ñ ð Î�ê�Ô�ÎYÖÚÎ�Ë�ãâÉ ¶ Û�ÜÝÞm�4Ù Ë�ÎYÎ�(¶ Ë�ÓØÐÒÍ4Ñ7Þ�Ë~Ô�Õ/êYÍ4ÑºÉ�ï*C�� ² 
4íGö	�w�p��÷?ö�
^�5
ýÔ�Î�êçÖ�Í4É�ÞBÿ�Û�Îòê�Í4Ñ��ÅôGA�ï��|�BA����>ô �4õâö�
4í æ ê�ä�Éÿ�Û�Îøê�Í9Ñ$)1Ë~ÙÚÐÒÜ ÞßÛ�ÎmÉ ÓßãâÉYÍ4Î å áGÎ�Ë�ÙÚÐÝè æ Ë�Ô�Ó4ä
y ÐÝÐ z�¶ Í9Ö�Ñ ð Î�ê�Ô�ÎYÖÚÎ�Ë�ãâÉ À ËdáGÎYÍPÓ5(¶ Ë�ÓØÐÒÍ4Ñ7ÞEË~Ô�Õ�Í4ÐÒÎYÍ4ÙbìYÑßÛ�Ì�Ë�ÌYÐÝÜÒÐ]Ó�ÞßÐÒÓßãâÉYÍ4Îò×EÎ�ÓßË�Þ�� æ êYÍ4Ù5fMEH��í�
^�¹é �4õâö�
4í%_�ï ôþíM�4ô �>ä

×1ÌYÌYÐÒÜÒê�Ô�ÎYÖ0ÌYä'&�(+ã>ÔYÑ ¶ Í4Ö�Ñ ð Î�ê�ÔYÎYÖuê�Í9Ñ3�BÉYÍ4ÑßÙÚÛGêYá�Î.Ë~ÙÚÐÝèýêYÔYÑßãâÉÚê�ÐÒÍEà�ÞßË~Þ7Ð]Ó�ÞßÐÒÓßãâÉYÍK� Í^�ãâÉ�Ë�ÎYÐÒè
ã>Ô�Î } ãâÉ�ÓØÞeÕ ð ÉYÑØÞÚÔYÎ�ÓÚê�ÐÒÍ¼ã>ÐÒÍ4ÜÝÕ ð ÉYÑßÔYÎYÖ�Ë�Ô�Õ�êYË�ÓÅñ�Ñ7Û�ÌYÜÒÍ4Ù ê�Í9Ñ³��Û�Ñ7ÉYÍ9ÑßÓßË~Ö�Íçê�Í9ÑÅÙ Ë-�èGÑßÛ�Ó7è�Û�ì�ÐÒÓßãâÉYÍ4ÎI��Ë�Ñ7Ð]Ë~Ì�ÜÝÍ9Î

U æ V ÔYÎ�ê
N
ä å Ë�Ó�É�Í4Ð'´~Þ§Í9Ó§ÓØÞ7Í9ÜÝÜÝÞýÓØÐ]ãâÉóêYÐÝÍ éYÑâË~Ö�ÍwÎ.Ë�ãâÉê�Í9ÎÈ��î�í ² E��Ã
4í�÷ÝEvq C�q�
4ô<õßö�î�í�C�
 í.ä�ã>ÔYÑ ¶ ÍPË~Î�Þ�Ï�Û�Ñ7Þ7ÔYÎYÖÚê�ÐÒÍ9Ó7Í4Ñ1é�ÑßË�Ö�ÍuÌYÐÒÍ ÞßÍ Þ1ÍPÓEÓØÐ]ãâÉ Ë~Î æ
&6;�Ì
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�4ÔYÎ } ãâÉ�ÓØÞ�ê�Í9Î ¶ Í4Ö�ÑßÐGFòê�Í9Ñ¯ë�Î�Þ7ÑßÛ�ì�ÐÝÍ S(U, V,N)

�9Ô	Ì.Í9Ö�Ñ ð Î�ê�Í9Î æ Ï�Ë�Ó�Ï�ÐÝÍPê�Í4ÑßÔYÙ �4Ô�Ù�wôGA~ïm��AdE~í���í.ô �4õßöp
 í$É�í��5
6�W�5q�
ÚÕ ð ÉYÑØÞPä å ÐÝÍPÓuÐÒÓØÞ§Ö�ÑßÛ�Ì
Ó7èGÐ��s�4ÐÒÍ4Ñ7Þuê�Í9Ñ � Í9Ö æ ê�Í9ÎóÏ�ÐÒÑuÐÝÎê�ÐÒÍ9Ó7Í4Ù �/Í4ÐÒÜVê�ÍPÓ1àGèGÑ7ÐÒì�ÞßÍ9ÓBÖ�Í9ÉYÍ4ÎòÏ�Û�ÜÒÜÝÍ9ÎQä
�# �¡� �¢x£�¤�¥F¦" �¥3§

• � ÐÒÑ1Ï�Û�ÜÒÜÝÍ9Î ê�ÐÝÍeÖ�Í9ÓßË~ÙeÞ7Í0�BÉYÍ9Û�ÑßÐÝÍýË�ÎYÉ�Ë~Î.êòêYÍ4Ñ1ë¯Ñ7Ö�ÛGêYÍ4ÎYÉGáGì.Û�Þ7ÉYÍPÓØÍuÉYÍ9Ñ7ÜÒÍ4ÐÝÞ7Í9Î æÔYÎ.êòê�Ë�Ó À Ëdá�Î�Í9ÓeÉ ÓßãâÉYÍlñ�Ñ7ÐÒÎ��9ÐÝì Ë~Ù ë�Î�ê�Í§èGÔYÑ��§ê�ÐÒÓ7èGÔ�Þ7ÐÒÍ4ÑßÍ4ÎVä
• å ÐÝÍ§êYË�Ì.Í9Ð�ÿ�Í9Ñ7Ï�Í4Î�êYÍ Þ7Í�ÙÚÐÝèGÑßÛ�Ó7è�Û�ì�ÐÒÓßãâÉYÍ$�BÉYÍ9Û�ÑßÐÝÍlÙ Ë�ãâÉ�Þ�è�Û�Î��9Í4ì�ÞßÐÝÛ�ÎYÍ4ÜÒÜ+è�Í4ÐÒÎYÍ9Î�1Î�ÞßÍ4ÑâÓ7ãâÉ�ÐÝÍPê��4Ï�Ð]ÓßãâÉYÍ4ÎjèGÜ]Ë�ÓßÓØÐ]ÓßãâÉYÍ4Ñ�ÔYÎ�ê¼��Ô�Ë�Î�Þ7Í4Î�ÙÅÍPãâÉ�Ë~Î�ÐÒÓßãâÉYÍ4Ñ ¶ Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÔYÎYÖ�äå ÐÝÍý×1ÑØÞ1êYÍ4Ñ ¶ Í4ÑßÍ9ãâÉYÎGÔYÎ�ÖwÙ Ë~Î�Ð Õ?ÍPÓ�ÞßÐÝÍ9ÑØÞ1Ó7ÐÒãâÉ³æ�Í9êYÛGãâÉøÐÒÙ å�ÍPÓØÔYÜÝÞßË~Þ9ä



| }@~����4���ìëîí

å Â § � ¾ï¦BÀð¬¿À�� ¾ÁÀ ñ À<¬ ÂN�xò À

¶ Í4ÿ�Û�Ñ�Ï�ÐÝÑ�Ë�Ô�Õ>ê�ÐÒÍ�ë�ÑßÖ�Û�ê�Ð'�4ÐÝÞ } Þ�Í9ÐÝÎYÖ�Í4ÉYÍ9Î æ Ï�Û�ÜÒÜÝÍ9ÎeÏ�ÐÒÑ�Ï�ÐÒãâÉ�Þ7ÐÒÖ�Í�èGÜÒË�Ó7Ó7Ð]Ó7ãâÉYÍ�ÔYÎ�êW��Ô�Ë~Î��ÞßÍ4ÎYÙÚÍ9ãâÉ.Ë~ÎYÐ]Ó7ãâÉ�Í ¶ Í4Ö�Ñ7ÐGF+ÍlèGÜ } ÑßÍ4ÎQä
X*ó�V5X ï ]^ÖfÑ"ÑFÓ^Ñ"í�î�\@gõô�Öf]^]

�Qûsº�û Ä<Æ û Ä Æ � Ç ¸ Æ Ï � Æ ¸<�¼¹ Â ¸
àGÍ9Ð ê�ÐÒÍØ¾lÍ9ÓßË~ÙeÞ7ÉYÍ9Ð Þ

G
Í4ÐÒÎYÍýÓØÍ9ÉYÑ�Ö�ÑßÛ�´�Í�×1Î��9Ë�ÉYÜQÐ]ê�Í4Î�Þ7Ð]ÓßãâÉYÍ4Ñ1àGá�ÓØÞ7Í9ÙÅÍ�ßdä

x ≡ (q,p) ∈ Γ
Í4ÐÒÎ¨ñ�Ô�ÎYè�Þ	ÐÝÙ ñ¯É�Ë�Ó7Í4ÎYÑâË~Ô�Ù

Γ y�ä è ñ¯É�Ë�Ó7Í�CòêYÍ9Ó	àGá�ÓÄ�Þ7Í9Ù Ó è z æ ê�Í4Ñ�ÐÒÙ�é.Ë~ÜÒÜ.ì�ÔYÎYè�ÞØÕ?ù�Ñ7ÙÚÐÒÖ�Í4ÑË�VÍ9ÐÝÜ]ãâÉYÍ9Î y f = 3N z ê�ÐÒÍ å ÐÒÙÅÍ9Î�Ó7ÐÝÛ�Î
dim Γ = 2f = 6N

É�Ë�ÞPä
g(x z ê�ÐÒÍË��Í9ÑØÞßÍ4ÐÒÜÝÔ�ÎYÖ�Óßê�Ð]ãâÉ�ÞßÍ�êYÍ4Ñ¯àGá�ÓØÞ7Í4ÙÚÍ ð Ì>Í4Ñ�ê�Í9Ù ñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎYÑâË~ÔYÙ Γ æ ê�ÐÝÍÖ�Í9Ù } ´

G =
∫
Γ

g(x) dΓ
ê�ÐÒÍf¾lÍ9ÓßË~ÙeÞ7ÉYÍ9Ð Þ

G
�4ÔYÑ ð ãâèGÜÒÐÝÍ4Õ?Í4Ñ7Þ9ä

àGÍ9Ð�Õ?Í4ÑßÎYÍ9ÑK�4ÔYÑ ã+Í4ÐÝÞ
t
ê�ÐÒÍt_�ö
E|�5


x
êYÐÝÍPÓØÍ9Ñ1àGá�Ó�ÞßÍ4ÙÚÍýê�ÔYÑâãâÉ ê�ÐÝÍý×1ÎYÖ�Ë�Ì.ÍýË�ÜÝÜÒÍ4Ñ�ÙÚÐÒèGÑ7Û��Ó7è�Û�ìYÐÒÓßãâÉYÍ9Î���Ë~ÑßÐ]Ë~ÌYÜÒÍ4Î y�ä #�Û�ÙÚì.Û�ÎYÍ4Î�ÞßÍ4Îòÿ�Û�Î x z Õ?Í9ÓØÞ7Ö�Í4ÜÒÍ4Ö�Þ9äå Ë~ÎYÎòÐ]Ó�Þ$�9ÔYÙ Í9ÐÝÎYÍ9Î
g(x) dΓê�ÐÒÍ ×EÎ��PË~ÉYÜ�ê�Í4ÑçàGá�ÓØÞ7Í9ÙÅÍ æ ê�Í4ÑßÍ4Î\ñ�É�Ë�ÓØÍ9Î �4ÔYÑbã>Í9Ð Þ t ÐÝÙ ÐÝÎ�Û�ÎYÐÝÞ7Í9Ó7ÐÒÙÚË�ÜÝÍ9Î¨ñ¯É�Ë�Ó7Í4Î��ÑâË~ÔYÙwÿ�Û�ÜÝÔYÙÚÍ9Î

dΓ = d2fx
�4Ô.Ó7Ë�ÙÅÙÚÍ9ÎYÜÝÐÒÍ4Ö�Í4ÎQä

æ �¡îðõ¾ôOì6ò*îðé�ï�ñl�"ñ¾ôOîðû�ò ñ¾îðôOü¡óHôDî ö�õ�è�é�éTè����ðô U ��é¡ò�ôOê<ô��Oë¾ê<îðì�õ¾ôOé*ò7�	�ðôOîðï�ñ¾ô��MôDîðï�ñ¾ôOì
�Dè�ñ
�
N
ë¾ì¾õ"�	�ðôOîðï�ñ¾ôOéc�ù	�ðë�ê<ôDì

V
ñ�è�óHôOì��D ��u�ñ�è�é*ô��7óHôT�DôOîðï�ñ�ì¾ôÝò7ñ¾îðôOüLì¾îðï�ñ6òTõ¾îðô7ò*ñ¾ôOü¡ê<ù`õ��`ì�è�ê<îðé*ï�ñ¾ô�u
ñ�è�é�ô . [ÌôOé¡òBöeöÈF¾é�é*î��¾ö���è�éV[nw§ü¡ê<î��l/�ö�é*ù§ì�ÿõ¾ôOü*ìeý�îðôT�ðê<ôOñ¾ü
õ¾îðô��7ôOé�è�êeò*ñ¾ôOî òhõ�ôDü
ê<îð÷6ü*ù§é*÷§ù	3¾îðé�ï�ñ�ôDìxchè�ü¡î è�ó
�ðôOì .ø÷ üWòDöe�7ôDé*ï�ñ0� îðì�õ¾î��§÷§ôOî òMþ*ôOõ¾ôOéù2�ù�ÿ�ðôO÷eF
�ðéú/Ýö�õ¾îðôíõ¾ôOì��Hë¾é*ò�è�ì¾õ�õ�ôDé U �`é*ò*ôOê<éTü¡ôOé*ò��ðù§é�[GôOé*ò��ðôT�§ôDì��

&�%�&
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�EÎ�ê��9ÔYÙbË�Î�ê�Í4ÑßÍ4Î

ρ (x) =
g (x)

Gê�ÐÒÍ � Ë�ÑßÓßãâÉYÍ4ÐÒÎYÜÒÐÒãâÉ�è�Í4ÐÝÞßÓßê�Ð]ãâÉ�Þ7Í�êYË�Õ ð Ñ æ ê�Ë�ÓßÓ Í4ÐÒÎ Ì.Í9ÜÝÐÒÍ4ÌYÐÒÖýË~Ô.Ó�ê�Í4ÑË¾lÍ9ÓßË~ÙýÞßÉYÍ4ÐÝÞ�ÉYÍ9ÑßË�Ô�Ó	�Ö�Í9Ö�ÑßÐRF+Í4ÎYÍPÓ�àGá�Ó�ÞßÍ4Ù �9ÔYÑSã>Í9Ð Þ
t
Í4ÐÒÎYÍ§ñ�É�Ë�ÓØÍuÔYÙ ê�Í4Îøñ�ÔYÎ�è�Þ

x
Ì>Í9Ó7Ð Þ�� Þ9ä

×EÜ]Ó Ó�ÞâË�Þ7Ð]ÓØÞ7Ð]Ó7ãâÉYÍPÓVë¯Î�ÓØÍ9ÙeÌYÜÒÍBÌ.Ís�4Í9ÐÒãâÉYÎ�Í Þ ÙÚË�ÎwêYË�ÎYÎwêYÐÝÍBÉYÐÒÍ4Ñ�Í4ÐÒÎYÖ�Í4Õ ð ÉYÑ7Þ7ÍK¾lÍ9ÓßË~ÙeÞ7ÉYÍ9Ð Þ
G
ÙÚÐÝÞ1ê�Í4ÎøÛ�ÌYÐÝÖ�Í4Îòë�ÐÒÖ�Í4Î.Ó7ãâÉ�Ë~ÕþÞ7Í9Î�ÔYÎ.êòé�ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î�Í4ÎQä

��Ä ¸ ¢¯Ä�� � �QÄ�Â�Â ¸=Â Ò Â ¸ Ä � Ç �"��Ý
å ÐÒÍ0¾lÍ9ÓßË~ÙýÞ��9Ë�ÉYÜ>êYÍ4ÑEàGá�Ó�ÞßÍ4ÙÚÍ } Î�ê�Í9ÑØÞ�Ó7ÐÒãâÉ	Î�ÐÒãâÉ�Þ æ êYË�Ó�Ì.ÍPê�Í4Ô�ÞßÍ Þ æ êYË�ÓßÓ�Ó7Ð]ãâÉ�ê�ÐÒÍ0ã�Ë~ÉYÜê�Í4Ñeà�áGÓØÞ7Í9ÙÚÍ ÐÝÎÊÍ4ÐÒÎYÍ9Ù ñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎYÑâË~ÔYÙwÌ.Í9Ñ7Í9ÐÒãâÉ�Î�Ô�Ñýê�ÔYÑâãâÉóÍ9ÐÝÎ�Í4Î�ç7à�áGÓØÞ7Í9Ù�µ�Ô�ÓßÓ§ê�ÔYÑâãâÉê�ÐÒÍc9�Ì>Í4Ñmµ } ãâÉ�Íeê�ÐÒÍ9Ó7Í9Ó ¶ Í4ÑßÍ4Ð]ãâÉYÍ9Ó1Í4ÑßÖ�Í4Ì>Í4Î
èdË�ÎYÎ æ êYË�Ó1Ì>Í9ê�Í9Ô�Þ7Í4Þ§Í9ÓlÖ�ÐÒÜ Þ y Ë�Î�Ë~ÜÒÛ�Öb�4ÔYÑ'VË�ê�ÔYÎYÖ�ÓØÍ9Ñ7É�Ë�Ü ÞßÔYÎYÖÅÐÝÎøê�Í9ÑEë�ÜÒÍ4è�Þ7ÑßÛ�ê�áGÎ�Ë~ÙÚÐÒè z (

∂g

∂t
+ divj = 0

ÙÚÐ Þ
j = gv = gẋ æ êYÍ4Ñ8çßàGá�Ó�ÞßÍ4Ù�µ�Ô�ÓßÓ7êYÐÒãâÉ�Þ7Í^èâä

� Í9Ö�Í9Îòê�Í9ÑEè�Ë~ÎYÛ�ÎYÐ]Ó7ãâÉYÍ9Î ¶ Í4Ï�Í4Ö�ÔYÎYÖ�ÓØÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉGÔYÎYÖ�Í4Î q̇i = ∂H
∂pi

ÔYÎ�ê
ṗi = −∂H

∂qi

Ð]Ó�Þ
v = ({q̇i} , {ṗi}) =

({
∂H

∂pi

}
,

{
−∂H
∂qi

})
∀i ∈ {1, . . . , N}

ÔYÎ�êøêYË�ÙÅÐÝÞ
0 =

∂g

∂t
+

N∑

i=1

{
∂ (gq̇i)

∂qi
+
∂ (gṗi)

∂pi

}

=
∂g

∂t
+
∑

i

{
∂g

∂qi
q̇i +

∂g

∂pi
ṗi

}
+ g

∑

i

{
∂q̇i
∂qi

+
∂ṗi
∂pi

}

=
∂g

∂t
+
∑

i

{
∂g

∂qi

∂H

∂pi
− ∂g

∂pi

∂H

∂qi

}
+ g

∑

i

{
∂H

∂qi∂pi
− ∂H

∂pi∂qi

}

︸ ︷︷ ︸
=0

=
∂g

∂t
+ {g,H}Ï�Û�ÑßË�Ô�ÓBÓ7ãâÉ�ÜÝÐÒÍ5´�ÜÝÐ]ãâÉ�ê�ÐÒÍQ'QÐÒÛ�Ô�ÿ�ÐÒÜÒÜÝÍ�É ÓßãâÉYÍ0¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉGÔYÎYÖÅÕ?Û�ÜÝÖ�Þs(

∂ρ

∂t
− {H, ρ} = 0 y &sä�ä�& z

ÙÚÐ Þ {·, ·} æ ê�Í4Ñ�ñ Û�ÐÒÓßÓØÛ�ÎYèGÜÒË�ÙÚÙÅÍ9Ñ9ä
H æ ê�Í9Ñ$)1Ë~ÙÚÐÒÜ ÞßÛ�Î�Õ?Ô�ÎYè�Þ7ÐÒÛ�ÎQä�# �¡� �¢x£�¤�¥F¦H§ é ð Ñ ∂ρ

∂t
= 0 æ Ë~Ü]ÓØÛ
Ë�Ô�ãâÉ {H, ρ} = 0

ÎYÍ4Î�Î�ÞÚÙ Ë~Î\êYË�ÓwÌ.Í4Þ7ÑßÍ�F+Í4Î�êYÍÓ�ÞâË�ÞßÐÒÓØÞ7Ð]Ó7ãâÉ�Í�ë�Î.ÓØÍ9ÙeÌYÜÒÍ
G
� ÷ÝE�÷ ô���í ± ï ä
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�F� Ç º�Èv� Ä û4û�¸ Â
×1ÜÒÓ�à�ãâÉ.Ë~ÑßÙÅÐÝÞØÞßÍ4ÜGÌ>Í5�4Í9ÐÒãâÉ�ÎYÍ Þ�Ù Ë~ÎÚê�Í4ÎW� ÐÝÞØÞßÍ4ÜÒÏ�Í9ÑØÞ�Í4ÐÒÎYÍ9Ñ]9�Ì.ÓØÍ9Ñ7ÿ�Ë~Ì�ÜÝÍ9Î

F
ð Ì.Í9Ñ�Í4ÐÒÎYÍ4Ùë�Î.ÓØÍ9ÙeÌYÜÒÍ

G
�9ÔYÑ ã>Í9Ð Þ

t
(

〈F 〉 =

∫

Γ

F (x, t) ρ(x)dΓ . y &�äYäâá z
ë�ÐÒÎYÍøÏ�Í9Ó7Í4Î�Þ7ÜÒÐÒãâÉ�Íçë�ÐÒÖ�Í9Î�Ó7ãâÉ.Ë�ÕþÞ	ê�Í9Ó à�ãâÉ.Ë~ÑßÙÅÐÝÞØÞßÍ4Ü]ÓÅÐÒÓØÞ	ê�ÐÝÍ�é;ÎGÿ�Ë~ÑßÐÒË�Î��çÔYÎ�ÞßÍ4Ñ è�Ë~ÎYÛ�ÎYÐ��ÓßãâÉYÍ4Î��VÑâË~Î.Ó�Õ?Û�Ñ7Ù Ë�ÞßÐÝÛ�ÎYÍ4ÎùXdä<�1Ù ê�ÐÒÍ9Ó7Í#é;Î�ÿ�Ë�Ñ7Ð]Ë~Î��S�4Ôòÿ�Í9Ñßê�Í9Ô�Þ7ÜÒÐ]ãâÉYÍ4Î�i�Õ ð ÉYÑ7ÞBÙÚË�Î�Í9ÐÝÎ�ÍÎYÍ9ÔYÍ0å�Í9ãâÉ�Í4ÎYÛ�ì.Í9ÑßË~Þ7ÐÒÛ�ÎçÍ9ÐÝÎ æ ÐÝÎ.ê�Í4ÙbÙÚË�Î ê�Í^Û�Î�ÐÝÍ9ÑØÞ

àGì�ÔYÑ
f :=

∫

Γ

f (x) dΓ y &säYä 8 z
ÙÚÐÝÞ

f : Γ → C
ä

å Í4ÙÚÎ�Ë�ãâÉ�Ð]Ó�Þ
〈F 〉 = Spur (Fρ) y &�äYä ; zÔYÎ.ê�ÍPÓýÖ�Í4ÜÝÞ7Í4ÎóÕ?Û�ÜÝÖ�Í4Î�ê�Í Ï�Í4ÐÝÞ7Í9Ñ7ÍÇåEÍ9ãâÉYÍ9ÎYÑ7Í9Ö�Í9ÜÝÎ æ êYÐÝÍçË�ÜÝÜÒÍ	ê�ÐÒÑ7Í9è�ÞeË~Ô�Ó y &sä�ä 8 z Õ?Û�ÜÝÖ�Í4Î æÌ��9Ï§ä�Ì.Í9Ñ7Í9Ð ÞâÓ�Ì>Í4è�Ë~ÎYÎ�ÞßÍlë¯ÐÝÖ�Í4Î�ÓßãâÉ�Ë�ÕþÞßÍ4ÎøÍ4ÐÒÎYÍ9Ñ1àGìYÔYÑEÓ7ÐÝÎ.ê�ä

y Ð z Spurf∗ = (Spur f)
∗

y ÐÝÐ z Spur (αf + βg) = α Spurf + β Spurg ∀α, β ∈ C

y ÐÒÐÝÐ z Spur (f∗f) > 0 æ Õ<Ë�ÜÝÜ]Óýê�ÐÒÍ � Í9ÑØÞßÍ	ÿ�Û�Î f Ë~ÔYÕBÍ9ÐÝÎ�Í4ÑØ� Í9ÎYÖ�Í Í9Î�ê�ÜÒÐÒãâÉ�Í4Î��jË-´�Í9ÓÔYÎYÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ ½ ÔYÜÒÜVÓ7ÐÝÎ�êQä
y ÐÒÿ z Spur (fg) = Spur (gf)

é�Í4ÑßÎYÍ4ÑBÖ�ÐÒÜÝÞ
àGìYÔYÑ

ρ (x) = 1 ,ÏBË�ÓlÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉGÌ.ÍPê�Í4ÔYÞ7Í4Î.ê
ÙÚÐÝÞeê�Í4Ñý×1Ô�Ó7ÓßË~Ö�ÍwÐ]ÓØÞ æ êYË�Ó7Ó§Ó7Ð]ãâÉ�æ�ÍPê�Í9ÓýàGá�ÓØÞ7Í9Ùñ�4Ô�Ñ³ã>Í4ÐÝÞ
t
ÐÒÎÐÒÑ7Ö�Í4Î�êYÍ4ÐÒÎYÍ4ÑBñ�É�Ë�ÓØÍuÌ>Í^Û�Î.ê�Í ÞPä

é;Ù Ë�ÜÝÜÒÖ�Í9ÙÚÍ4ÐÒÎYÍ4Î¨ÐÒÓØÞçêYË�Ó à�ãâÉ.Ë~ÑßÙÅÐÝÞØÞßÍ4ÜEË�Ô�Ó y &�äYäâá z Î�Ë�Þ ð Ñ7ÜÒÐ]ãâÉ �9Í4ÐÝÞßË~Ì�É } ÎYÖ�ÐÝÖ y 〈F 〉 =
〈F 〉 (t) z æ Ï�Û�Ì.Í9Ð.Ó7ÐÒãâÉçêYÐÝÍ0ã>Í4ÐÝÞßË�ÌYÉ } Î�Ö�ÐÒÖ�è�Í9Ð Þ3�9ÔYÙ Í4ÐÒÎYÍ9Î ð Ì>Í4ÑBê�ÐÝÍS��Û�ÑßÖ�Ë�Ì.ÍEÍ9ÐÝÎ�Í4Ñ8�9Í4ÐÝÞÄ�Ë�ÌYÉ } Î�Ö�ÐÒÖ�Í4Î � Ë~ÉYÑâÓßãâÉYÍ4ÐÒÎYÜÒÐÒãâÉYè�Í4ÐÝÞßÓßê�Ð]ãâÉ�ÞßÍ s ρ(x, t) æ Û�ê�Í9Ñ��9ÔYÙ Ë�Î�ê�Í9Ñ7Í9ÎjË~Ô�Ó�ê�Í4Ñ0ã>Í4ÐÝÞÄ�Ë�ÌYÉ } Î�Ö�ÐÒÖ�è�Í9Ð Þ�ê�Í9Ñº9�Ì�ÓØÍ9Ñ7ÿ�Ë�ÌYÜÝÍ9ÎQü

F (t)
Í4ÑßÖ�Í9Ì.Í9Î�è�Ë�ÎYÎQäp� ÐÝÞ1ê�Í9Ñ�'QÐÒÛ�ÔYÿGÐÒÜÝÜÒÍ^�	¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Ô�ÎYÖ

y &säYä'& z Õ?Û�ÜÒÖ~Þ�Õ ð ÑEê�ÐÝÍ³ã+Í4ÐÝÞ7Í4Î�Þ�Ï�Ð]ãâèGÜÝÔYÎ�ÖÚêYÍ9ÓEà�ãâÉ�Ë�Ñ7ÙÚÐÝÞØÞßÍ4Ü]Ó�ÓØÛ�Õ?Û�Ñ7Þs(Y ç îðô7a�ì6ý�è�ü*î è�ì
� õ¾ôOé U ï�ñ�è�ê<î ò*ò*ôT�ðé�ú�ì�õ¾ôÝòhîðñ¾ü¡ô�ýhô
�§üVF¾ì¾õ�ë¾ì
�¾öe�§ôDì¾è�ë¾é�ù��TîðôLõ¾ôOü:¸	îðù§ë`ý�î����ðô	þ é�ï�ñ¾ô U èwòI�õ�è�ü¡îðì�ö¾õ�è�é*é õ�îðô�O�ë¾ì¾÷�ò�îðù§ì�è��ðõ�ôOò*ôOü*ê<îðì¾è�ì6ò*ôe÷wè�ì¾ù§ì¾îðé*ï�ñ¾ôOü��Mü*è�ì¾é�[Gù§ü¡ê�èwò�îðù§ì¾ôOì E îðì¾é îðé*ò
�j ç îðô U 3¾ë¾ü îðé¡òTý�ù§ì�µ7è�ë¾é è�ë¾éTîðì6ý�è�ü*î è�ì�ò ë¾ì6ò*ôOü ÷wè�ì¾ù§ì¾îðé*ï�ñ¾ô��Mü�è�ì�é�[Gù§ü*ê�èwò*îðù§ì¾ôOì��t�ç îðô��dôOî ò*ôDì�òø�Tîðï�÷l�ðë¾ì
���Tîðü*õºñ¾îðôOü õ¾ë¾ü¡ï�ñ�õ¾îðô�¸	îðù§ë`ý�î����ðô	þ é�ï�ñ¾ô����ðôOîðï�ñ6ë¾ì
�<óHôOé�ï�ñ¾ü¡îðôOóHôDì��ÿ§è��ðé*ù�è�ë¾éTõ¾ôOì[÷l� è�é�é*îðé�ï�ñ�ôDì�ýhô��LôT�§ë¾ì
�§éI�	�ðôOîðï�ñ6ë¾ì
�§ôOì
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d

dt
〈F 〉 =

àGìYÔYÑ
(F {H, ρ})

Ì��4Ï§ä�ÙÅÐÝÞ1ê�Í9Ñ ¶ Í9Ï�Í9Ö�ÔYÎ�Ö�Ó7Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Ô�ÎYÖ§Õ ð Ñ[9�Ì.ÓØÍ9Ñ7ÿ�Ë~Ì�ÜÝÍ9Î dF
dt

= {F,H} ä
d

dt
〈F 〉 =

àGìYÔYÑ
({H,F} ρ)

àGÛ�ÙÚÐÝÞEÖ�ÐÒÜ Þ�(
àGÞßË�ÞßÐÝÛ�Î } ÑßÍØ¾lÍ9ÓßË~ÙeÞ7ÉYÍ9Ð ÞßÍ4ÎjÜÒÐÒÍ Õ?Í4ÑßÎøÕ ð ÑlË~ÜÒÜÝÍýÎ�ÐÒãâÉ�Þ�Í5©�ìYÜÝÐ'�4ÐÝÞ��9Í4ÐÝÞßË~Ì�É } ÎYÖ�ÐÝÖ�Í4ÎÈ9�Ì�Ó7Í4Ñßÿ�Ëv�Ì�ÜÝÍ9ÎøË�Ô�ãâÉ��4Í4ÐÝÞ7Ô�Î�Ë~ÌYÉ } ÎYÖ�ÐÝÖ�Íuà�ãâÉ.Ë~ÑßÙÅÐÝÞØÞßÍ4ÜÒÏ�Í9ÑØÞßÍ

< F >=
ã Û�Î.Ó�ÞPäÝä

X*óÇV�� Y ZbÖf_³Õ"\K_*ÒÔ\KíAîbÖØ_bÓ^Ñ"íAîb\@gõô�Öf]5]
� ÐÝÍ�ÐÝÎ\ê�Í4Î�ÙÅÍ9ÐÒÓØÞ7Í9Î�é } ÜÒÜÝÍ9Î�ê�Í9Ñwñ�ÉGá�Ó7ÐÝèÊÐ]Ó�ÞÚË~Ô�ãâÉUÉYÐÒÍ4ÑÚê�Í9Ñ� 1Ì.Í9Ñ7Ö�Ë~ÎYÖ��9ÔYÑW¨�Ô.Ë~Î��Þ7Í9ÎYÙÚÍ9ãâÉ�Ë�ÎYÐÝèóÐÒÙ � ÍPÓØÍ9Î�ÞßÜÝÐ]ãâÉYÍ9Î�ê�ÔYÑâãâÉSêYË�Óeë�ÐÒÎ�Õ ð ÉYÑßÍ4Î¨ÿ�Û�Î�9�ì>Í4ÑâË�ÞßÛ�ÑßÍ4ÎUÑßÍ9Ë�ÜÝÐ]ÓØÐÒÍ4Ñ7Þ9ä¾lÍ4Î�Ë�ÔYÍ4Ñ�Ö�Í4ÎYÛ�ÙÚÙÅÍ9ÎøÖ�Í4ÜÝÞ7Í9ÎòÕ ð Ñ1ÔYÎ.ÓØÍ9Ñ7Í9Îòé.Ë~ÜÒÜVê�ÐÒÍýÛ�Ì>Í4ÎøÉYÍ9Ñ7Ö�Í4ÜÒÍ4ÐÝÞ7Í ÞßÍ4Î�¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Ô�ÎYÖ�Í9ÎË~Ô�ãâÉ æ Ï�Í9ÎYÎ�Ù Ë�Î�Õ?Û�ÜÝÖ�Í4Î�êYÍlë¯ÑßÓ7Í Þ��4ÔYÎYÖ�Í4ÎòÙ Ë�ãâÉ�Þs(ñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎYÑßË�ÔYÙ

Γ → ��Ô�Ë�Î�Þ7Í4Î�ÙÅÍPãâÉ�Ë~Î�ÐÒÓßãâÉYÍ4Ñ$ã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓ7ÑßË�ÔYÙ Hñ�É.Ë�Ó7Í
x → ã>Ô�ÓØÞßË~Î�ê

ψ� Ë~ÉYÑâÓ7ãâÉ�Í4ÐÒÎYÜÝÐ]ãâÉYè�Í4ÐÝÞßÓßê�ÐÒãâÉ�ÞßÍ
ρ → å Ð]ãâÉ�ÞßÍ4Û�ì.Í9ÑßË~Þ7Û�Ñ

ρ̂ .ë¯Ó�Õ?Û�ÜÒÖ�Í9Î$ê�ÐÒÍóË�Î�Ë~ÜÒÛ�Ö�Í4Î~��Ô�Ë~Î�ÞßÍ4ÎYÙÚÍ9ãâÉ.Ë~ÎYÐ]Ó7ãâÉ�Í4Î å Í^Û�ÎYÐÝÞ7ÐÒÛ�Î�Í4Î$Ô�Î�êD)1Í4ÑßÜÝÍ9Ð ÞßÔYÎYÖ�Í9Î æê�Í4Ñ§Ì>Í4ÑßÍ4ÐÝÞßÓ§Ë�Ô�Óuê�Í4Ù(èGÜÒË�Ó7Ó7ÐÒÓßãâÉYÍ9Î
é�Ë�ÜÝÜ�Ì>Í4è�Ë~Î�Î�ÞßÍ4Î ¶ Í4Ö�Ñ7ÐGF>ÍÅÔYÎ�ê�ã>Ô.Ó7Ë�ÙÅÙÚÍ9ÎYÉ } Î�Ö�Í�äå Ë�Ì.Í9Ð.Ó7ÐÝÎ.ê	ê�ÐÒÍ å Í5Û�ÎYÐÝÞ7ÐÒÛ�ÎYÍ9Î	ÐÒÙû��Ô�Ë�Î�ÞßÍ4ÎYÙÚÍPãâÉ�Ë~ÎYÐ]ÓßãâÉYÍ4Î é�Ë�ÜÝÜ��4ÔYÎ } ãâÉ�ÓØÞ�Í4ÐÒÎYÖ } ÎYÖ�ÐÒÖ�Í9Ñ æêYË	Ù Ë�ÎjÉYÐÒÍ4ÑuÓ7ãâÉYÛ�Îjÿ�Û�Îjÿ�Û�Ñ7Î�ÉYÍ4ÑßÍ4ÐÒÎ Ë~ÎjÍ9ÐÝÎYÍÅìYÑßÛ�Ì�Ë�ÌYÐÒÜÝÐ]Ó�ÞßÐÒÓßãâÉYÍ ¶ ÍPÓ7ãâÉYÑßÍ4ÐÒÌYÔYÎ�Ö�Ó7Ï�Í9ÐÒÓ7ÍÖ�Í9Ï�ù�ÉYÎ�Þ�Ð]Ó�ÞPä
��û�º�û Ä Æ û Ä<Æ � Ç ¸ Æ ÏS� Æ ¸���¹ Â ¸
àGÍ4ÐÒÍ4Î

ψ, ψn ∈ H ��Ô�Ë�Î�Þ7Í4Î�ÙÅÍPãâÉ�Ë~Î�ÐÒÓßãâÉYÍfã>Ô�ÓØÞ } Î.ê�Í y dimH = ∞ z
Â
��Ô.Ë~Î�Þ7Í9ÎYÙÚÍ9ãâÉ�Ë�ÎYÐÒÓßãâÉYÍQ9�Ì�Ó7Í4ÑßÿdË�ÌYÜÒÍ4Î y 9�ì>Í4ÑâË�Þ7Û�Ñ7Í9Î z�f �µr¥� ��� 
¶l,F¡"+��F �µ�+®§ ë¯ÐÝÎYÍ�¾lÍPÓ7Ë�ÙýÞßÉYÍ4ÐÝÞ

G
ÿ�Û�ÎwÐ]ê�Í9Î�ÞßÐÒÓßãâÉYÍ9ÎÚàGá�ÓØÞ7Í9ÙÅÍ9Î æ ê�ÐÒÍ�Ë~ÜÒÜÝÍBÐÒÙÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉYÍ4Î�ã+Ô�Ó�ÞâË~Î�ê

ψ
ìYÑ } ì�Ë�Ñ7ÐÒÍ4Ñ7Þ1ÓØÐÒÎ�ê��wÎYÍ9ÎYÎ�Þ�Ù Ë~ÎjÍ9ÐÝÎ�ÍeÑßÍ4ÐÒÎYÍ³¾lÍ9ÓßË~ÙeÞÄ�ÉYÍ4ÐÝÞ9ä å Í9Î�� ÐÝÞØÞ7Í9ÜÝÏ�Í4Ñ7Þ�Ë�Ô�ÓEê�Í9Î*�jÍ9ÓßÓØÔYÎ�Ö�Í4Î ê�Í9Ñ�9�Ì�Ó7Í4Ñßÿ�Ë~ÌYÜÒÍ4Î

A
ÐÒÎjê�Í4Î

� a�ê	�Tì6ò*ôOü*é*ï�ñ¾îðôOõÐ�Oë¾üvk�2(ê�è�ï�ñ6ò�ôOé[ñ�îðôDü U îðì¾ì=ö è����ðô U �`é*ò*ôDê<ôqôOîðì¾ôOé�
`ë¾è�ì6ò*ôOì¾ê<ôOï�ñ�è�ì¾îðé*ï�ñ¾ôOìE ì¾é�ôOê3ó��ðôDéTîðêké*ô
�ðóHôOìÎ�Hë¾é*ò�è�ì¾õ
ψ

�Oë�3¾ü�H�3�è�ü¡îðôDü¡ôOì�ö=õ�è<õ¾îðô�2�ôDé*é��LôOüWò�ô�
6ë�è�ì6ò*ôOì¾ê<ôOï�ñ�è�ì¾îðé*ï�ñ¾ôOü ÷ ó�ÿé*ôDüWý§è�ó��ðôDìQõ¾ë�ü*ï�ñ¾è�ë¾é7ý�ôOü*é*ï�ñ¾îðôOõ¾ôOì¿é�ôOîðì[÷	w§ì¾ì�ôDì=ö	è�ë¾ï�ñv�LôOì¾ì�é�îðï�ñ�õ¾îðôx�dë¾é¡òúH�ì�õ¾ô3õ¾ôOü U ��é¡ò�ôOê<ô]ì¾îðï�ñ�òë¾ì�ò*ôDü¡é�ï�ñ¾ôOîðõ¾ôOì��
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àGá�ÓØÞ7Í4ÙÚÍ9ÎÅê�Í9Ñ�Ñ7Í9ÐÝÎ�Í4ÎÃ¾lÍ9ÓßË~ÙýÞßÉYÍ4ÐÝÞ

G
Í9Ñ7É } ÜÝÞ�Ù Ë~ÎÚêYË�ÎYÎwÌ>Í4è�Ë�ÎYÎ�Þ7ÜÒÐÒãâÉÚË~Ü]Ó5(

〈
Â
〉
ψ

= 〈ψ| Â |ψ〉 .


 ¤7,"¥7+x �¥�¡� ����m,F¥ µW¶����F ��� 
¶l,F¡"+��F �µ�+®§ ¶ Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Í9ÎçÏ�ÐÒÑ�Î�Ô�ÎòÍ9ÐÝÎ�Íf� Í4ÎYÖ�Í G ÿ�Û�ÎÑßÍ4ÐÒÎYÍ4ÎÉ¾lÍ9ÓßË~ÙeÞ7ÉYÍ9Ð ÞßÍ4Î
Gn

ÙÚÐÝÞ�ã>Ô�ÓØÞ } Î�ê�Í4Î
ψn æ êYË�ÎYÎ¨Ï�Û�ÜÒÜÒÍ4Î\Ï�ÐÝÑ	ê�Í9Î� ÐÝÞØÞßÍ4ÜÒÏ�Í9ÑØÞ1ê�Í9Ñº9�Ì�Ó7Í4ÑßÿdË�ÌYÜÒÍ4Î

Â
ÐÒÎ ê�Í4Ñ�ÑßÍ4ÐÒÎYÍ9ÎI¾lÍPÓ7Ë�ÙýÞßÉYÍ4ÐÝÞ

Gn
Ë�ÜÒÓ

〈
Â
〉
n

= 〈ψn| Â |ψn〉

ÓßãâÉYÑ7Í9ÐÝÌ>Í4ÎVä #�Û�ÙÚÙÚÍ4ÎUê�ÐÒÍ
Gn

ÐÝÎ
G
ÙÚÐÝÞwê�Í4Î � Ë~É�ÑßÓßãâÉYÍ4ÐÒÎYÜÒÐÒãâÉ�è�Í4ÐÝÞ7Í9Î

pny∑n pn = 1 z ÿ�Û�Ñ æ ÓØÛÚÉYÍ9Ð�´�Þ G Í9ÐÝÎYÍÇ�4î
E�í.÷�
4í
�Ã
âõßö
E�í�ô �4õâö�
�!$
 �6EH�w÷?ö�
4ôþ÷^(
G =

∞⋃

n=1

Gn .

�EÎ.êýË~Ü]ÓF� ÐÝÞØÞßÍ4ÜÒÏ�Í9ÑØÞ ê�Í4Ñí9�Ì�Ó7Í4ÑßÿdË�ÌYÜÒÍ4Î
Â
ð Ì>Í4Ñ ê�ÐÒÍ@¨�Ô�Ë�Î�Þ7Í4Î�ÙÅÍPãâÉ�Ë~Î�ÐÒÓßãâÉYÍ¾lÍ9ÓßË~ÙeÞ7ÉYÍ9Ð Þ y à�ãâÉ�Ë�Ñ7ÙÚÐÝÞØÞ7Í9Ü z ÓßãâÉYÑßÍ4ÐÒÌ.Í9Î�Ï�ÐÒÑs( �

〈〈
Â
〉〉

=
∑

n

pn

〈
Â
〉
n

=
∑

n

pn 〈ψn| Â |ψn〉 .

�òÄ ¸¼� n��/È����"» Ä Ç Èv¸&Ï Ä Ý�¸<� Æ � Ç º�� û�¸��
½ ÔYÎýÏ�Û�ÜÒÜÝÍ9Î§Ï�ÐÝÑ ê�ÐÒÍ¯Û�Ì>Í4ÎýÕ ð Ñ/ñ¯É�Ë�Ó7Í4ÎYÑâË~Ô�ÙwÕ?Ô�ÎYè�Þ7ÐÒÛ�ÎYÍ9Îýê�Í^Û�Î�ÐÝÍ9ÑØÞßÍ�9�ì>Í4ÑâË�Þ7ÐÒÛ�Î�ç

Spur· èÓ7ÛwÍ9Ñ7Ï�Í4ÐÝÞ7Í9Ñ7Î æ êYË�Ó7Ó�Ù Ë~ÎøÓ7ÐÝÍ§Ë~Ô.ãâÉ�Ë~ÔYÕ���Ô�Ë~Î�ÞßÍ4ÎYÙÚÍ9ãâÉ.Ë~ÎYÐ]Ó7ãâÉ�Í�9�ì>Í4ÑâË�Þ7Û�Ñ7Í9ÎçË~ÎGÏ�Í4Î�êYÍ4Îè�Ë~Î�ÎQä
àGÍ9ÐÝÍ9Î {|n〉} ≡ {|φn〉} æ {|m〉} ≡ {|ψm〉} 9�Ñ7Þ7É�Û�ÎYÛ�Ñ7Ù Ë~Ü]Ó7áGÓØÞ7Í9ÙÚÍ y 9 ½ à z ÐÒÙ)EÐÒÜÒÌ.Í9ÑØÞßÑßË�ÔYÙ H ä
å Ë~ÎYÎ Í9Ñ7É } Ü Þ Ù Ë~Î Ì>Í4è�Ë~Î�Î�ÞßÜÝÐ]ãâÉ Í4ÐÒÎYÍ��jË~Þ7ÑßÐ ©YêYË�ÑßÓØÞ7Í9ÜÝÜÒÔYÎYÖÊê�Í9Ó49�ì.Í9ÑßË~Þ7Û�ÑâÓ

Â
ê�ÔYÑâãâÉ

Am,n = 〈m| Â |n〉 ä å Í9Ó7É�Ë~ÜÒÌøÐÒÓØÞEÍ9Ó�Ó7ÐÝÎ�Î�ÿ�Û�ÜÒÜ>Õ ð Ñ1ê�ÐÒÍeàGìYÔYÑ�Í9ÐÝÎ�Í9Óº9�ì>Í4ÑâË�ÞßÛ�ÑâÓ
SpurÂ :=

∑

n

〈n| Â |n〉 y &sä�ä % z
�9ÔòÓßãâÉYÑßÍ4ÐÒÌ.Í9ÎQä

�§ç7è�é E ü��§ôOó¾ì�îðé�õ¾ôOü
õ¾ù	3
3HôT� ò�ôOìR2�î ò¡ò�ôT�ðë¾ì��íë¾ì6ò*ôOü*é*ï�ñ¾ôOîðõ¾ôÝòhé*îðï�ñ3ì�îðï�ñ6ò
ý�ù§ì3õ�ôDê�öwõ�è�é
ê�è�ìeôOü¡ñ�è�� ò�ôOìñÈHwò¡ò�ô§ö¹�LôOì¾ìÃê�è�ì¿ý�ù§ì¿ý�ù§ü*ì¾ñ�ôDü¡ôOîðìcôOîðì¾ô"�7ôOé�è�êeò*ñ¾ôOî ò
G
ý�ù§ì U �`é*ò*ôOê<ôOì�ö	îðìÃõ¾ôOüåõ�îðô U ��é¡ò�ôOê<ô<ê<î òõ¾ôOü�JÃè�ñ¾ü*é*ï�ñ¾ôOîðì
�ðîðï�ñ�÷§ôDî ò

pn

îðê��dë�é*ò�è�ì¾õ
ψn

3¾ü�H�3�è�ü¡îðôOü¡òeé�îðì¾õQóHôÝò�ü*è�ï�ñ�ò�ôÝòeñÈHwò¡ò�ô	� E îðì¾ôG�§ôOé�ù§ì�õ¾ôOü¡ò*ôýhôÝò�ü*è�ï�ñ�ò�ë¾ì���õ�ôDüTõ¾ù	3
3HôT� ò*ôDìv2�î ò*ò*ôT�ðë¾ì
��îðé¡ò7è��ðé*ù3ë¾ì�ì
w�ò�î��
�
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�# �¡� �¢x£�¤�¥F¦H§�å ÐÒÍeàGìYÔYÑßÌYÐÒÜÒêYÔYÎYÖ Ð]Ó�ÞEÔYÎ.Ë~ÌYÉ } ÎYÖ�ÐÒÖÅÿ�Û�Ù Ö�Í4Ï } É�Ü ÞßÍ4Î%9 ½ à æ ê�Í9ÎYÎ�(

∑

m

〈ψm| Â |ψm〉 =
∑

m

∑

n,n′

〈ψm| |φn〉 〈φn| Â |φn′〉 〈φn′ | |ψm〉

=
∑

n,n′

(
∑

m

〈φn′ | |ψm〉 〈ψm| |φn〉
)

︸ ︷︷ ︸
=δnn′

〈φn| Â |φn′ 〉

=
∑

n

〈φn| Â |φn〉

å ÍPÓØÏ�Í4ÐÝÞ7Í9Ñ7Í9ÎÊÉ�Ë�Þ y &säYäâ% z ê�ÐÒÍ	Ö�ÜÝÍ9ÐÒãâÉYÍ9Î�ë¯ÐÝÖ�Í4Î�ÓßãâÉ�Ë�ÕþÞßÍ4Î æ Ï�ÐÝÍçêYÐÝÍ ÐÒÙ(èGÜ]Ë�ÓßÓØÐ]ÓßãâÉYÍ4Îóé�Ë~ÜÒÜê�Í^Û.ÎYÐÝÍ9ÑØÞßÍýàGìYÔYÑ y &sä�ä 8 z (

y Ð z SpurÂ† =
(
SpurÂ

)∗

y ÐÒÐ z Spur
(
αÂ+ βB̂

)
= α SpurÂ+ β SpurB̂ ∀α, β ∈ C

y ÐÝÐÒÐ z Spur
(
Â†Â

)
> 0

Õ ð Ñ
Â 6= 0 æ ê�Í9ÎYÎ

Spur
(
Â†Â

)
=

∑

n

〈n| Â†Â |n〉

=
∑

n,m

〈n| Â† |m〉 〈m| Â |n〉

=
∑

n,m

(
〈m| Â |n〉

)∗
〈m| Â |n〉

=
∑

n,m

∣∣∣〈m| Â |n〉
∣∣∣
2

≥ 0

y ÐÒÿ z Spur
(
ÂB̂
)

= Spur
(
B̂Â
) æ ê�Í4Î�Î��

Spur
(
ÂB̂
)

=
∑

n

〈n| ÂB̂ |n〉

=
∑

n,m

〈n| Â |m〉 〈m| B̂ |n〉 =
∑

n,m

〈m| B̂ |n〉 〈n| Â |m〉

=
∑

m

〈m| B̂Â |m〉 = Spur
(
B̂Â
)

� O�F¾ü õ¾ü*ôOî	ë�ì¾õ ÷ 3HôOü�èwò*ù§ü¡ôDì��§î�� ò õ�îðôDé*ô���
`ë¾î ý�è��ðôOì
�íì`ë�üDö
[Ìè����ðéLê�è�ì�õ¾îðô ÷ 3HôOü�èwò*ù§ü*ôOìQîðì�õ¾ôOü U 3¾ë¾ü����� � !#"%$'& ý�ôOüWò�è�ë�é�ï�ñ�ò6�
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�òÄ � Ç ûs¸ � n8¸�Èvº�û � È

ρ̂
�"��» 1 È �)( ¸ o û � È P̂å Í4Ñ å Ð]ãâÉ�ÞßÍ4Û�ì.Í9ÑßË~Þ7Û�Ñ
ρ̂
Ð]ÓØÞ æ Ï�ÐÒÍ Ì.Í9Ñ7Í9Ð ÞâÓçË�ÎYÖ�ÍPÓØìYÑßÛ�ãâÉYÍ4Î æ ê�Ë�ÓÇ��Ô�Ë�Î�ÞßÍ4ÎYÙÚÍPãâÉ�Ë~ÎYÐ]ÓßãâÉYÍ×1Î�Ë~ÜÒÛ�Ö�Û�Î��9ÔYÑ�ñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎYÑâË~ÔYÙ ê�Ð]ãâÉ�Þ7Í

ρ(x) æ Í9Ñ�É�Ë�Þ�Õ?Û�ÜÝÖ�Í4Î�ê�Íuë�ÐÒÖ�Í9Î�ÓßãâÉ�Ë�ÕþÞßÍ4Î�(
y Ð z ρ̂ ÐÒÓØÞ�ÉYÍ4ÑßÙÚÐ ÞßÍ9ÓßãâÉ�( ρ̂† = ρ̂

y ÐÝÐ z ρ̂ ÐÒÓØÞ�ÎYÐÒãâÉ�ÞßÎYÍ4Ö�Ë�Þ7ÐÒÿ�( ρ̂ ≥ 0 æ êYË�ÓBÉ�Í4Ð'´~Þ ρ̂ É�Ë~ÞEè�Í4ÐÒÎYÍuÎYÍ9Ö�Ë�ÞßÐÝÿ�Í4Î�ë�ÐÝÖ�Í4ÎGÏ�Í4Ñ7Þ7Í�ä
y ÐÒÐÝÐ z Spurρ̂ = 1

å Ë�Ó�à�ãâÉ�Ë�Ñ7ÙÚÐÝÞØÞßÍ4Ü æ êYË�Ó Û�Ì.Í9ÎÅË�Ô�Ó�ê�Í4Ñ�ê�Û�ìYì>Í4ÜÝÞ7Í4ÎÃ� ÐÝÞØÞßÍ4ÜÒÔYÎYÖ 〈〈Â〉〉 Õ?Û�ÜÒÖ~Þ7Í æ è�Ë~ÎYÎÅÎGÔYÎÙÚÐÝÞ�)EÐÒÜ Õ?Íýê�ÍPÓ å Ð]ãâÉ�Þ7Í9Û�ì>Í4ÑâË�Þ7Û�ÑßÓBË�Ô�ÓØÖ�Í9ê�Ñ ð ãâè�ÞBÏ�Í9Ñßê�Í9Î�(
〈
Â
〉

= Spur
(
Âρ̂
) y &sä�ä , z

å Í4Ñlñ�ÑßÛ-æ�Í4è�ÞßÛ�Ñ P̂ψ = |ψ〉 〈ψ| É�Ë�Þuê�ÐÒÍÅÓ7Í4ÜÒÌ.Í9Îjë�ÐÒÖ�Í9Î�Ó7ãâÉ.Ë�ÕþÞ7Í9Î
Ï�ÐÒÍ ρ̂ æ Ù Ë�Îjè�Ë~ÎYÎ�ÐÝÉYÎË�ÜÒÓ å ÐÒãâÉ�ÞßÍ4Û�ì>Í4ÑâË�ÞßÛ�Ñ�Í4ÐÒÎYÍ4Ñ�ÑßÍ4ÐÒÎYÍ9ÎI¾lÍPÓ7Ë�ÙýÞßÉYÍ4ÐÝÞ�ÿ�Í4ÑâÓØÞ7Í4É�Í4ÎQä
y Ð z P̂† = P̂

y ÐÝÐ z P̂ ≥ 0 æ ê�Í9ÎYÎøÍ4Ñ�É�Ë~ÞBÎGÔYÑEêYÐÝÍ§ë�ÐÒÖ�Í9ÎGÏ�Í9ÑØÞßÍ#äÅÔYÎ.ê�&�ä
y ÐÒÐÝÐ z SpurP̂ = 1 æ Û�ÉYÎYÍ ¶ Í4Ï�Í4Ð]Ó4ä
y ÐÒÿ z 〈Â〉

ψ
= Spur

(
ÂP̂ψ

) ÐÒÓØÞ1ê�Í9Ñ$� Ð Þ7Þ7Í9ÜÝÏ�Í4Ñ7ÞEÿ�Û�Î
Â
ÐÒÙ�ã>Ô.Ó�ÞâË~Î�ê |ψ〉 ä

� Í4Ö�Í4Îøê�Í4Îøë�ÐÒÖ�Í9Î�Ó7ãâÉ.Ë�ÕþÞ7Í9Î y Ð z � y ÐÝÐÒÐ z Ì.ÍPÓØÐÝÞm�4Þ ρ̂ ÎGÔYÎ�Í9ÐÝÎ�ÍeàGì.Í9è�Þ7ÑâË~Ü]êYË~ÑâÓ�ÞßÍ4ÜÒÜÝÔ�ÎYÖ
ρ̂ =

∑

n

pn P̂n
ÙÚÐ Þ

pn ≥ 0 ,

ÔYÎ.ê�ÍPÓBÖ�ÐÒÜ Þ
Spurρ̂ =

∑

n

pnSpurP̂n =
∑

n

pn = 1 ,

êYË�ÓBÉYÍ4Ð'´~ÞEê�ÐÒÍ
pn
ÓØÐÒÎ�ê � Ë~ÉYÑâÓ7ãâÉ�Í4ÐÒÎYÜÝÐ]ãâÉYè�Í4ÐÝÞ7Í4Î æ Ô�Î�ê

ρ̂
Ì.ÍPÓ7ãâÉYÑßÍ4ÐÒÌ�Þýê�ÐÒÍÃ��Ô.Ë~Î�Þ7Í9ÎYÙÚÍ9ãâÉ�Ë�ÎYÐÒÓßãâÉYÍW¾lÍ9ÓßË~ÙýÞßÉYÍ4ÐÝÞ æ ÐÒÎÊê�Í4ÑýÓ7ÐÒãâÉóê�ÐÒÍçàGá�Ó�ÞßÍ4ÙÚÍÚÙÅÐÝÞê�Í4Ñ � Ë~É�ÑßÓßãâÉYÍ4ÐÒÎYÜÒÐÒãâÉ�è�Í4ÐÝÞ

pn
ÐÝÙNã>Ô�ÓØÞßË~Î.ê |φn〉 = P̂n |φm〉 = δnm |φm〉 Ì>Í^Û.Î�ê�Í4ÎVäå ÐÒÍ |φn〉 Ó7ÐÒÎ�êòë�ÐÝÖ�Í4Î��9Ô�ÓØÞ } Î.ê�Í§ÿ�Û�Î ρ̂ ä

�# �¡S �¢x£"¤F¥F¦8§�å ÐÝÍEÉ�ÐÝÍ9Ñ¯Ö�Í9Ù Ë�ãâÉ�Þ7Í9Î ¶ Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7ÔYÎ�Ö�Í4ÎwÕ ð ÑBàGìYÔYÑ æ å ÐÒãâÉ�ÞßÍ4Û�ì>Í4ÑâË�ÞßÛ�Ñ�ÔYÎ.êñ�ÑßÛ-æ�Í9è�ÞßÛ�Ñ�Ö�Í4ÜÝÞ7Í4Î§Ë�Ô�ãâÉuÖ�Ë~Îp� Ë�ÜÝÜÒÖ�Í9ÙÚÍ4ÐÒÎ�Õ ð Ñ ½ Ð]ãâÉ�ÞÄ�D9�ÑØÞßÉYÛ�Î�Û�ÑßÙÚË�ÜÒÓ7á�Ó�ÞßÍ4ÙÚÍ æË~Ü]Ó7ÛUÙ ð ÓßÓØÍ9Î ê�ÐÝÍ¬ã>Ô�ÓØÞ } Î.ê�Í Í4ÐÒÎYÍ4Ñb��Ô.Ë~Î�Þ7Í9ÎYÙÚÍ9ãâÉ�Ë�ÎYÐÒÓßãâÉYÍ9Î ¾lÍPÓ7Ë�ÙýÞ7É�Í4ÐÝÞè�Í9ÐÝÎ�Í��9Ô�Ó } Þm�9ÜÝÐ]ãâÉYÍ9Îóé�Û�Ñâê�Í4ÑßÔYÎYÖ�Í4Î y 9�ÑØÞßÉYÛ�Ö�Û�Î�Ë�ÜÝÐÝÞ } Þ æ äÝäÒä z Ë�Ô�´�Í9Ñ§ê�Í4Ñ ½ Û�Ñm�ÙÚÐÝÍ9ÑØÞßÉYÍ4ÐÝÞuÍ4Ñ7Õ ð ÜÝÜÒÍ4Î æ êYË�ÙÚÐ Þuê�ÐÝÍÃ¾lÍ9ÓßË~ÙeÞ7ÉYÍ9Ð Þuê�ÔYÑâãâÉjê�Í4Î å Ð]ãâÉ�Þ7Í9Û�ì>Í4ÑâË�Þ7Û�Ñ
ρ̂
Ì>Í9ÓßãâÉYÑ7ÐÒÍ4Ì>Í4ÎòÏ�Í4Ñâê�Í4Îòè�Ë~ÎYÎQä
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¢¯Ä�� � �QÄ�Â�Â ¸:Ï Æ � Ç ¸ Ò Â ¸ Ä � Ç ����Ý
� ÐÝÍeÌ.Í9ÐÝÙÅ EÌ>Í4ÑßÖ�Ë~Î�Ö ÿ�Û�Îøê�Í9ÑEèGÜÒË�Ó7Ó7ÐÒÓßãâÉYÍ9Îb�9ÔYÑ���Ô�Ë~Î�ÞßÍ4ÎYÙÚÍ9ãâÉ.Ë~ÎYÐ]Ó7ãâÉ�Í4Î ¶ Í9Ï�Í9Ö�ÔYÎYÖ�Ó	�Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉGÔYÎYÖ y )1Í4Ð]ÓØÍ9Î�Ì>Í4ÑßÖ-�	¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Ô�ÎYÖ z è�Ë~ÎYÎÚÙ Ë~Î ê�ÐÒÍ�'VÐÝÛ�ÔYÿGÐÝÜÒÜÝÍ5� ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉGÔYÎYÖuÙÚÐ Þ�ê�Í4Ñ�ë�Ñm�ÓØÍ4Þm�9ÔYÎYÖeê�Í9Ñ�ñ Û�Ð]Ó7Ó7Û�Î�è�Ü]Ë~ÙÚÙÚÍ4Ñ {·, ·} êYÔYÑßãâÉ ê�Í9Îr#�Û�ÙÚÙeÔ�ÞâË�ÞßÛ�Ñ 1

i~
[·, ·] Ë~Ô�Õ�ÐÒÉYÑ7ÍS��Ô.Ë~Î��Þ7Í9ÎYÙÚÍ9ãâÉ�Ë�ÎYÐÒÓßãâÉYÍuë�Î�ÞßÓ7ìYÑßÍ9ãâÉGÔYÎYÖ ð Ì>Í4Ñ7Þ7ÑâË~Ö�Í4Î�(

∂ρ̂

∂t
− 1

i~

[
Ĥ, ρ̂

]
= 0 y &�äYä � z

ÙÚÐ Þ
Ĥ
êYÍ4Ù¿)�Ë~ÙÚÐÒÜ ÞßÛ�Î��D9�ì.Í9ÑßË~Þ7Û�Ñ9ä

�jË~ÎÚè�Ë~Î�Î	Ë~Ì>Í4Ñ¯Ë�Ô�ãâÉÚÙÅÐÝÞË)1ÐÝÜÝÕ?Í1ê�Í9Ñ�Û�Ì>Í4Î Ö�Í4Ù Ë�ãâÉ�ÞßÍ4Î å Í5Û�ÎYÐÝÞ7ÐÒÛ�ÎYÍ9Î	ê�ÐÒÍ���Ô�Ë~Î�Þ7Í9ÎYÙÚÍ^�ãâÉ�Ë~Î�ÐÒÓßãâÉYÍuéYÛ�ÑßÙ ê�Í9Ñ�'QÐÒÛ�Ô�ÿ�ÐÒÜÒÜÝÍ5� ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉGÔYÎYÖÅÉYÍ4ÑßÜÝÍ9Ð ÞßÍ4ÎQä�ë�Ó�ÐÒÓØÞ
∂ρ̂

∂t
=
∑

n

pn
∂P̂n
∂t

,

ê�Í4Î�Î ∂pn

∂t
= 0 æ Ï�Í4ÐÒÜ/ê�ÐÒÍ�ã>Ô�ÓØÞ } Î�ê�Íýê�Í9ÑlàGá�ÓØÞ7Í9ÙÅÍwê�ÔYÑâãâÉøêYÐÝÍf��Û�Ñ7Ö�Ë~Ì>Í§Ì.Í9Ð t = t0

Õ ð ÑË~ÜÒÜÝÍ�ã>Í9Ð ÞßÍ4ÎUê�ÔYÑâãâÉ |ψn(t)〉 = Û(t, t0) |ψn(t0〉
Ì.ÍPÓ�ÞßÐÝÙÚÙeÞwÓØÐÒÎ�ê æ Ô�Î�êÊÓØÐ]ãâÉóê�Ë~ÙÚÐ ÞeêYÐÝÍ×EÎ��PË~ÉYÜQêYÍ4Ñ�àGá�ÓØÞ7Í9ÙÅÍuÐÒÎøÍ4ÐÒÎYÍ4ÙbÌ.ÍPÓ�ÞßÐÝÙÚÙýÞßÍ4Î¼ã>Ô�ÓØÞßË�Î�ê�ÎYÐÒãâÉ�Þ } Î�ê�Í4ÑßÎòèdË�ÎYÎQä

×EÔ�Ó1ê�Í4Ñ1à�ãâÉ�Ñ7ù�ê�ÐÒÎYÖ�Í9ÑÄ�	¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Ô�ÎYÖ
i~ ∂
∂t

|ψ〉 = Ĥ |ψ〉 Õ?Û�ÜÒÖ~ÞBÕ ð Ñ P̂ψ = |ψ〉 〈ψ| (
∂P̂n
∂t

= − i

~

[
Ĥ, P̂n

]
,ÙeÔYÜÝÞ7ÐÒìYÜÒÐ��9ÐÝÍ9ÑØÞ	Ù Ë�Î êYÐÝÍPÓØÍ�¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉ�Ô�ÎYÖÊÙÅÐÝÞ

pn
ÔYÎ�ê Ó7ÔYÙÚÙÚÐÝÍ9ÑØÞ ð Ì>Í4Ñ

n æ ÓØÛóÕ?Û�ÜÝÖ�Þ êYÐÝÍÌ.Í9è�Ë~ÎYÎ�Þ7ÍQ'VÐÝÛ�ÔYÿGÐÝÜÒÜÒÍ^�	¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉGÔYÎYÖ y &�äYä � z ä
��ÍPê�ä

�# �¡� �¢x£�¤�¥F¦" �¥3§
• é.Ë~ÜÒÜÒÓ [Ĥ, ρ̂] = 0 æ ÓØÛ ÿ�Í4ÑâÓ7ãâÉGÏ�ÐÒÎ�ê�Í ÞeË�Ô�ãâÉUÉYÐÒÍ4ÑwÏ�ÐÝÍPê�Í4ÑeêYÐÝÍ�Í^©�ìYÜÒÐ��9Ð ÞßÍ�ã>Í4ÐÝÞßË�Ì��É } ÎYÖ�ÐÒÖ�è�Í4ÐÝÞ�ÿ�Û�Î

ρ̂
ÔYÎ�êòÙ Ë~ÎøÓØì�Ñ7Ð]ãâÉ�ÞBÿ�Û�ÎòÍ4ÐÒÎYÍ4Ù Ó�ÞâË�ÞßÐÝÛ�Î } ÑßÍ4Î�ë�Î�Ó7Í4ÙeÌ�ÜÝÍ�ä

• é ð ÑEÍ9ÐÝÎ�Í4ÎÈ9�ì.Í9ÑßË~Þ7Û�Ñ
Â
Û�ÉYÎYÍ§Í^©�ìYÜÒÐ'�4ÐÝÞ7ÍØã>Í4ÐÝÞßË�ÌYÉ } ÎYÖ�ÐÒÖ�è�Í4ÐÝÞ�Ö�ÐÝÜÝÞEÏ�ÐÝÍPê�Í4Ñ�(

d

dt

〈
Â
〉

=
d

dt
Spur

(
Âρ̂
)

= Spur

(
Â
∂ρ̂

∂t

)

= − i

~
Spur

(
Â
[
Ĥ, ρ̂

])

ÔYÎ.ê�Õ?Û�ÜÝÖ�ÜÝÐ]ãâÉ ÓØÐÒÎ�ê Ë~Ô�ãâÉ ��Ô�Ë~Î�ÞßÍ4ÎYÙÚÍ9ãâÉ.Ë~ÎYÐ]Ó7ãâÉ�Í�� ÐÝÞØÞßÍ4ÜÒÏ�Í9ÑØÞßÍ Ó�ÞâË�Þ7ÐÒÛ�Î } ÑßÍ4ÑÃ¾lÍ^�ÓßË~ÙeÞ7ÉYÍ9Ð ÞßÍ4Îøè�Û�Î�Ó�ÞâË~Î�Þ9ä
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� ¸�ÈvÝ Â ¸ Ä � Ç »�¸�ÈrÏ � Æ ¸<�¼¹ Â ¸ Æ

A-qGE|��� ô �4õßö �4î
E�í�÷ 
4í
�Ã
ßõâö�E~í�ô �4õâö
ρ (x) ≥ 0 ρ̂ ≥ 0

à�ìYÔYÑ
ρ = 1

àGìYÔYÑ
ρ̂ = 1

〈F 〉ρ =
àGì�ÔYÑ

(Fρ)
〈
F̂
〉
ρ

=
àGìYÔYÑ (

F̂ ρ̂
)

ρ
Ñ7Í9Í4ÜÒÜ

ρ̂
ÉYÍ9Ñ7ÙÚÐÝÞ7Í9ÓßãâÉ

×1Î�Ï�Í4Î.ê�ÔYÎYÖwÏ�Í9Ñßê�Í9Î�ê�ÐÒÍ9Ó7Ílë�Î�Ó7Í4ÙeÌ�ÜÝÍPÓ�Ë�Ô�ÕVÖ�Ë~Î��lÎ�Ë�Þ ð ÑßÜÝÐ]ãâÉYÍ � Í4Ð]Ó7Í�ÐÒÎòêYÍ4ÑBë�ÑßÖ�Û�ê�Í4Î��ÞßÉYÍ4Û�Ñ7ÐÒÍ�Û.Î�ê�Í4ÎVä
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| }@~����4���ìëÇë

* ÂZ�>�$À ñ À<¬¿Â�©�� ¾ § �«¬,+èä �BÀ
* Â­¬:� ¾ÁÀÞ� � � Àf�¿ÂZ�BÀ

� ÐÒÑçÏ�Í4Ñâê�Í4Î Ô�Î�Ó�êYÍ4Ñòë�ÐÝÎYÕ<Ë�ãâÉYÉYÍ9Ð ÞòÉ�Ë~ÜÒÌ>Í4Ñ��9ÔYÑ ¶ Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Ô�ÎYÖSê�Í4Ñ�ë�ÑßÖ�Û�ê�Í4Î�ÞßÉYÍ4Û�Ñ7ÐÒÍ�9ÔYÎ } ãâÉ.Ó�ÞwË�Ô�Õ1ê�Í9ÎSèGÜÒË�Ó7Ó7ÐÒÓßãâÉYÍ9ÎÊé.Ë~ÜÒÜH�9ÔYÑ ð ãâè<�4ÐÒÍ4ÉYÍ9ÎQäFé;Î�Ó7ì } Þ7Í4ÑßÍ4ÎS×1Ì�ÓßãâÉYÎYÐÝÞØÞ7Í9ÎSÏ�Í4Ñm�ê�Í9ÎÚÏ�ÐÝÑ�Ï�ÐÒÍ9êYÍ4Ñ�èGÜ]Ë�ÓßÓØÐ]Ó7ãâÉ�Í�Ô�Î�êÃ��Ô�Ë~Î�Þ7Í9ÎYÙÚÍ9ãâÉ�Ë�ÎYÐ]Ó7ãâÉYÍ ¶ Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7ÔYÎYÖ�Í4ÎÅÙ Ë�ãâÉYÍ9ÎQä � ÐÒÍË�Î�Õ<Ë~ÎYÖ�Ó¯Í9Ñ7Ï } É�Î�Þ æ É } ÎYÖ�Í4Î	ÔYÎ.ÓØÍ9Ñ7Ílë�Î�ê�ÑßÍ9Ó7ÔYÜÝÞßË~Þ7Ílÿ�Û�Î�ê�Í4ÑBÖ�Í9Ï } ÉYÜÝÞ7Í4Î ¶ Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Ô�ÎYÖ�ÓÄ�Ï�Í4Ð]ÓØÍuË~Ì y é�ê�Í9Ë�ÜÝÍPÓBè�Ü]Ë�ÓßÓ7ÐÒÓßãâÉYÍ9Ó@¾uË�Ó ⇔ é�ê�Í9Ë�ÜÝÍPÓ�¨�Ô�Ë~Î�Þ7Í9ÎYÖ�Ë�Ó z ä
XfXØV5X -¼\KÓ�ÕAÒÔÓ�Õ�Õ"\K]�Z�_�a,.N]^\KÓ^íAîU«Ø\�A Ó^íAîØÕ
å Í4ÑE×1Î�ÓØì�Ñ7Ô�ãâÉøÍ9ÐÝÎYÍ9Ñ�ÙÚÐÝèGÑßÛ�Ó7è�Û�ì�ÐÒÓßãâÉYÍ4Îb�BÉYÍ4Û�Ñ7ÐÒÍuÐÒÓØÞ1ê�ÐÒÍ0��Û�ÑßÉYÍ4ÑâÓ7Ë�Ö�Ílê�Í9ÓK� Ís´�Ï�Í4Ñ7Þ7ÍPÓ
a
êYÍ4Ñ$� Ís´�Ö�Ñßù�´�Í

A (x) æ x = (q,p)
ä

àGÍ9Ð
x(0) = x0

êYÐÝÍuñ�É�Ë�ÓØÍýêYÍ9ÓBÌ>Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÍ Þ7Í9Îøà�áGÓØÞ7Í9Ù Ó
Σ
�9ÔYÑ ã>Í9Ð Þ

t = 0
ä

å Ë~ÎYÎ�É�Ë�ÞEê�ÐÒÍQ9�Ì�ÓØÍ9Ñ7ÿ�Ë�ÌYÜÝÍ
A
ê�Í9Ó�àGá�ÓØÞ7Í4Ù ÓË�4Ô�Ñ$ã+Í4ÐÝÞ

t = 0
ê�Í4Î � Í4ÑØÞ

A (x0)
Ô�Î�ê��9Ôã>Í9Ð ÞßÍ4Î

t > 0
ê�ÐÝÍ � Í4Ñ7Þ

A (x (t,x0))
ä

å Í4Ñ@� Í5´�Ï�Í9ÑØÞ
a
ÿ�Û�Î

A
ÐÒÎ

Σ
Ð]ÓØÞBêYË�ÎYÎçê�Ô�ÑßãâÉòêYË�ÓKã>Í4ÐÝÞ7ÙÚÐÝÞØÞßÍ4Ü�ÿ�Û�Î

A (x (t,x0))
Ö�Í9Ö�Í5�Ì>Í4Î�(

a (x0) = A (x0) := lim
t→∞

1

t

∫ t

0

dt′A (x (t′,x0)) y &�&�ä�& z
�# �¡S �¢x£"¤F¥F¦8§�å Ë�ÓßÓ�ê�Í9Ñ0� Í9ÓßÓØÏ�Í4Ñ7Þ�Í9ÐÝÎ�Í4Ñ#�BÉYÍ4ÑßÙÚÛGêYá�Î.Ë~ÙÚÐÒÓßãâÉYÍ9ÎË9�Ì�Ó7Í4ÑßÿdË�ÌYÜÒÍeÖ�Í9ÑßË-�ê�Íøê�ÔYÑâãâÉ¨êYË�ÓWã+Í4ÐÝÞ7ÙÚÐ Þ7Þ7Í9ÜEê�ÐÝÍPÓØÍ9Ñc9�Ì.ÓØÍ9Ñ7ÿ�Ë~Ì�ÜÝÍ9ÎSÖ�Í9Ö�Í4Ì>Í4Î�ÐÒÓØÞ æ Ü } ÓßÓ�ÞÚÓØÐ]ãâÉË~ÔYÕ8�4Ï�Í4Ð�×EÑ7Þ7Í9Î
ÿ�Í4ÑâÓ�ÞßÍ4ÉYÍ9Î æ �9ÔYÙ Í4ÐÒÎYÍ9Î�Û�Î�êYÍ Þ§ê�ÐÝÍÅÙÚÐÝèGÑßÛ�Ó7è�Û�ìYÐÒÓßãâÉYÍ ¶ Í^�Ï�Í4Ö�Ô�ÎYÖòêYÍ9Ó§àGá�Ó�ÞßÍ4Ù ÓuÐ]Ó�ÞýÓ7ÛòÓßãâÉYÎYÍ9ÜÝÜ æ êYË-´òÙ Ë~ÎóÐÝÙÚÙÚÍ4Ñ§ÎGÔYÑuÍ4ÐÒÎYÍ9Î>� ÐÝÞÄ�Þ7Í9ÜÝÏ�Í4Ñ7Þ§ÙÚÍ9ÓßÓØÍ9Îóè�Ë�ÎYÎ æ ÔYÎ�ê>�9ÔYÙ(Ë�Î�ê�Í4ÑßÍ4ÎóÐ]Ó�Þ§Ù Ë~ÎUË~Î¬� Û�ÙÅÍ9Î�ÞßË~ÎGÏ�Í4Ñm�Þ7Í9ÎòêYÍ9ÓEàGá�ÓØÞ7Í4Ù ÓBÖ�Í4ÑßÎYÐÒãâÉ�Þ�ÐÝÎ�Þ7Í9Ñ7ÍPÓ7Ó7ÐÒÍ4Ñ7Þ æ êYËÅê�ÐÝÍPÓØÍuÛ�ÉYÎYÍ4É�ÐÝÎòÓ�ÞâË�Þ7Ð]ÓØÞ7Ð]Ó7ãâÉYÍ9Î

&s,p&
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à�ãâÉGÏ�Ë�ÎYèGÔYÎYÖ�Í4ÎÅÔYÎ�Þ7Í4ÑßÜÒÍ4Ö�Í9Î ÓØÐÒÎ�ê�ä��jË~Î Ð]Ó�Þ�Ë~Ü]ÓØÛ§Ë~Î	êYÍ4Ù � Í9ÓßÓØÏ�Í4Ñ7Þ

a
êYÍ4Ñ

9�Ì�Ó7Í4ÑßÿdË�ÌYÜÒÍ
A
ÐÒÎ�Þ7Í9Ñ7ÍPÓ7Ó7ÐÝÍ9ÑØÞ æ ê�ÐÒÍBêYË�Ó àGá�Ó�ÞßÍ4Ù ÐÒÙe¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�Þ�Ë~ÔYÕ?Ï�Í9ÐÒÓØÞ æÔYÎ�êòÐ]Ó�ÞEê�ÍPÓØÉ�Ë�ÜÝÌøË~Ô.ãâÉ�Ì>Í4ÑßÍ4ÐÝÞEÔYÎ�Þ7Í9Ñ$�EÙ Ó�Þ } Î�êYÍ4ÎÇç�Í9Ï�ÐÝÖ-è �9Ô�ÏBË~Ñ7Þ7Í9ÎQä

1 È � ¹ Â ¸<��¸
y Ð z ë�ÐÒÎçñ¯Ñ7Û�ÌYÜÝÍ9Ù�Ì.ÍPÓ�ÞßÍ4É�Þ�ÎGÔYÎçê�Ë~ÑßÐÝÎ æ êYË�´ x(t,x0)

Õ ð Ñ�Í9ÐÝÎòàGá�Ó�ÞßÍ4Ù�ÿ�Û�Î
N ≈ 1023ÎYÐ]ãâÉ�Þ�ÐÝÎ�Þ7Í9Ö�ÑâË~Ì>Í4Ü+Ð]Ó�ÞPä å Ë�ÙÅÐÝÞEÏ�ÐÒÑßêçÍ9ÓBÔYÎYÙÚù�Ö�ÜÒÐÒãâÉ æ êYË�Ó�Û�ÌYÐÒÖ�Ífã>Í4ÐÝÞ7ÙÚÐÝÞØÞßÍ4Ü y &�&�ä'& z�9ÔòÌ>Í4ÑßÍ9ãâÉ�ÎYÍ4ÎQä

y ÐÒÐ z ½ Í4Ì>Í4Î
ê�ÐÒÍ9Ó7Í4Ùbñ�ÑßÛ�ÌYÜÒÍ4Ù Ó�ÞßÍ4ÜÒÜ Þ�Ó7Ð]ãâÉ ð Ì.Í9Ñ7É�Ë�ÔYì�Þ1ê�ÐÒÍeé�ÑßË�Ö�ÍuÎ�Ë�ãâÉ ê�Í9ÑEë®©�Ð]Ó�ÞßÍ4Î��ê�ÍPÓ#� å �	¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉ�Ö�Í4Ï�Ð]ãâÉ�Þ7ÍPÓ æ ê�ä ÉVä+êYÐÝÍÅéYÑâË~Ö�ÍwÎ�Ë�ãâÉ�ê�Í4Ñlë®©�ÐÒÓØÞ7Í9Î��wêYÍ9ÓlÛ�ÌYÐÒÖ�Í9ÎIé;Î��ÞßÍ4Ö�ÑâË~ÜÒÍ9Ó æ Ì��9Ï§äYê�ÐÝÍýé�ÑßË�Ö�ÍlÎ�Ë�ãâÉøê�Í9Ñ�¾ ð Ü ÞßÐÝÖ�è�Í9Ð Þ�Õ?Û�ÜÝÖ�Í4Î�ê�Í9Ñ�¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉGÔYÎ�Öp(
lim
t→∞

A (x (t,x0)) =: AGleich (x0) = AGleich , y &�&�äâá z
Ï�Û�Ì>Í4Ð

AGleich
ÔYÎ�Ë�ÌYÉ } Î�Ö�ÐÒÖwÿ�Û�Î

x0
ÐÒÓØÞ9ä

ë�ÐÒÎYÍ4Î ×EÔ.ÓØÏ�Í4Ö�Û�Î�êYÍ4ÎøÏ�ÐÝÑ�ÐÒÎ ê�Í4Ñ�ë¯Ñ7Ö�ÛGêYÐ��9Ð Þ } Þs(
XfXfV�� �Ég"«fÏÃabÓ5ÐHÓ�Õ�d#Õ¿Z�_baz�Ég7«ØÏÃab\K_�îtÅ�ò>Ï#Õ"î�\KÑF\

Ï�ÈvÝ � » Ä ü Ä û u û
ë¯ÐÝÎ21ÃE��Åôrq ÷��~í7é � õâö�
^�����|� ÷ 
��bÉYÍ4Ð'´~Þ³
4ï*C�� ² ô � õâö æ Õ<Ë~ÜÒÜÒÓ1ê�ÐÝÍ ¶ Ë�ÉYÎ x (t,x0)

ÐÝÙ�'VË~ÔYÕ ê�Í9Ñã+Í4ÐÝÞ
t
Õ<Ë�ÓØÞ1Ë~ÜÒÜÒÍlñ¯É�Ë�Ó7Í4Î

x
ÙÅÐÝÞ

H (x) = E
Í9Ñ7ÑßÍ4Ð]ãâÉ�Þ9ä

x (t,x0)
Õ } ÉYÑ7Þ1Ë~Ü]ÓØÛwÕ<Ë�ÓØÞ1ê�ÐÒÍuÖ�Í9ÓßË~ÙeÞ7Íuë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ5��)1áGì.Í9ÑÄµ } ãâÉYÍ�Ë�ÌQä

�# �¡� �¢x£�¤�¥F¦H§ ç;Õ<Ë�Ó�Þ§Ë~ÜÒÜÝÍwñ�É�Ë�ÓØÍ9Î<èwÉYÍ9Ð�´�ÞlÉYÐÒÍ4Ñ æ êYË�ÓßÓ�ñ�ÔYÎYè�Þ7ÙÚÍ9ÎYÖ�Í9Î
ÿ�Û�Ù �jË-´ ½ ÔYÜÒÜË~Ô�Õ ê�Í4Ñ�ë¯ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ4ÉGáGì.Í9ÑÄµ } ãâÉYÍuË~Ô�Ó7Ö�Í9ÎYÛ�ÙÚÙÚÍ4ÎòÓØÐÒÎ�ê�äé�Ó�ÞýË�ÜÒÓ7ÛøÍ4ÐÒÎYÍ ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ9É�áGì>Í4Ñmµ } ãâÉ�ÍÅê�ÑßÍ4Ð]ê�ÐÒÙÚÍ4Î�Ó7ÐÝÛ�Î�Ë~Ü æ Ó7ÛòÐ]ÓØÞýÍ4ÐÒÎUà�áGÓØÞ7Í9ÙÞ7ÑßÛ~Þ��9ê�Í9Ù ÎYÛ�ãâÉ�Í4ÑßÖ�Û�ê�Ð]ÓßãâÉ æ Ë~Ô�ãâÉ¨Ï�Í9ÎYÎ x(t,x0)
Ö�Ë~Îp�4Í��9Ï�Í9ÐÒêYÐÝÙÚÍ4Î.ÓØÐÒÛ-�Î�Ë~ÜÒÍ ë�Ì>Í4ÎYÍ9Î ÐÒÎ êYÍ4Ñçë¯ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ4ÉGáGì.Í9ÑÄµ } ãâÉYÍøÎYÐ]ãâÉ�ÞçÓ�ÞßÑ7Í9Ð ÕþÞPä å Í4ÎYÎ$ê�Ë�Ó

n
�ê�ÐÒÙÅÍ9Î�Ó7ÐÝÎ�Ë�ÜÝÍK�jË�´�Í9ÐÝÎ�Í9Óå9�Ì�æ�Í9è�ÞßÍ9Ó�ÙÚÐ Þ å ÐÒÙÅÍ9Î�Ó7ÐÝÛ�Î

d ≤ (n− 1)
ÐÒÓØÞ ½ ÔYÜÒÜ ä

ÜF��Â Ý�¸�È|����Ý�¸<�
y Ð z é.Ë~ÜÒÜÒÓøÍ9ÐÝÎ!)1Ë�ÙÚÐÝÜÝÞ7Û�ÎmÉ ÓßãâÉYÍPÓøà�áGÓØÞ7Í9Ù Í4ÑßÖ�Û�ê�Ð]ÓßãâÉ$Ð]Ó�Þ æ êYË~ÎYÎ Ð]Ó�Þ
êYË�Ó�ã>Í4ÐÝÞ7ÙÚÐÝÞØÞ7Í9Ü

A (x0)
ÔYÎ�Ë~Ì�É } ÎYÖ�ÐÝÖÚÿ�Û�Î ê�Í4Ñ�×EÎ�Õ<Ë�ÎYÖ�Ó7ìYÉ�Ë�ÓØÍ

x0
ÙÚÐÝÞ

H (x0) = E æ ê�ËÅÕ ð Ñ�Õ<Ë�ÓØÞË�ÜÝÜÒÍ ×EÎ�Õ<Ë�ÎYÖ�Ó7ìYÉ�Ë�ÓØÍ9ÎSÐÝÙ 'VË~ÔYÕ?Íòê�Í9Ñbã>Í4ÐÝÞÅÕ<Ë�ÓØÞ Ë�ÜÝÜÒÍ%#1Û�Î�Û�Ö�Ô�ÑßË~Þ7ÐÒÛ�ÎYÍ9ÎSË~Ô�Õuê�Í4Ñë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍ4ÉGáGì.Í9ÑÄµ } ãâÉYÍuê�ÔYÑâãâÉYÜÒË�Ô�Õ?Í4ÎòÏ�Í4Ñâê�Í4ÎQä
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y ÐÝÐ z é�Ë~ÜÒÜ]ÓeÍ9ÐÝÎ àGá�Ó�ÞßÍ4Ù Í4ÑßÖ�Û�ê�Ð]Ó7ãâÉUÐ]ÓØÞ æ êYË~ÎYÎ�ÐÒÓØÞ AGleich (x0)
ÔYÎ�Ë~Ì�É } ÎYÖ�ÐÝÖ
ÿ�Û�Î

x0ÙÅÐÝÞ
H (x0) = E

ä å Ë~ÙÚÐ ÞÚÖ�ÐÒÜÝÞÅê�ÐÒÍ�ÐÒÎ y &�&�äâá z Ö�Í4Õ?Û�Ñâê�Í4Ñ7Þ7Í�¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÉYÍ9Ð ÞÚÔYÎ�ê¨ê�ÐÝÍë®©�ÐÒÓØÞ7Í9Î��eê�ÍPÓS¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í9Ï�ÐÒãâÉ�Þ7ÍPÓBÐÒÓØÞ1Ö�Í4Ï } ÉYÑßÜÝÍ9ÐÒÓØÞ7Í4Þ æ Ï�Û�ÙÚÐÝÞEñ�Ñ7Û�ÌYÜÒÍ4Ù y ÐÝÐ z Ö�Í4ÜÒù�ÓØÞÏ } Ñ7Í�ä
å ÐÝÍÚéYÛ�ÜÝÖ�Í4ÑßÔYÎYÖ�Í4Î y Ð z ÔYÎ�ê y ÐÒÐ z ÑßÍ9Ó7ÔYÜ ÞßÐÝÍ9Ñ7Í9ÎjÐÒÎ�ê�Í9Ñ�ë®©�Ð]Ó�ÞßÍ4Î��ÚÍ9ÐÝÎYÍPÓ�ÓØÞßË~Þ7Ð]Ó�ÞßÐÒÓßãâÉYÍ9Î
ë�Î��Ó7Í4ÙwÌYÜÝÍPÓ�ÙÅÐÝÞ�Í4ÐÒÎYÍ4Ñ å Ð]ãâÉ�ÞßÍ Õ?ÔYÎ�è�ÞßÐÝÛ�Î

ρ (x) æ êYË�ÓBË~ÜÒÜÒÍlÐÒÙ('/Ë~Ô�Õ?Í§ê�Í9ÑSã>Í4ÐÝÞBêYÔYÑßãâÉ�ÜÒË�Ô�Õ?Í4ÎYÍñ�É.Ë�Ó7Í4ÎøÍ4ÐÒÎYÍ9ÓlàGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ó1Ë�ÜÒÓEÍ4ÐÒÎ��4Í9ÜÝÎYÍÅàGá�Ó�ÞßÍ4ÙÚÍýÍ4Î�ÞßÉ } ÜÝÞ9ä>é ð Ñ®æ�Í9ê�ÍÃã>Í4ÐÝÞ
t
Í4Î�ÞßÉ } ÜÝÞ1êYË�Óë�Î.ÓØÍ9ÙeÌYÜÒÍ§Ë~Ü]ÓØÛÚÍ4ÐÒÎjàGá�Ó�ÞßÍ4Ù æ êYË�Ó�ÓØÐ]ãâÉ�ÐÒÎ ê�Í4Ñ�ñ¯É�Ë�Ó7Í x(t)

Ì>Í^Û�Î�êYÍ Þ9ä
å Ë�Ó0ã>Í4ÐÝÞ7ÙÚÐÝÞØÞßÍ4Ü y &+&�ä'& z ÐÒÓØÞlêYË�ÎYÎ
Ö�ÜÝÍ9ÐÒãâÉ�ê�Í4Ù à�ãâÉ.Ë~ÑßÙÅÐÝÞØÞßÍ4Ü ð Ì>Í4Ñ§êYË�Ó�ë�Î�Ó7Í4ÙwÌYÜÒÍ æ êYË�Óê�Ô�ÑßãâÉ

ρ (x)
Ì>Í9ÓßãâÉYÑßÐÝÍ9Ì.Í9Î�Ï�ÐÒÑâê�ä

A (x0) = A = 〈A〉 =
àGìYÔYÑ

(Aρ)Û�ê�Í9Ñ�è�Ô�Ñm�+( à�ãâÉ�Ë�Ñ7ÙÚÐÝÞØÞ7Í9Ü
=
ã+Í4ÐÝÞ7ÙÚÐ Þ7Þ7Í9Ü

å Ë~ÙÚÐÝÞòÔYÙÚÖ�Í4É�Þ�Ù Ë~ÎxêYË�Ó�ñ�ÑßÛ�ÌYÜÒÍ4Ù y Ð z æ ê�ËSÙ Ë~Î$ê�Ë�ÓIã>Í4ÐÝÞ7ÙÚÐÝÞØÞ7Í9Ü§ÎGÔYÎ ÎYÐ]ãâÉ�Þ7ÙÚÍ4ÉYÑÍ5©Gì�ÜÝÐ'�4ÐÝÞEË~Ô�Ó7Ñ7ÍPãâÉYÎYÍ9Î æ x Ë�ÜÒÓ7ÛÅÎYÐÒãâÉ�ÞßÙÅÍ9ÉYÑ�è�Í9ÎYÎYÍ9ÎòÙwÔ�ÓßÓ4ä
�# �¡S �¢x£"¤F¥F¦8§

• � ÐÝÑÅè�Û�ÙÅÙÚÍ9ÎSÓØì } Þ7Í9ÑÅË�Ô�ÕEÍ4ÐÒÎYÍ ¶ Í9Ö�Ñ ð Î�ê�ÔYÎ�Ö ÿ�Û�Î¨éYÛ�ÜÒÖ�Í9Ñ7Ô�ÎYÖ y ÐÒÐ z ê�ÔYÑâãâÉSéYÛ�Ü �Ö�Í4ÑßÔYÎYÖ y Ð z �9ÔYÑ ð ãâè+äT'QÍ4Þm� ÞßÍ4ÑßÍÚÕ?Û�ÜÒÖ~ÞýÔYÎ�ÙÅÐÝÞØÞßÍ4ÜÒÌ�Ë~ÑÅË~Ô�Óeê�Í4ÑØ��Ë�ÞâÓ7Ë�ãâÉYÍ æ ê�Ë�ÓßÓýê�ÐÒÍ¶ Ë�ÉYÎ	Ï�ÐÒÑ7èGÜÒÐÒãâÉ�×�'T'VëSñ�ÔYÎ�è�ÞßÍ§Ë~Ì�Õ<Ë�ÉYÑ7Í9Î	ÓØÛ�ÜÝÜ ä å Ë�Ó¯ÉYÍ9Ð�´�Þ�Ë�Ì.Í9Ñ æ êYË�ÓßÓ�Ù Ë�Îfæ�Í9êYÍ�EÙÚÖ�Í9ÌYÔYÎYÖòê�Í9Ó§à�ÞâË~Ñ7Þ7ìYÔYÎ�è�ÞßÍ9Ó�ÐÝÎ�Í4Î�êYÜÝÐ]ãâÉYÍ4Ñfã>Í9Ð Þlÿ�Í4ÑßÜ]Ë�ÓßÓØÍ9Î ÙeÔ�ÓßÓ5�+êYËçÙÚË�Î
ÐÒÎÍ4Î�ê�ÜÒÐ]ãâÉYÍ4Ñ�ã>Í9Ð Þ�Ë~Ì>Í4ÑBÎYÐ]ãâÉ�ÞBÔ�ÎYÍ4Î�êYÜÝÐ]ãâÉçÿGÐÒÍ4ÜÒÍ�ñ�Ô�ÎYè�Þ7Í§Ë~Ì�Õ<Ë�ÉYÑßÍ4Îçè�Ë�ÎYÎ æ ÙeÔ.Ó7Ó�êYË�ÓàGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ë~Ô�ãâÉøÏ�ÐÒÍ9ê�Í9ÑEÐÝÎ ê�ÐÒÍØ�1ÙÅÖ�Í4ÌYÔ�ÎYÖ	ê�Í9Ó�×EÎ�Õ<Ë�ÎYÖ�Ó7ìYÔYÎ�è�ÞßÍ9ÓK�9ÔYÑ ð ãâèGè�Í4É�Ñ7Í9ÎQäå Ë�ÙÅÐÝÞ§ÐÒÓØÞ§Í9Ó§Ë�ÜÒÓ7ÛçÜÒÍ Þ�� Þ7Í9Î�ê�ÜÒÐÒãâÉÊÍ9Ö�Ë~Ü æ Ï�ÛòÌ��4Ï§ä�ÏBË~Î�Î
Ù Ë~ÎóÙÚÐ Þýê�Í9Ñf� Í9ÓßÓØÔ�ÎYÖÌ.Í9Ö�ÐÒÎYÎ�Þ æ êYËýÙ Ë~ÎçÛ�ÉYÎYÍ9ÉYÐÒÎ	Ï�ÐÝÍPê�Í4Ñ�Ì.Í9ÜÝÐÒÍ4Ì�ÐÝÖÅÖ�Í9Î�Ë~Ô	Ë�Î	ê�ÐÝÍPÓØÍuà�Þ7Í9ÜÝÜÒÍ �4ÔYÑ ð ãâèGè�Í9É��Ñ7Í9Î�Ï�ÐÒÑßê�ä å Í4ÑÃ�9Í4ÐÝÞ7ÜÒÐÒãâÉ�Í�� ÐÝÞØÞßÍ4ÜÒÏ�Í9ÑØÞ ÿ�Û�Î
A
Ð]Ó�Þ	Ó7Û�ÙÚÐÝÞÅÕ ð Ñ	Ë~ÜÒÜÝÍ à�ÞßË�ÑØÞßìYÔYÎYè�ÞßÍÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉQä

• ë�Ñ7Ö�Û�ê�Ð��9Ð Þ } Þ§Ð]Ó�Þýê�ÐÒÍÚè�Û�ÑßÑßÍ4è�Þ7ÍwÙÚË~Þ7ÉYÍ9Ù Ë�Þ7Ð]ÓßãâÉYÍ å Í^Û.ÎYÐ ÞßÐÝÛ�ÎóÕ ð Ñ§Í4ÐÒÎYÍ4ÎUà�Ë�ãâÉ�ÿ�Í4Ñm�É�Ë~ÜÝÞ æ ê�Í4Î Ï�ÐÒÑ�Ë�Ô�ÓEê�Í9ÑEë�Ñ7Õ<Ë~ÉYÑßÔYÎYÖ	è�Í4ÎYÎ�Í4Î�( � Í4Î�ÎjÐÝÎ Í9ÐÝÎ�Í4Ù àGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ë~ÜÒÜÝÍPÓK�4Ô��Õ } ÜÒÜÝÐÒÖÅêYÔYÑßãâÉ�Í4ÐÒÎ�Ë~Î�êYÍ4Ñ�Ü } Ô�ÕþÞ y�¶ Ñ7Û�Ï�Î.Ó7ãâÉYÍ � Û�ÜÒÍ4èGÔYÜ]Ë~ÑßÌ>Í4Ï�Í4Ö�Ô�ÎYÖ z æ êYË�ÎYÎçÖ�Í4Ü]Ë~ÎYÖ�Þæ�Í9ê�ÍPÓ$�VÍ9ÐÝÜ]ãâÉYÍ9ÎòË�Ô�Õ å Ë~Ô�Í4Ñ ð Ì>Í4ÑâË~ÜÒÜ�ÉYÐÒÎQä
Ü ºYü Ä û�� å ÔYÑâãâÉ�ê�ÐÒÍ�×1ÎYÎ�Ë�ÉYÙÚÍ�ê�Í9Ñeë�ÑßÖ�Û�ê�Ð'�4ÐÝÞ } ÞeÏ�Í9ÑßêYÍ4ÎSê�ÐÒÍçñ�ÑßÛ�Ì�ÜÝÍ9ÙÅÍ y Ð z ÔYÎ.ê y ÐÒÐ zÖ�Í4ÜÒù�ÓØÞ9ä
Ï1ÈvÝ � »�¸�� Ç �Ln � û Ç ¸ Æ ¸
�jË~èGÑßÛ�Ó7è�Û�ìYÐÒÓßãâÉYÍ�à�áGÓØÞ7Í9ÙÚÍýÓØÐÒÎ�ê�Í4ÑßÖ�Û�ê�Ð]Ó7ãâÉQä
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¶ Í4ÐYê�Í9ÎÅÛ�Ì.Í9Î ê�ÔYÑâãâÉYÖ�Í4Õ ð ÉYÑ7Þ7Í4Î ¶ Í ÞßÑßË�ãâÉ�ÞßÔYÎYÖ�Í4ÎeÖ�ÐÝÎ�Ö�Í4ÎwÏ�ÐÝÑ¯ÐÝÙÚìYÜÒÐ��9Ð Þ¯ê�Ëdÿ�Û�ÎÅË~Ô�Ó æ êYË�Ó7ÓÔYÎ�Ó7Í4Ñ�ë¯Î�ÓØÍ9ÙeÌYÜÒÍ�Ð]ÓØÛ�ÜÝÐÒÍ4Ñ7Þ�ÐÒÓØÞ æ Ë~Ü]ÓØÛ U, V,N = const.
ä��jË�ÎÚÎYÍ4ÎYÎ�Þ¯Í9ÐÝÎ Ó7Û�Ü]ãâÉYÍ9Ó ë¯Î�ÓØÍ9Ù��ÌYÜÒÍ æ êYË�Ó�ÿ�Û�Î$ê�Í4Ñ*�EÙwÏ�Í9Ü ÞòÐÒÓ7Û�ÜÒÐÒÍ4Ñ7ÞçÐÒÓØÞøÍ4ÐÒÎ �wôGA~ïm��AdE~í���í.ô �4õßöp
 íNÉBí��5
��Ã�5q�
 ä å ËSÐÒÙ¾lÍ9ÓßË~ÙeÞßÓ7áGÓØÞ7Í9Ù êYÔYÑßãâÉ	êYÐÝÍ$é�Ó7Û�Ü]Ë�ÞßÐÝÛ�Î

U æ V ÔYÎ�ê
N
è�Û�Î�ÓØÞßË�Î�Þ�Ö�Í4É.Ë~ÜÝÞ7Í4Î Ï�Í4Ñâê�Í9Î æ Ð]Ó�Þ�Í9ÓÏ�Í9ÎYÐÒÖçÿ�Í9Ñ7Ï�Ô�Î�ê�Í4ÑßÜÒÐÒãâÉ æ êYË�Ó7Ó�Ï�ÐÝÑ§Ë�Ô�Óuê�Í4Ù ÙÚÐÒè�ÑßÛ�è�Ë�ÎYÛ�ÎYÐ]ÓßãâÉYÍýë�Î�Ó7Í4ÙwÌYÜÒÍÚÓ7ì } Þ7Í4ÑlÍ4ÐÒÎYÍÙÚÐÝèGÑßÛ�Ó7è�Û�ì�ÐÒÓßãâÉYÍ ¶ Í9Ö�Ñ ð Î�ê�ÔYÎ�ÖeÕ ð Ñ�ê�ÐÝÍ§ë¯Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÒÍ S(U, V,N)

Í4ÑßÉ�Ë~ÜÝÞ7Í9ÎQä
ë�Î�ÞßÓ7ìYÑßÍ9ãâÉYÍ9Î�êóÕ ð ÉYÑßÍ4ÎSË�Î�ê�Í4ÑßÍ ë�Î�Ó7Í4ÙwÌYÜÒÍ9ÓeË�Ô�Õ�Ï�Í9Ð ÞßÍ4ÑßÍÇ�BÉYÍ4ÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë�ÙÅÐ]ÓßãâÉYÍ	ñ Û~ÞßÍ4Î��Þ7Ð]Ë~ÜÒÍ�ä å ÐÝÍ§Ï�Ð]ãâÉ�Þ7ÐÒÖ�ÓØÞ7Í9ÎòÓ7ÐÝÎ.ê�ÐÒÎI�/Ë�Ì.Í9ÜÝÜÒÍW&�&�ä�&§Ë~ÔYÕ?Ö�Í Õ ð ÉYÑØÞPä

ë¯Î�ÓØÍ9ÙeÌYÜÒÍ ��Ë~ÑßÐ]Ë~ÌYÜÒÍ4Î ñ Û~Þ7Í9Î�Þ7Ð]Ë~Ü �EÙeÏ�Í4ÜÝÞ

� ÐÒèGÑ7Û�è�Ë~ÎYÛ�ÎYÐÒÓßãâÉYÍPÓë¯Î�ÓØÍ9ÙeÌYÜÒÍ (U, V,N) S (U, V,N)
é�Ó7Û�ÜÒÐÒÍ4Ñ7Þ7Í9Ó�àGá�ÓØÞ7Í9Ù

#§Ë�ÎYÛ�Î�ÐÒÓßãâÉYÍ9Óë¯Î�ÓØÍ9ÙeÌYÜÒÍ (T, V,N) F (T, V,N)
#1Û�ìYìYÜÒÔYÎYÖ Ë~Î�~} ÑßÙÅÍ9Ì�Ë�ê

¾lÑ7Û+´�è�Ë~Î�Û�ÎYÐ]Ó7ãâÉ�Í9Óë¯Î�ÓØÍ9ÙeÌYÜÒÍ (T, V, µ) Ω (T, V, µ)
#1Û�ìYìYÜÒÔYÎYÖ Ë~Î�~} ÑßÙÅÍ5��ÔYÎ�ê�/Í4ÐÒÜ]ãâÉYÍ4ÎGÌ�Ë�ê

�/Ë�Ì.Í9ÜÝÜÒÍÃ&�&�ä�&+( å ÐÒÍ§Ï�ÐÒãâÉ�ÞßÐÝÖ�Ó�ÞßÍ4Îòë�Î�Ó7Í4ÙeÌ�ÜÝÍPÓBÙÅÐÝÞ��9ÔYÖ�Í9ÉYù�ÑßÐÝÖ�Í4Î�� å � ñ�Û�Þ7Í9Î�ÞßÐÒË�ÜÝÍ9ÎQä
ã>ÔYÎ } ãâÉ�ÓØÞuÏ�Û�ÜÒÜÒÍ4ÎóÏ�ÐÝÑýêYË�ÓuÙÚÐÝèGÑßÛ�è�Ë~ÎYÛ�ÎYÐ]Ó7ãâÉYÍÅë�Î�Ó7Í4ÙwÌYÜÒÍ Ì.Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Í9Î æ ÔYÎ�êóÉYÐÒÍ4Ñ7Õ ð Ñ ρÔYÎ�ê

ρ̂
Ì.ÍPÓ�ÞßÐÝÙÚÙÚÍ4ÎVä
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ä �:� ��â ÂZ�¥â � � �����<��� � À
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� Ä û��"º�û Ä�� �8� � ÐÝÑ¯Ö�Í4Ì>Í4ÎÚÍ9ÐÝÎ Ð]ÓØÛ�ÜÝÐÒÍ4Ñ7Þ7ÍPÓ Ù Ë~èGÑ7Û�ÓØè�Û�ìYÐ]ÓßãâÉYÍ9Ó àGá�Ó�ÞßÍ4Ù y U, V,N = const. zÿ�Û�ÑPä
2¯Ä ¸ Â � ¶ Í9ÓØÞ7ÐÒÙÅÙwÔYÎYÖÚÿ�Û�Î ρ Ô�Î�ê ρ̂ ä
� ÐÒÑ�Ï�Í9ÑßêYÍ4Îøê�ÐÝÍPÓØÍØã>ÐÒÍ4Ü]Ó7Í Þm�9ÔYÎYÖ Ó7Û�Ï�Û�ÉYÜ+ÐÝÎ�êYÔYè�Þ7ÐÒÿ�Ë~Ü]Ó�Ë~Ô.ãâÉòê�ÍPê�ÔYè�Þ7ÐÒÿçÿ�Í4Ñ7Õ?Û�ÜÒÖ�Í9ÎQä
X��ÃV5X 6�_ba�Z��³Õ�Ó87f\ c�\ËÕFg�ÖØí�î³Õ"Z�_4«

÷T)KõÄ÷®õÄ÷ Y lD�®ý�ý<ümý����$k�¯:9<�®lÄl
� ÐÒÑ�Ï�Ð]ÓßÓØÍ9Î æ êYË�Ó7Ó�ÓØÐ]ãâÉ ÔYÎ�ÞßÍ4Ñ�êYÍ4Ñø×EÎYÎ�Ë�ÉYÙÚÍ�ê�Í9Ñ�ë¯Ñ7Ö�ÛGêYÐ��9Ð Þ } Þ	Õ ð Ñøê�ÐÒÍ�� Ís´�Ö�Ñ7ù+´�Í
A (x, t)

Í9ÐÝÎ�¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í9Ï�ÐÒãâÉ�ÞßÓm�4Ô.Ó�ÞâË~Î�ê
AGleich

Í4ÐÒÎ�Ó�ÞßÍ4ÜÒÜ Þ æ ê�Í9Ñýÿ�Û�ÎóêYÍ4Ñe×1Î�Õ<Ë~ÎYÖ�ÓØì�É�Ë�Ó7Í
x0
ÔYÎ.Ë~ÌYÉ } ÎYÖ�ÐÒÖÅÐÒÓØÞ9ä

Ü È|ºpÝ�¸�� � ÐÝÍ�Ó7ÐÝÍ9É�Þ�ê�ÐÒÍ å Ð]ãâÉ�Þ7Í4Õ?ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î
ρmk

êYÍ9Ó ÙÚÐÝèGÑßÛ�è�Ë~Î�Û�ÎYÐ]Ó7ãâÉ�Í4Îýë�Î.ÓØÍ9ÙeÌYÜÒÍ9Ó Ë~Ô.Ó�Þ
ã>Ô�Ñ ¶ Í9Ë�Î�Þ�Ï�Û�ÑØÞßÔYÎYÖeê�ÐÒÍ9Ó7Í4ÑBéYÑâË~Ö�Í1Ì>Í ÞßÑßË�ãâÉ�ÞßÍ4Î�Ï�ÐÝÑBê�ÐÒÍ�ÞßÉYÍ4ÑßÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë~ÙÚÐ]Ó7ãâÉYÍq9�Ì�Ó7Í4ÑßÿdË-�ÌYÜÒÍ

A(x)
ÐÝÙ[� å � ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í9Ï�ÐÒãâÉ�ÞPä å ËeÓ7ÐÒãâÉçêYÐÝÍ�ñ�É�Ë�Ó7ÍEÍ9ÐÝÎYÍPÓ¯Ð]Ó7Û�ÜÒÐÝÍ9ÑØÞßÍ4ÎçàGá�ÓØÞ7Í4Ù Ó�ÎYÐ]ãâÉ�Þÿ�Û�Î�êYÍ4ÑEë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍ4ÉGáGì.Í9ÑÄµ } ãâÉYÍ1Í9Î�ÞØÕ?Í4ÑßÎYÍ9Îòè�Ë�ÎYÎ y ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ9Í4ÑßÉ�Ë~ÜÝÞ7ÔYÎ�Ö z æ Ö�ÐÝÜÝÞs(

AGleich =
1

Zmk

∫

H(x)=U

d2fxA(x) y &�áYä�& z
ÙÚÐÝÞ

Zmk æ ê�Í9Ñ�ÙÚÐÝèGÑßÛ�è�Ë~ÎYÛ�ÎYÐ]Ó7ãâÉYÍ9Î*ã>Ô.Ó�ÞâË~Î�êYÓßÓ7ÔYÙÚÙÅÍ�ä
&s,�%
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å ËøÓ7ÐÒãâÉóêYË�Óýà�áGÓØÞ7Í9ÙªÎ�Ë�ãâÉ¼��Û�ÑßÑâË~Ô�ÓßÓØÍ4Þm�9ÔYÎYÖçÐÒÙñ� å � ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Ï�ÐÒãâÉ�ÞuÌ.Í5Û�Î�ê�Í4Þ æ É } ÎYÖ~Þê�ÐÒÍ39�Ì�Ó7Í4ÑßÿdË�ÌYÜÒÍ

A
ÎYÐÒãâÉ�ÞQÿ�Û�Î§ê�Í4ÑVñ�É�Ë�Ó7Í�ê�ÍPÓ/àGá�ÓØÞ7Í4Ù ÓQË�Ì�ß y ë�Ñ7Ö�Û�ê�Ð��9Ð Þ } Þ z æ ê�ä ÉQä A(x) =

AGleich æ ê�Í4ÙÚÎ�Ë�ãâÉçÕ?Û�ÜÝÖ�Þs(
AGleich =

AGleich

Zmk

∫

H(x)=U

d2fx ,

ÔYÎ�êøê�ÐÒÍ³ã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓßÓØÔYÙÚÙÚÍuÐÒÓØÞEÓØÛ�ÙÚÐ ÞEÖ�Í4Ö�Í9Ì.Í9ÎòêYÔYÑßãâÉ
Zmk =

∫

H(x)=U

d2fx ,

ê�ÐÒÍwé�Ü } ãâÉYÍýê�Í9Ñ�ë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍ9ÓßãâÉ�Ë~ÜÒÍuÐÝÙ ñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎYÑâË~ÔYÙ æ Ë�ÜÒÓ7Û	ê�ÐÒÍ³� Í9ÎYÖ�ÍwË~ÜÒÜÝÍ9Ñ1ñ�É�Ë�ÓØÍ9Î æ êYÐÝÍÍ4ÐÒÎøÐÒÓ7Û�ÜÒÐÝÍ9ÑØÞßÍ9Ó�àGá�ÓØÞ7Í4ÙbÍ4ÐÒÎYÎYÍ9ÉYÙÚÍ4Îøè�Ë~ÎYÎQä
à�ãâÉYÑßÍ4ÐÒÌ�Þ�Ù Ë�Î y &|á�ä'& z ÔYÙ æ Ó7Ûeè�Ë�ÎYÎçÙ Ë~Î�ê�ÔYÑâãâÉÇ��Í4ÑßÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ	ÙÚÐ Þ�ê�Í9Ñ å Í^Û.ÎYÐ ÞßÐÝÛ�Î y &säYäâá zË~Ô�Õ�ê�ÐÒÍuÙÅÐÒèGÑ7Û�è�Ë~ÎYÛ�ÎYÐÒÓßãâÉYÍ å Ð]ãâÉ�Þ7Í4Õ?ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î ÓßãâÉYÜÝÐÒÍ5´�Í4Î�(

AGleich =

∫

Γ

d2fx

[
1

Zmk
δ (H (x) − U)

]

︸ ︷︷ ︸
ρmk

A (x) .

é;Î�Ó7Ö�Í9ÓßË~ÙeÞ�É.Ë~Ì>Í4ÎøÏ�ÐÝÑEË�ÜÒÓ7Ûp(
�òÄ � Ç û�¸������ o û Ä�� �N�"��» 2 � Æ ûsº���» ÆPÆ �"���j¸~»"¸ Æ � Ä¡o È ��o º�� � � Ä<Æ � Ç ¸<�fÏS� Æ ¸<�ÊÂ¹ Â ¸ ÆÚÄ � o�Â º ÆPÆ9Ä Æ � Ç ¸<� Ü º Â�Â

ρmk (x) =
1

Zmk
δ (H (x) − U) =

{
1

Zmk
,

Õ<Ë~ÜÒÜÒÓ
H (x) = U

0,
ÓØÛ�Î�ÓØÞ y &|á�äâá z

Zmk =

∫

Γ

d2fxδ (H (x) − U) y &�áYä 8 z
÷T)@õÄ÷3õ*) hji��AnHÿ�kFnSú�k �
���®nSüÄý	�
��k�¯;9<�®lÄl
� ÐÝÑøË~ÑßÖ�Ô�ÙÅÍ9Î�Þ7ÐÒÍ4ÑßÍ4Î Ï�ÐÒÍ
ÐÒÙ è�Ü]Ë�ÓßÓ7ÐÒÓßãâÉYÍ4Î é.Ë~ÜÒÜ ä å Í4Ñ*� Ð Þ7Þ7Í9ÜÝÏ�Í4Ñ7ÞøêYÍ4Ñ%9�Ì.ÓØÍ9Ñ7ÿ�Ë~Ì�ÜÝÍ9Î
A y�ä � Í9ÓßÓØÏ�Í4Ñ7Þ z Í4ÑßÖ�ÐÒÌ�ÞÅÓ7ÐÒãâÉ¨Ë~Ô�Ówê�Í4Îj�jÍ4ÑâÓ7Ó7Ï�Í9ÑØÞßÍ4ÎUÐÒÎ�ê�Í9ÎSÍ4ÐÒÎ��4Í9ÜÝÎ�Í4Î ã+Ô�Ó�Þ } Î�êYÍ4Î æê�ÐÒÿ�Ð]ê�ÐÒÍ4Ñ7ÞEê�ÔYÑâãâÉøêYÐÝÍ§×EÎp�9Ë~É�ÜQÙÚù�Ö�ÜÒÐ]ãâÉYÍ4Ñ�ã>Ô�ÓØÞ } Î�ê�Í æ Í9ÓBÐ]Ó�Þ1Ë�ÜÒÓ7Ûp(

AGleich =
1

Zmk

∑

n

〈n| Â |n〉 ,

æ
µ îðôOü<êRw6ï�ñ6ò*ôOì��Tîðü<õ�è�ü*è�ì4ôOü¡îðì¾ì¾ôOü*ì=ö õ�è�é�é�õ¾îðô�u
ñ�è�é�ôOì U ��é¡ò�ôOê<éDö�õ�� ñ��hõ¾îðô�ôOîðì
�OôT�ðì¾ôOì<�Tì6ò*ôOü¡ÿéV��é¡ò�ôOê<ô]õ¾ôOü��7ôOé�è�êeò*ñ¾ôOî ò"ì�è�ï�ñqù§ó�î��§ôDü�k ù§ì¾é¡ò�ü¡ë¾÷�ò�îðù§ìqõ�ôDé E ì¾é*ôDêeó
�ðôOé õ�ôDì��dôOî ò�ôOìqôOì�ò�é�3¾ü*ôOï�ñ�ôDì=ö�îðìõ¾ôOì¾ôOìÃé�îðï�ñQõ�è�éx�7ôOé�è�êåò�éV��é¡ò�ôOê-ódôÝú�ì�õ¾ôÝò6��a�êB���ðôOîðï�ñ
�§ô��Tîðï�ñ�òåîðé*ò]è�óHôOü]÷§ôDîðì�ô�� ñ¾ôOü*ê<ù6õ��`ì�è�ê<îðé�ï�ñ�ô÷ ó¾é*ôOü¡ý�è�ó
�ðô�ê<ôDñ�ü��OôOî ò�è�ó¾ñÈH�ì
�§î��
�Q`��ðé]ôOîðì¾ô*O�ù	���§ô<õ¾ôOü E üV�§ù`õ¾î��Oî òIHwò�îðé¡òeõ¾è�ê<î òåè�ë¾ï�ñ¨õ¾ôOüx2�ôOé�é��hôDüWòõ¾ôOü ÷ ó¾é*ôDüWý§è�ó��ðôDìqîðìåþ¡ôDõ�ôDü�u
ñ�è�é�ô��	�ðôOîðï�ñ��



��Æ�;'��;Ç2	BSO�M�.Ç4�2>="6ÉPË6S4AT$/Q�"!�4 M"B¿¹ &s,<�
Ï�Û�Ì>Í4Ð |n〉 ë�ÐÒÖ�Í4Îp�4Ô�ÓØÞßË�Î�ê ÿ�Û�Î Ĥ Ð]Ó�ÞBÙÚÐ ÞBë�ÐÒÖ�Í9Î�Ï�Í4Ñ7Þ7Í9ÎÃ�4Ï�Ð]Ó7ãâÉ�Í4Î

U − dU
Ô�Î�ê

U
Ð]ÓØÞ9ä� ÐÒÑBÕ ð ÉYÑßÍ4ÎøÉYÐÒÍ4Ñ7Õ ð ÑBÕ?Û�ÜÒÖ�Í9Î�ê�Íq#uÔYÑ��9ÓßãâÉYÑßÍ4ÐÒÌ�Ï�Í4Ð]Ó7Í1Í4ÐÒÎ�(

U − dU ≤ 〈n| Ĥ |n〉 ≤ U ⇔ |n〉 ∈ H (U | dU) .

å Ë�ÓßÓ�Ï�ÐÒÑ1ÉYÐÒÍ4Ñ�Í4ÐÒÎYÍ4Î ë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍ4Ì>Í4ÑßÍ4Ð]ãâÉøË�ÜÒÓ1ë�ÐÒÖ�Í4ÎGÏ�Í4Ñ7Þ7Í0�9ÔYÜÒË�Ó7Ó7Í4Î æ Ó7Û�ÜÒÜVêYË~ÑâË~ÔYÕ É�ÐÝÎGÏ�Í4Ð��Ó7Í4Î æ êYË�ÓßÓEÙ Ë�Î
ê�ÐÒÍeë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍeÍ4ÐÒÎYÍ9ÓlàGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ó1ÐÒÎjÍ9Î�ê�ÜÒÐÒãâÉYÍ9Ñ#ã>Í9Ð ÞlÎYÐ]ãâÉ�Þ�Ì.Í9ÜÝÐÒÍ4ÌYÐÒÖ�ÓßãâÉ�Ë�ÑØÕÙÚÍ9ÓßÓ7Í4ÎòèdË�ÎYÎ æ ÏBË�ÓBÏ�ÐÒÍ9ê�Í9Ñ7Ô�Ù Ë~Ô�Ó�êYÍ4Ñ��1Î�Ó7ãâÉ } Ñ7Õ?Í4ÑßÍ4Ü]Ë�Þ7ÐÒÛ�Îçÿ�Û�Î*)EÍ9ÐÒÓ7Í4ÎGÌ>Í4ÑßÖÅÕ?Û�ÜÒÖ~Þ9ä
é;Ù¿¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�Þ�Ð]Ó�ÞEÎGÔYÎ

〈n| Â |n〉 = AGleich ∀ |n〉 ∈ H(U | dU)

ÔYÎ.ê�Ù Ë�Î�Í9Ñ7É } Ü ÞBÕ ð Ñ |n〉 ∈ H(U | dU)

Zmk =
∑

n

〈n|n〉 .

é ð ÉYÑ7ÞøÙÚË�Î æ Ï�ÐÝÍóÐÝÙ èGÜ]Ë�ÓßÓØÐ]ÓßãâÉYÍ4Î é.Ë~ÜÒÜ�ÎGÔYÎxÏ�ÐÝÍPê�Í4ÑòÍ4ÐÒÎYÍÊéYÔYÎYè�ÞßÐÝÛ�Î
ρH(U |dU)

Í9ÐÝÎ æê�ÐÒÍøê�ÐÝÍjàGÔ�ÙÅÙ Ë~Þ7ÐÒÛ�Î y é;Î�Þ7Í4Ö�ÑßË~Þ7ÐÒÛ�Î z Ë~ÔYÕ#ã>Ô�ÓØÞ } Î�ê�Í |m〉 ÐÝÎ ê�Í4ÑÚë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍ4ÉGáGì.Í9ÑÄµ } ãâÉYÍÍ9ÐÝÎ�ÓßãâÉYÑ } ÎYè�Þ æ Ó7ÛÚÜ } Ó7ÓØÞEÓØÐ]ãâÉøÓ7ãâÉYÑßÍ4ÐÒÌ>Í4Î�(
AGleich =

∑

m

〈m| Â 1

Zmk
ρH(U |dU) |m〉 ∀ |m〉 ∈ H .

é;Î�Ó7Ö�ÍPÓ7Ë�ÙýÞBÍ4ÑßÉ } ÜÝÞ�Ù Ë~Îøê�ÔYÑâãâÉb��Í9Ñ7Ö�ÜÝÍ9ÐÒãâÉòÙÚÐ Þ y &säYä , z Ï�ÐÒÍ9ê�Í9Ñs(
��Ä � Ç ûs¸ � nH¸�Èvº�û � ÈÉ���"» 2 � Æ ûsº���» Æ9Æ �"�j��¸É»"¸ Æ � ÄWo È ��o º�� � � Ä<Æ � Ç ¸<� Ï � Æ ¸<�ÊÂ¹ Â ¸ ÆÅÄ � wx�"ºp�+ûs¸<�"�j¸�� Ç º�� Ä<Æ � Ç ¸<� Ü º Â�Â

ρ̂mk =
1

Zmk
ρH(U |∂U)

Zmk =
∑

m

〈m| ρH(U |∂U) |m〉 ∀ |m〉 ∈ H

�# �¡S �¢x£"¤F¥F¦8§
ρH(U |∂U)

Ð]Ó�Þ§êYË~ÙÚÐÝÞlÖ�Í4Ï�Ð]Ó7Ó7Í4ÑßÙ Ë-´�Í4Î Í4ÐÒÎ
ñ¯Ñ7Û�æ�Í4è�Þ7Û�Ñ�Ë~ÔYÕ�ê�Í4Î>�EÎ�Þ7Í9ÑÄ�ÑâË~ÔYÙbê�Í4Ñ�ë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍ9ÓßãâÉ�Ë~ÜÒÍ�ä
� ÐÝÞØÞßÍ4Ü]Ó¯ê�ÍPÓ�àGì�ÔYÑ7Ì>Í4Ö�Ñ7ÐGF+Í9Ó�Ü]Ë�ÓßÓØÍ9Î ÓØÐ]ãâÉ	ê�Í4ÑH��Ô.Ë~Î�Þ7Í9ÎYÙÚÍ9ãâÉ�Ë�ÎYÐÒÓßãâÉYÍ�ÔYÎ.ê ê�Í4Ñ�è�Ü]Ë�ÓßÓ7ÐÒÓßãâÉYÍé.Ë~ÜÒÜ�Í4ÐÒÎYÉYÍ4ÐÝÞ7ÜÒÐ]ãâÉ�Õ?Û�Ñ7ÙwÔYÜÒÐÝÍ9Ñ7Í9Î�(



&s,+Á .0/$13254�6H7É�sÆ�;bO$/SC�GI2	.0T0=@.0/SB³=@B$2ÄCT�"!$6 68BSC�68G�P@7�6
�òÄ � Ç û�¸¼���"» 2 � Æ ûsºp�"» Æ9Æ ������¸�»�¸ Æ � ÄWo È ��o º�� � � Ä<Æ � Ç ¸<�kÏS� Æ ¸<��¹ Â ¸ Æ
o�Â º ÆPÆ9Ä Æ � Ç �

ρmk =
1

Zmk
δ (H (x) − U)

Zmk =
àGì�ÔYÑ

(δ (H (x) − U))

AGleich =
àGì�ÔYÑ

(ρmkA)

wx��º��+û�¸�����¸<� Ç ºp� Ä Æ � Ç �
ρ̂mk =

1

Zmk
ρH(U |∂U)

Zmk =
àGì�ÔYÑ (

ρH(U |∂U)

)

AGleich =
àGìYÔYÑ (

ρ̂mkÂ
)

å Ë�Ó ¶ ÐÝÎ.ê�Í4Ö�ÜÝÐÒÍ9ê �4Ï�Ð]ÓßãâÉYÍ4ÎuÙÚÐÝèGÑßÛ�è�Ë~Î�Û�ÎYÐ]Ó7ãâÉ�Í4Ù ë�Î�Ó7Í4ÙwÌYÜÒÍ�ÔYÎ�ê0�BÉYÍ9Ñ7ÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë�ÙÅÐÒèEÜÒÐÝÍ9Ö~ÞÐÝÎSêYÍ4Ù ã>Ô�ÓßË~ÙÚÙÚÍ4ÎYÉ�Ë�ÎYÖ*�4Ï�Ð]Ó7ãâÉ�Í4Î
ρmk

Ì��4Ï§ä
ρ̂mk

ÔYÎ�êUê�Í9Ñeë�Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÝÍ
S (U, V,N)

ä
¶ Í4ÿ�Û�ÑQÏ�ÐÒÑ�æ�Í9êYÛGãâÉýê�Ë~ÑâË~Ô�Õ�Ö�Í9Î�Ë~Ô�Í4ÑQÍ9ÐÝÎYÖ�Í4ÉYÍ9Î æ Ï�Û�ÜÒÜÒÍ4Î§Ï�ÐÒÑVÎGÔYÎýÎYÛ�ãâÉ§Í9ÐÝÎYÍ9Îýê�Í9êYÔYè�Þ7ÐÒÿ�Í4Î� Í9ÖW�4Ô

ρmk
Ì��4Ï§ä

ρ̂mk
Ë�Ô�Õ �4Í9ÐÝÖ�Í4ÎQä

X��WV�� Ä \Ka�Z���Õ"Ó87f\@g@? \<«

� ÐÝÍPê�Í4ÑßÔYÙ Ì>Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÍ4ÎUÏ�ÐÒÑwê�Í9ÎSèGÜÒË�Ó7Ó7ÐÒÓßãâÉYÍ9ÎóÔ�Î�êSê�Í9Îj��Ô�Ë~Î�Þ7Í9ÎYÙÚÍ9ãâÉ�Ë�ÎYÐ]Ó7ãâÉYÍ9ÎUé�Ë~ÜÒÜÖ�Í4Þ7ÑßÍ4ÎYÎ�Þ9ä
÷T)@õ*)KõÄ÷ Y lO�®ý<ý<üÄý	�
��k�¯A9<�®lÄl
� Ä ûs��º�û Ä�� �H� � ÐÒÑ¯Ì>Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7Í4ÎÚÍ9ÐÝÎ Ð]ÓØÛ�ÜÝÐÒÍ4Ñ7Þ7ÍPÓ¯àGá�ÓØÞ7Í4Ù�Ë~Ô.Ó

N
�VÍ9ÐÝÜ]ãâÉYÍ9Î y ê�Í4ÑË�jË�ÓßÓ7Í m zÐÒÎøÍ4ÐÒÎYÍ4Ù�#§Ë�ÓØÞ7Í4ÎòÙÚÐ Þ$��Û�ÜÝÔ�ÙÅÍ9Î

V
Ô�Î�êòë�ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ

E
ä

å ÐÒÍf)1Ë�ÙÚÐÝÜÝÞ7Û�Î�Õ?ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�ÎøÍ9ÐÝÎYÍPÓ�ÓØÛ�ÜÒãâÉ�Í4Î àGá�Ó�ÞßÍ4Ù ÓBÜÒË�Ô�Þ7Í4Þs(
H (x) =

N∑

n=1

[
1

2m
p2
n + V B uwxDCVÚ%E (rn)

]
+ V WW (r1, r2, ..., rN ) æ

ÙÚÐ Þ
V B uwxDCVÚ%E æ ê�Í4Ù(#§Ë�Ó�ÞßÍ4ÎYì>Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~Ü
VWW æ ê�Í9Ù � Í9ãâÉ�Ó7Í4ÜÒÏ�ÐÝÑßèGÔYÎYÖ�ÓØì>Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~Ü�ê�Í9Ñ$�VÍ9ÐÝÜ]ãâÉYÍ4ÎòÔYÎ�Þ7Í9Ñ7Í9ÐÝÎ.Ë~Î�ê�Í9Ñ
x ∈ Γ æ êYÍ4Ñ�ñ�É�Ë�ÓØÍ§ÐÒÙ ñ�É.Ë�Ó7Í4ÎYÑâË~ÔYÙøä
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å ÐÝÍ§ë¯ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ4ÉGáGì.Í9ÑÄµ } ãâÉYÍ�ÐÒÓØÞ1êYË~Î�ÎøêYÍ^Û�ÎYÐÒÍ4Ñ7ÞEË~Ü]Ó5(

E (E, V,N) := {x ∈ Γ | H (x) = E} .å ÐÝÍ ¶ Í4Ï�Í4Ö�Ô�ÎYÖjÍ4ÐÒÎYÍPÓeË~ÔYÞ7Û�Î�Û�ÙÚÍ4Î¨à�áGÓØÞ7Í9Ù Ó æ ê�ä ÉQä/Í9ÐÝÎ�Í9ÓÚàGá�Ó�ÞßÍ4Ù ÓeÙÚÐÝÞ ∂H
∂t

= 0 æ Ð]Ó�ÞË�ÜÒÓ7ÛwÐÒÎ
Γ
Ë~Ô�Õ�ê�ÐÒÍ§ë�ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ4ÉGáGì>Í4Ñmµ } ãâÉYÍ E Ì>Í9ÓßãâÉYÑ } ÎYè�ÞPäå ÐÝÍlÉBï*C+� ² 
4íGöM�w���~÷þöp
 �5
óÓßË~Ö~Þ ÔYÎ.Ó ÎGÔYÎ æ êYË�´ÊÍ9Ó Í9ÐÝÎYÍ å Ð]ãâÉ�ÞßÍ Õ?ÔYÎ�è�ÞßÐÝÛ�Î CNρ (x)

ÙÚÐ ÞçÄé;Î�Þ7Í4Ö�ÑßË�Ü è�� ½ Û�ÑßÙÚÐÝÍ9Ñ7Ô�ÎYÖ
CN > 0

Ö�ÐÒÌ�ÞPäY×EÔ�´�Í4Ñâê�Í4Ù Ï�Ð]Ó7Ó7Í4ÎòÏ�ÐÒÑ æ êYË�´eÕ ð Ñº9�Ì�ÓØÍ9Ñ7ÿ�Ë�ÌYÜÝÍ9Î
A (x, t)

Ö�ÐÒÜÝÞs(

A (x0) = 〈A〉 =
àGìYÔYÑ

(ρA) = CN

∫

Γ

d2fxρA

Õ ð ÑBÕ<Ë�ÓØÞ1Ë~ÜÒÜÒÍ
x0 ∈ E æ Ï�Û�Ì>Í4Ð A (x0) = limt→∞

1
t

∫ t
0
dt′A (x (t′,x0))

é;Ùªôþí ² î=A~÷ ô�bv
4í�é�Ë�ÜÝÜQÓ7ÐÒÎ�êòÏ�ÐÝÑ�ÉYÐÒÍ4Ñßÿ�Û�ÎòË�Ô�Ó7Ö�Í4Ö�Ë~ÎYÖ�Í4Î æ ÔYÙ ρmk
�9Ô�è�Û�Î�ÓØÞ7ÑßÔYÐÒÍ4ÑßÍ4ÎQä

f�
4÷��4÷�Ï�Û�ÜÝÜÒÍ4Î Ï�ÐÒÑ�ÿ�Û�Î	ê�Í4ÎUÉBôRC+
4í��4õâö�EO¦â÷ 
4íøË�Ô�Ó7Ö�Í4É�Í4Î æ êYÐÝÍ ρ Ë~Ü]Ó � Ë~ÉYÑâÓ7ãâÉ�Í4ÐÒÎYÜÝÐ]ãâÉYè�Í4ÐÝÞßÓÄ�ê�Ð]ãâÉ�Þ7ÍuÉ�Ë�Ì.Í9ÎòÙwÔ�´ æ Ô�Ù ρmk
ç�ì.Ë�ÓßÓØÍ9Î�ê�èlË�Î��4ÔYÖ�Í4Ì>Í4ÎQä

y Ð z ρmk ≥ 0 y ñ Û�Ó7ÐÝÞ7ÐÒÿ�ÐÝÞ } Þ z
ρ (x) = 0 æ Õ ð ÑEË�ÜÝÜÒÍ x /∈ E

y ÐÝÐ z å ËóÏ�ÐÒÑÃ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�ÞâÓÄ�9Ô�ÓØÞ } Î.ê�ÍçÌ>Í9ÓßãâÉYÑßÍ4ÐÒÌ.Í9Î�Ï�Û�ÜÒÜÝÍ9Î æ ÙeÔ�´ ρ (x)
��
4ôþ÷ î�íhE��6^ö ± í	C~ôRCòÓ7Í4ÐÒÎ æ Î�Ë�ãâÉòêYÍ4Ù àYË�Þm�uÿ�Û�Î%'QÐÒÛ�ÔYÿGÐÒÜÝÜÒÍ y &sä�ä�& z Ö�ÐÒÜ ÞEË~Ü]Ó7Ûp(

∂ρ

∂t
= 0 ⇒ {ρ,H} = 0

y ÐÒÐÝÐ z CN

∫
Γ d

2fxρ (x) = 1 y ½ Û�ÑßÙÅÐÒÍ4ÑßÔYÎYÖ z
��Û�Îwê�ÐÒÍ9Ó7Í4ÎÅë�ÐÒÖ�Í4Î.Ó7ãâÉ�Ë~ÕþÞ7Í9ÎwË~Ô.ÓØÖ�Í4ÉYÍ9Î�êýÏ�Û�ÜÒÜÝÍ9ÎeÏ�ÐÒÑ

ρmk
ÙÚù�Ö�ÜÒÐÒãâÉ�ÓØÞ@
4ôþí`¦�E�õßö ÔYÎ�ê¿��qÌE�îM^� ô���
^q Ë~Ü]Ó$¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉ�ÿ�Í4Ñ7Þ7Í9ÐÝÜÒÔYÎYÖÚË~ÎYÎ�Í4ÉYÙÚÍ4ÎF(

ρmk (x) =
1

Zmk
δ (E −H (x))

ÙÚÐÝèGÑßÛ�è�Ë~Î�Û�ÎYÐ]Ó7ãâÉ�Í å ÐÒãâÉ�ÞßÍ Õ?ÔYÎYè�ÞßÐÝÛ�Î y &|á�ä ; z
Zmk = CN

∫

Γ

d2fx δ (E −H (x))
ÙÚÐÒè�ÑßÛ�è�Ë�ÎYÛ�ÎYÐ]ÓßãâÉYÍ0ã+Ô�Ó�ÞâË~Î�ê�Ó7Ó7ÔYÙÚÙÚÍ y &|á�äâ% z

� ÐÒÑ�É�Ë~Ì>Í4Î Ë�ÜÒÓ7ÛÅê�Ë�ÓBÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉYÍ
ρmk

Ö�Í4Õ?ÔYÎ�ê�Í9Î æ Ï�ÐÒÍýË~Ô�Õ ê�Í4ÙbÐÝÎ�êYÔYè�Þ7ÐÒÿ�Í4Î � Í4Ö.ä
�# �¡S �¢x£"¤F¥F¦8§ ã>ÔYÑ å Í9Ô�Þ7Ô�ÎYÖ1ÔYÎ.ê#�4ÔYÑ�ÓØì } Þ7Í9Ñ7Í9Î ¶ Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Ô�ÎYÖ�ÐÒÓØÞVÍPÓVÓ7ÐÝÎYÎGÿ�Û�ÜÒÜ æ ρ ÎYÐ]ãâÉ�ÞÎGÔYÑEË~ÔYÕ�ê�Í9Ñ�ë�ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ4ÉGáGì>Í4Ñmµ } ãâÉYÍ æ ÓØÛ�Î�ê�Í4ÑßÎ�Ë�Ô�ãâÉøË~Ô�Õ�ê�Í4Ñ�ë¯ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ9ÓßãâÉ�Ë~ÜÒÍ

E (E,∆E, V,N) := {x ∈ Γ | E − ∆E ≤ H (x) ≤ E} �9ÔòÌ>Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7Í4ÎVä¾lÑ ð Î�ê�Í§ÉYÐÒÍ4Ñ7Õ ð ÑEÓ7ÐÝÎ.êx(
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• � ÍPÓ7Ó7ÔYÎYÖ�Í4Î y Ë�Ô�ãâÉ�èGÜ]Ë�ÓßÓØÐ]ÓßãâÉYÍ z ÓØÐÒÎ�êóÎYÐÒÍÚÓßãâÉ�Ë�ÑØÕ�ä å Í9Ó7Ï�Í9Ö�Í4ÎóÉ�Ë~Þ EÓØÞ7Í4ÞßÓEê�Í9Î éYÍ4É�ÜÝÍ9Ñ
∆E

ä
• é ð Ñuà�ãâÉ�Ë~ÑßÙÚÐ Þ7Þ7Í9Ü/Ó7ÐÝÎ�ê
Ó�ÞßÍ ÞßÓ�é;Î�Þ7Í4Ö�ÑßË�ÜÝÍ ð Ì.Í9Ñ�ê�ÐÒÍ¨É�í�
 ï�C~ô�
GF ± õâö�
��4ÔÌ>Í9ÓØÞ7ÐÒÙÚÙÅÍ9ÎQä å ÐÒÍ9Ó7Í	ÓØÐÒÎ�êÊÑßÍ9ãâÉ�Þýè�Û�ÙÚìYÜÝÐ'�4ÐÒÍ4Ñ7Þ0�4ÔUÌ>Í4ÑßÍ9ãâÉYÎ�Í4Î y _<E~ïBE�^�Ã
 ÷ ï ô � ô�
 ï î�í	C z ä+×EÔ�Ó�ê�ÐÒÍ9Ó7Í4ÙN¾lÑ7ÔYÎ.êøÙÚË�ãâÉ�ÞEÙÚË�ÎjÓØÐ]ãâÉøÍ4ÐÒÎYÍýë�ÐÒÖ�Í9Î��ÓßãâÉ�Ë�ÕþÞ�ÉYÛ�ãâÉ�êYÐÝÙÚÍ4Î.ÓØÐÒÛ�Î�Ë�ÜÝÍ9Ñ<#1ù�Ñ7ì>Í4Ñ@�4ÔøÎGÔ�Þ��4Í�(å Ë�Ó®��Û�ÜÝÔ�ÙÅÍ9ÎÚÍ4ÐÒÎYÍ9Ó ÉYÛ�ãâÉ�êYÐÝÙÚÍ4Î.ÓØÐÒÛ�Î�Ë�ÜÝÍ9Ît#�ù�Ñßì>Í4ÑâÓ/ÜÒÐÒÍ4Ö~Þ�èGÎ�Ë�ìYìÅÔYÎ��ÞßÍ4Ñ�ê�Í4Ñ<#�ù�Ñßì.Í9Ñ7Û�Ì.Í9ÑÄµ } ãâÉYÍ�ä�¾lÍ4É�Þ�ÙÚË�ÎçÎGÔYÎ�ÿ�Û�Î�ê�Í4ÑBë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ5µ } ãâÉ�Í
E
�9ÔYÑçë¯ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ9ÓßãâÉ�Ë~ÜÒÍ

∆E
ÙÚÐ Þ ∆E

E
� 1

ð Ì>Í4Ñ æ Ó7ÛUÙ Ë�ãâÉ�ÞçÙ Ë~ÎÞßÑ7Û�Þm�uê�Í4ÑBÍ^©GÞßÑ7Í9ÙÅÍ9Î å ð ÎYÎYÍ§ê�Í9ÑEà�ãâÉ�Ë~ÜÒÍlÎ�Ë~ÉYÍs�4Ô&A�
4ôþí�
eéYÍ4É�ÜÝÍ9Ñ`P å ÐÝÍé;Î�Þ7Í9Ö�ÑâË�ÞßÐÝÛ�Î ð Ì>Í4Ñ�ê�ÐÒÍ§àYãâÉ�Ë~ÜÒÍ1Í9Î�ÞâÓØì�Ñ7Ð]ãâÉ�Þ�ìYÑâË~è�ÞßÐÒÓßãâÉçê�Í9Ù Ö�Í9ÓßË~ÙeÞ7Í9Î
#�ù�Ñßì.Í9Ñ7ÿ�Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î�(
∫

E(E,V,N)

. . . d2fx ≈
∫

E(E,∆E,V,N)

. . . d2fx ≈
∫

H(x)≤E
. . . d2fx

å Í4Ñ¨#1ù�Ñ7ì>Í4ÑeÐÒÓØÞwË~Ü]Ó7ÛjÐÝÎ¨ê�ÐÝÍPÓØÍ9Ù é.Ë~ÜÒÜ�Í9ÐÝÎ�Í
2f = 6N

�;ê�ÐÒÙ #uÔYÖ�Í4Ü æÏ�Û�ÙÚÐÝÞ�êYÐÝÍ0��Í9Ñ7É } Ü ÞßÎYÐ]Ó7Ó7ÍuÌ.ÍPÓØÛ�Î�ê�Í4ÑâÓBÍ4ÐÒÎ�Õ<Ë�ãâÉ�ÜÒÐÝÍ9Ö�Í9ÎQä
• é ð ÑeêYÐÝÍÚÎGÔYÎUê�ÔYÑâãâÉ��4ÔYÕ ð ÉYÑßÍ4Î�ê�Í � Ë~ÉYÑâÓßãâÉYÍ4ÐÒÎYÜÒÐÒãâÉYè�Í4ÐÝÞßÓ7ÐÝÎ�ÞßÍ4ÑßìYÑ7Í4ÞßË~Þ7Ð��Û�Î�Ð]Ó�ÞEÍPÓBÍ4Ì>Í4Î�Õ<Ë�ÜÝÜ]Ó�Ö ð Î�ÓØÞ7ÐÒÖ�Í4Ñ æ ÿ�Û�Î�Í9ÐÝÎYÍ9Ù ��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î æ ê�Í4Ñ�ë¯ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ^�ÓßãâÉ�Ë~ÜÒÍ æ Ë�ÜÒÓBÿ�Û�ÎòÍ4ÐÒÎYÍ4ÑEé�Ü } ãâÉYÍ æ ê�Í4Ñ�ë¯ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ^µ } ãâÉYÍ æ Ë�Ô�ÓÄ�9ÔYÖ�Í9ÉYÍ4ÎVä

2�Ä ¸ Â ��é;Ù(Õ?Û�ÜÒÖ�Í9Î�ê�Í9ÎóÏ�Û�ÜÒÜÒÍ4ÎUÏ�ÐÒÑýÎGÔYÎSê�ÐÒÍ	ÙÚÐÝèGÑßÛ�è�Ë~ÎYÛ�ÎYÐ]Ó7ãâÉYÍ å ÐÒãâÉ�Þ7Í4Õ?ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î
ρ
(∆E)
mkÔYÎ.êóêYÐÝÍ�ã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓßÓØÔ�ÙÅÙÚÍ

Z
(∆E)
mk

ÐÒÎYÎYÍ9Ñ7É�Ë�ÜÝÌÊê�Í9Ñlë¯ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ9ÓßãâÉ�Ë~ÜÒÍwÓ7Ô�ãâÉYÍ9Î æ ÔYÎ�ê�9Í4ÐÒÖ�Í4Î æ êYË�ÓßÓ ρ(∆E)
mk

Ë�Ô�ãâÉøË~Ô�Õ�ê�Í4Ñ�ë¯ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ-�4õâö�Evq'
ýÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉGÿ�Í9ÑØÞßÍ4ÐÒÜ ÞBÐ]Ó�ÞPä
å ÐÒÍ � Ë~ÉYÑâÓ7ãâÉ�Í4ÐÒÎYÜÝÐ]ãâÉYè�Í4ÐÝÞ

W
(
∆2fx

) æ êYË-´uÓ7ÐÒãâÉ x
ÐÒÎÚê�Í4Ù���Û�ÜÒÔYÙÚÍ4ÎYÍ9ÜÝÍ9ÙÅÍ9Î�Þ

∆2fx
ê�Í4Ñë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍPÓ7ãâÉ�Ë�ÜÝÍlÌ>Í^Û�Î�êYÍ Þ æ ÐÒÓØÞEÖ�Í9ÑßË�ê�ÍlêYÔYÑßãâÉ

W
(
∆2fx

)
= CNρ

(∆E)
mk ∆2fx y &�á�ä , zÌ��4Ï§ä

W
(
∆2fx

)
≈ CN

∫

∆2fx

ρmk (x) d2fx y &�á�ä � zÖ�Í9Ö�Í4Ì>Í4ÎVä
�jË~Î ÙwÔ�´$Ë�ÜÒÓ7Û~�4Ô�Ñ ¶ Í9ÓØÞ7ÐÒÙÚÙeÔYÎYÖ$ÿ�Û�Î ρ

(∆E)
mk (x) æ ÔYÎ�ê ê�Ë~ÙÚÐ Þ>�4ÔYÙ ¶ Í4Ï�Í4Ð]Ó
êYÍ4Ñ¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉGÿ�Í4Ñ7Þ7Í4ÐÒÜÒÔYÎYÖøË~Ô�Õ E (E,∆E, V,N)

ÜÒÍ9ê�ÐÒÖ�ÜÒÐÒãâÉÊêYË�Ó#é;Î�ÞßÍ4Ö�ÑßË�Ü�ÐÒÎÊÍ4ÐÒÎÊñ�Ñ7Û�ê�Ô�è�ÞýÙÚÐÝÞ
∆2fx

ÔYÙ Ó7ãâÉ�Ñ7Í9ÐÝÌ>Í4ÎQä
)EÐÒÍ4Ñ��4ÔòÌ.Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Í9Î�Ï�ÐÒÑE×EÌ�ÌQäF&|á�ä'&�ä
àGÍ4ÐVÎ�Ô�Î

dS
êYË�ÓBÐÒÎ�Û�Î�Ð ÞßÍ9Ó7ÐÝÙ Ë~ÜÒÍýé�Ü } ãâÉYÍ4Î�Í4ÜÒÍ4ÙÚÍ4Î�Þ�ÿ�Û�Î E ä

n
ê�Í4Ñ ½ Û�ÑßÙ Ë~ÜÒÍ4ÎYÍ9ÐÝÎYÉ�Í4ÐÝÞßÓ7ÿ�Í4è�ÞßÛ�Ñ�ê�Í4Ñ�ë¯ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ^µ } ãâÉYÍ E(E, V,N)

ÙÅÐÝÞs(
n =

∇xH (x)

|∇xH (x)|
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×EÌ�ÌYÐÝÜ]ê�ÔYÎ�ÖI&�á�ä'&�(�ë¯ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ^µ } ãâÉYÍ
å Ë~ÎYÎòÐ]Ó�Þ1êYË�ÓBÐÝÎ�Û�ÎYÐÝÞ7Í9Ó7ÐÒÙÚË�ÜÝÍ0��Û�ÜÝÔ�ÙÅÍ9ÎYÍ4ÜÒÍ4ÙÚÍ9Î�Þ1êYÍ9ÓBñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎYÑâË~ÔYÙ ÓBÖ�Í9Ö�Í9Ì.Í9Î�ê�ÔYÑâãâÉ

d2fx = dS |dn| ,ÔYÎ.êòêYÐÝÍuÐÒÎ�Û�ÎYÐÝÞ7ÍPÓØÐÒÙ Ë~ÜÒÍ§ë�ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ9êYÐRF+Í4ÑßÍ4Î��
dE

Ð]ÓØÞs(
dE = (∇xH (x)) · dn

= |∇xH(x)| |dn|Ï�Í4Ö�Í4Î
∇xH (x) ‖ dn ä å Ë~ÙÚÐ Þ�Ü } Ó7ÓØÞEÓØÐ]ãâÉ êYË�ÓBñ�É.Ë�Ó7Í4ÎYÑâË~ÔYÙwÿ�Û�ÜÝÔYÙÚÍ9ÎYÍ4ÜÒÍ4ÙÚÍ4Î�Þ�Ó7ãâÉ�Ñ7Í9Ð �Ì>Í4Î Ë~Ü]Ós(

d2fx =
dS dE

|∇xH (x)| .å Ë�Ó ÐÒÎ�Û�ÎYÐÝÞ7ÍPÓØÐÒÙ Ë~ÜÒÍ�ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ�� õâö�E-q�
4í.Í9ÜÝÍ9ÙÅÍ9Î�Þ�Õ?Û�ÜÒÖ~Þ�êYË~ÑâË~Ô.Ó æ Ï�Í4ÎYÎÅÙ Ë~Î dE ê�ÔYÑâãâÉ ∆EÍ9ÑßÓ7Í Þ�� Þs( C
∆2fx =

dS∆E

|∇xH (x)|àGÔ�Ì�Ó�ÞßÐ ÞßÔYÐÒÍ4Ñ7ÞÚÙ Ë�Î¨ÐÒÎ y &�áYä ; z H(x)
ê�ÔYÑâãâÉ

E′ æ Ó7Û
Õ?Û�ÜÝÖ�Þ	Ë~Ô�Ó y &|á�ä � z Õ ð Ñ	ê�ÐÒÍ � Ë�ÉYÑm�ÓßãâÉYÍ4ÐÒÎYÜÒÐÒãâÉ�è�Í4ÐÝÞ æ êYË�Ó7Ó�ê�Ë�ÓEàGá�ÓØÞ7Í4ÙbÍ4ÐÒÎYÍuñ�É�Ë�ÓØÍ
x
Ë~Ô�Ó

∆2fx
Ë�ÎYÎYÐÒÙÚÙýÞs(

W
(
∆2fx

)
= CN

∫ E

E−∆E

dS dE′

|∇xH (x)|
1

Zmk
δ (E −E′)

︸ ︷︷ ︸
ρmk

=
CN
Zmk

dS

|∇xH (x)| ∀x ∈ ∆2fx

=
CN

Zmk∆E
∆2fx

� ÐÝÞ y &|á�ä , z Õ?Û�ÜÒÖ~Þ1êYË�ÎYÎ�(
CNρ

(∆E)
mk ∆2fx = W

(
∆2fx

)

=
CN

Zmk∆E
∆2fx

D ç îðô�ýhô
�OôOîðï�ñ¾ì6ë¾ì
�
∆2fx

îðé¡ò7õ�è�óHôOîMý�îðôT���ðôOîðï�ñ�ò7îðê�ôOü*é¡ò�ôOì 2�ù§ê<ôOì6ò ôÝòø� è�é"îðü¡ü*ô�[]F¾ñ¾ü¡ôDì�õ�ödõ�è�è�ë¾ï�ñ
∆2fx

÷§ôDîðì�ôOì¾õ
�ðîðï�ñ�ôDémc�ù	�ðë¾ê<ôOì�ñ¾èwò6�
2qè�ìºê<ôOîðì�òLñ¾îðôOüLôOîðìºîðì�õ¾ôOü�ýhü*ôOî ò*ô
dS

îðì�ú�ì¾î ò*ôOé�îðê�è��ðôOéLë¾ì¾õ�îðìõ¾ôOü E ì¾ôOüV�§îðôDõ�î p=ôOü¡ôOì
�
∆E

ôOì¾õ
�ðîðï�ñ�ôDé E �ðôOê<ôOì6ò õ�ôDü E ì¾ôOü��§îðôOé�ï�ñ�è��ðô	�
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å Ë�ÙÚÐ ÞEÍ9Ñ7É } Ü Þ�Ù Ë~ÎøË~Ü]Ó7ÛÅÐÒÎYÎYÍ9Ñ7É.Ë~ÜÒÌòê�Í9Ñ�ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍPÓ7ãâÉ�Ë�ÜÝÍ

ρ
(∆E)
mk =

{
1

Z
(∆E)
mk

,
Õ<Ë~ÜÒÜÒÓ

x ∈ E (E,∆E, V,N)

0,
ÓØÛ�Î�Ó�Þ y &|á�ä Á z

Z
(∆E)
mk = Zmk∆E = CN

∫

E(E,∆E,V,N)

d2fx y &|á�ä Ì z
ë�ÐÒÎYÍ§×EÎ�ÓßãâÉ�Ë~Ô�ÔYÎYÖwÕ ð Ñ�ê�ÐÝÍØã>Ô.Ó�ÞâË~Î�êYÓßÓ7ÔYÙÚÙÅÍlÐ]Ó�ÞEË~Ô.ãâÉçÉYÐÒÍ4ÑBÏ�ÐÒÍ9ê�Í9ÑBê�Ë�Ó�ñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎYÑßË�ÔYÙÿ�Û�ÜÝÔYÙÚÍ9Î æ êYË�Ó�êYÐÝÍ§ë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍ9ÓßãâÉ�Ë~ÜÒÍ�Í9ÐÝÎ�ÎYÐÝÙÚÙeÞ y Ó7ÐÝÍ9ÉYÍý×EÌYÌ�ÐÝÜ]ê�ÔYÎYÖI&|á�äâá z ä

×EÌYÌYÐÒÜ]ê�ÔYÎYÖI&|á�äâá�(�é;Î�Þ7Í9Ö�ÑâË~Ü ð Ì>Í4Ñ�ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍPÓ7ãâÉ.Ë~ÜÒÍ

Z
(∆E)
mk = ∆E Zmk

= ∆E

∫

E(E,V,N)

d2fx

÷T)@õ*)Kõ*) hji��AnHÿ�kFnSú�k �
���®nSüÄý	�
��k�¯;9<�®lÄl
� Ä ûs��º�û Ä�� �H� � ÐÒÍlÐÝÙ èGÜ]Ë�ÓßÓØÐ]Ó7ãâÉ�Í4Î é�Ë�ÜÝÜ+Ì>Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÍ4Î Ï�ÐÒÑ�Í9ÐÝÎ�à�áGÓØÞ7Í9Ù y ÙÚÐÝÞ�ë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍ E zË�Ô�Ó

N
Ð]ê�Í4Î�Þ7Ð]ÓßãâÉYÍ4ÎÃ�/Í4ÐÒÜÒãâÉYÍ9Î ê�Í4Ñ8�
Ë�ÓßÓØÍ

m
ÐÒÎ Í4ÐÒÎYÍ9Ù0#§Ë�Ó�ÞßÍ4ÎÅÙÅÐÝÞ8��Û�ÜÝÔYÙÚÍ9Î

V
ä

å Í9Ñ$)1Ë�ÙÅÐÒÜÝÞ7Û�Î�Û�ì>Í4ÑâË�Þ7Û�Ñ�ê�ÐÝÍPÓØÍPÓEàGá�Ó�ÞßÍ4Ù ÓEÓ7ÐÝÍ9É�ÞBÏ�ÐÒÍuÕ?Û�ÜÒÖ~ÞEË�Ô�Ó5(
Ĥ =

N∑

n=1

[
1

2m
p2
n + V B uwxDCVÚ%E (rn)

]
+ V WW (r1, r2, ..., rN )



��Æ�; Æ�;�OS68ObM".Ç4�2>=�68T<;�6�¹ &|�H8
àGÍ9ÐÝÍ9Î�ÎGÔYÎ |ψ〉 ∈ H êYÍ4ÑSã>Ô�ÓØÞßË�Î�êòê�Í9ÓEàGá�ÓØÞ7Í9ÙÚÓEÐÝÙÅ)EÐÒÜÝÌ>Í4Ñ7Þ7ÑâË~ÔYÙ H

Eqm (E,∆E, V,N)
ê�ÐÝÍ§ë¯ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ9ÓßãâÉ�Ë~ÜÒÍlÐÝÙÅ)EÐÒÜÝÌ>Í4Ñ7Þ7ÑâË~ÔYÙ æ êYÐÝÍ§ê�ÔYÑâãâÉ

Eqm (E,∆E, V,N) :=

{
|ψ〉 ∈ H

∣∣∣E − ∆E

2
≤ 〈ψ| Ĥ |ψ〉 ≤ E +

∆E

2

}

Ö�Í9Ö�Í9Ì.Í9Î\Ð]ÓØÞ æ Ó7ÐÒÍ Í4Î�ÞßÓ7ìYÑßÐÒãâÉ�Þçê�Í9Ñçë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍPÓ7ãâÉ.Ë~ÜÒÍòÐÒÙ¿è�Ü]Ë�ÓßÓ7ÐÒÓßãâÉYÍ4Î é�Ë�ÜÝÜ X æê�ÐÒÍ ×EÑ7Þ§êYÍ4Ñuë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ9Ö�ÑßÍ4Î��9Í4Î
Ð]ÓØÞlÐÒÑ7ÑßÍ4ÜÒÍ4ÿ�Ë�Î�ÞPä � Í9Ö�Í4ÎÊê�ÍPÓSé;Î.ê�Í ÞßÍ4ÑßÙÅÐÒÎYÐ]Ó	�ÙeÔ.ÓØÍPÓýê�Í4Ñ³¨�Ô.Ë~Î�Þ7Í9ÎYÙÚÍ9ãâÉ�Ë�ÎYÐÝè
ÙÚË�ãâÉ�ÞýÍ4ÐÒÎYÍ ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ5µ } ãâÉYÍ���êYÐÝÍ Ï�Í4Ö�Í4Î� Ís´�ÔYÎYÖ�Í4Î�Ë�ÔYÐÒÖ�è�Í9Ð ÞßÍ4Î�è�Ü]Ë�ÓßÓ7ÐÒÓßãâÉ�ÓßãâÉYÛ�Î�Õ?ÑâË~Ö�ÜÒÐ]ãâÉçÏBË~Ñm� É�ÐÝÍ9Ñ�è�Í4ÐÒÎYÍ9ÎøàGÐÒÎYÎQä
)1ÐÝÍ9Ñ�Ð]Ó�Þ P̂∆E

ê�Í9Ñ�ñ¯Ñ7Û�æ�Í4è�Þ7Û�Ñ�Ë�Ô�Õ/ê�ÐÒÍ�ë¯ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ9ÓßãâÉ�Ë~ÜÒÍ Eqm (E,∆E, V,N)
ä å ÐÝÍ ¶ Í4Ï�Í^�Ö�ÔYÎYÖEê�ÍPÓ�àGá�ÓØÞ7Í9ÙÚÓVÐÒÓØÞ�Ë�Ô�ÕYê�ÐÒÍ9Ó7Í�à�ãâÉ�Ë�ÜÝÍ�Ì>Í9ÓßãâÉYÑ } ÎYè�Þ æ Ï�Í4ÎYÎ§ÍPÓVÓ7ÐÒãâÉýÔ�ÙxÍ9ÐÝÎeË�Ô�Þ7Û�ÎYÛ�ÙÚÍPÓàGá�ÓØÞ7Í9Ù É�Ë~Î.ê�Í4ÜÝÞ æ êQä ÉQä�Ï�Í9ÎYÎ ∂ bH

∂t
= 0

Ö�ÐÒÜ ÞPä
å ÐÝÍrÉ�ï�C+� ² 
4íGöM�w���~÷þöp
 �5
çÌ.ÍPÓ7Ë�Ö~Þ§ÎGÔYÎóË�Ì.Í9Ñ7Ù Ë�ÜÒÓ æ êYË-´òÍ9ÓlÍ4ÐÒÎYÍ9Î å ÐÒãâÉ�ÞßÍ4Û�ì>Í4ÑâË�ÞßÛ�Ñ CN ρ̂y CN > 0 æ çßàGìYÔ�Ñ	è�� ½ Û�ÑßÙÚÐÝÍ9Ñ7ÔYÎ�Ö z Ö�ÐÝÌYÞ9äé ð Ñ�Í9ÐÝÎYÍÃ9�Ì.ÓØÍ9Ñ7ÿ�Ë~Ì�ÜÝÍ

Â (t)
Ö�ÐÝÜÝÞs(

A (|ψ0〉) =
〈
Â
〉

=
à�ìYÔYÑ (

ρ̂Â
)

:= CN
∑

n

〈n| ρ̂Â |n〉

Õ ð ÑQÕ<Ë�ÓØÞVË~ÜÒÜÝÍ |ψ0〉 ∈ Eqm (E,∆E, V,N) æ Ï�Û�Ì>Í4Ð A (|ψ0〉) = limt→∞
1
t

∫ t
0 dt

′ 〈ψ (t′)| Â |ψ (t′)〉 ä� ÐÒÑ�Ö�Í9Ì.Í9ÎòÎGÔYÎòÎYÛ�ãâÉYÙ Ë~Ü]Ó�ê�ÐÒÍ§ë�ÐÒÖ�Í4Î.Ó7ãâÉ�Ë~ÕþÞ7Í9Î�ÿ�Û�Î
ρ̂
Ë�Î�(

y Ð z ρ̂† = ρ̂ ≥ 0 y )EÍ9Ñ7ÙÚÐÝÞ7ÐÝÞm�4ÐÝÞ } Þ æ ñ�Û�ÓØÐÝÞ7ÐÒÿGÐ Þ } Þ z
y ÐÝÐ z å ËøÏ�ÐÒÑ³¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í9Ï�ÐÒãâÉ�ÞßÓm�4Ô.Ó�Þ } Î�ê�ÍÚÌ>Í ÞßÑßË�ãâÉ�ÞßÍ4ÎÊÏ�Û�ÜÒÜÝÍ9Î æ Ù ð ÓßÓ7Í4ÎÊÏ�ÐÝÑØ�4Í4ÐÝÞ7Ô�Î�Ë~Ì��É } ÎYÖ�ÐÝÖ�Í

ρ̂
Ì>Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7Í4Î æ Õ?Û�ÜÒÖ~Þ�ÙÚÐ Þ�êYÍ4Ñ�'QÐÒÛ�Ô�ÿ�ÐÒÜÒÜÝÍ5� ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉGÔYÎYÖ y &sä�äâ� z (

0 =
∂ρ̂

∂t
⇒
[
ρ̂, Ĥ

]
= 0 y à�ÞâË�ÞßÐÝÛ�Î�Ë~ÑßÐ Þ } Þ z

y ÐÒÐÝÐ z CN∑n 〈n| ρ̂ |n〉 = 1

� ÐÒÍ9ê�Í9Ñ�ÎYÍ9ÉYÙÚÍ4Î Ï�ÐÒÑ�Õ ð Ñ¯ê�Í9Î ÙÚÐÝèGÑßÛ�è�Ë~ÎYÛ�ÎYÐ]Ó7ãâÉYÍ9Î å ÐÒãâÉ�ÞßÍ4Û�ì>Í4ÑâË�ÞßÛ�Ñ�Í9ÐÝÎYÍ ¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉGÿ�Í9ÑØÞßÍ4Ð��ÜÒÔYÎYÖ Ë~ÎF(
ρ̂
(∆E)H Û =

1

Z
(∆E)H Û P̂∆E

� ÐÒÍuÐÝÙbè�Ü]Ë�ÓßÓ7ÐÒÓßãâÉYÍ4Îòé�Ë�ÜÝÜQÖ�ÐÝÜÝÞs(
Z

(∆E)H Û =
àGì�ÔYÑ (P̂∆E

)

ë¯ÓBÉ.Ë~Î�ê�Í9Ü Þ1Ó7Ð]ãâÉòË�Ì.Í9Ñ7Ù Ë~Ü]ÓBÔYÙbÍ4ÐÒÎYÍf¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉGÿ�Í9ÑØÞßÍ4ÐÒÜÝÔ�ÎYÖÅË�Ô�Õ�ê�Í4Ñ�ë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍ9ÓßãâÉ�Ë~ÜÒÍ�ä
Y 2qèwò*ñ¾ôOê�èwò*îðé�ï�ñ<êeë¾é�é�ê�è�ì

Eqm

è�óHôOüLé�ôOñ¾ü:�Lù§ñ��Hý�ù§ì
E
ë¾ì6ò*ôOü*é*ï�ñ¾ôOîðõ¾ôOì�ö�õ�ôDì�ì

E
îðé*òhôOîðì¾ôou�ë�ì¾÷6ò¡ÿê<ôOì
�§ô<îðêBu
ñ�è�é�ôOì¾ü*è�ë¾ê�ö$�mH�ñ�ü*ôOì¾õ

Eqm

ôDîðì�ôG��u�ë¾ì¾÷�ò*ê<ôDì��§ô���îðê�µ î��ðóHôOüWò�ü*è�ë¾ê�ö
è��ðé�ù[ôDîðì�ô�2�ôOì
�§ôý�ù§ì�O�ë¾ì�÷6ò*îðù§ì¾ôOì�îðé*ò
�
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X��WVmê Ù�_bÑ"í�î�]^ZJI�Öf_ abÓ^\�­!î�\@g®ÒÔÏÃarÅÃ_�ÖØÒÔÓ	�

� Ë�ÓBÔYÎ�Ó�Ì�ÐÒÓ7ÉYÍ4ÑBÕ?Í9ÉYÜÝÞ æ Ð]ÓØÞEÍ4ÐÒÎYÍ0��Í4ÑßÌYÐÒÎ�ê�ÔYÎYÖ	êYÍ9ÓBÙÚÐÝèGÑßÛ�è�Ë~Î�Û�ÎYÐ]Ó7ãâÉ�Í4Îçë¯Î�ÓØÍ9ÙeÌYÜÒÍ9Ó$�4ÔYÑ� å ä � ÐÒÑ�Ù ð ÓßÓØÍ9Î	ÔYÎ�ÓBË~Ü]Ó7Û§Õ?ÑßË�Ö�Í9Î æ Ï�ÐÒÍ S (U, V,N)
ÙÚÐ Þ

ρmk
�4Ô�ÓßË~ÙÚÙÚÍ4ÎYÉ } ÎYÖ�Þ9ä � ÐÒÑÖ�Í9Ì.Í9Î�Ï�ÐÒÍ9ê�Í9Ñ7Ô�ÙÅá�� ù�Ö�ÜÝÐ]ãâÉYè�Í4ÐÝÞ7Í4ÎòË~Î�(

÷T)@õ�öKõÄ÷ + k ­ i�.Hÿ�üO²8k�¯�, k�ù
� ÐÝÑ�Ö�Í4ÉYÍ9Îøÿ�Û�Îòê�Í4ÎòÕ?Û�ÜÝÖ�Í4Î�ê�Í9Î48 å Ð]ãâÉ�ÞßÍ4ÎøË~Ô�Ós(
� Â º ÆPÆ9Ä Æ � Ç ¸&ÏS��¸�È|Ý Ä ¸�Ò u � Ç ¸

ρ H Û (x) =
1

Z H Û δ (H (x) −E)

Z H Û = CN

∫

Γ

d2fxδ (H (x) −E)

� Â º ÆPÆ9Ä Æ � Ç ¸&ÏS��¸�È|Ý Ä ¸ Æ � Ç º Â ¸
ρ∆EH Û =

{
1

Z K�L æ Õ ð Ñ x ∈ ε (E,∆E, V,N)

0 æ Ó7Û�Î�ÓØÞ
Z

(∆E)H Û = CN

∫

ε(E,∆E,V,N)

d2fx =
×EÎp��ä�ê�Í9Ñ�#1Û�Î�Û�Ö.ä Í9Î�Ë~ÔYÕ ê�Í9Ñ�ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍPÓ7ãâÉ�Ë�ÜÝÍ

M �"ºp�+ûs¸<�"�j¸�� Ç º�� Ä<Æ � Ç ¸�Ï �"¸�ÈvÝ Ä ¸ Æ � Ç º Â ¸
ρ̂
(∆E)H Û =

1

Z
(∆E)H Û P̂∆E

Z
(∆E)H Û =

àGì�ÔYÑ (P̂∆E

)

= dim Eqm (E,∆E, V,N)

= CN
∑

n

〈n| P̂∆E |n〉

ÙÚÐÝÞ P̂∆E æ ê�Í4Ùbñ�Ñ7Û�æ�Í4è�Þ7Û�Ñ�Ë~Ô�Õ�ê�ÐÒÍ§ë�ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ9ÓßãâÉ�Ë�ÜÝÍ
å ËòÏ�ÐÒÑ§ÔYÎ�ÓuÐÒÎUê�Í4ÑØ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í9Ï�ÐÒãâÉ�ÞâÓ�ÞßÉYÍ4ÑßÙÚÛGêYá�Î.Ë~ÙÚÐÝèøÌ>Í^Û�Î.ê�Í4Î æ ÜÝÐÒÍ4Ö�Í4ÎÊÓ�ÞßÍ ÞßÓ§ÓØÞßË~Þ7ÐÒÛ-�Î } ÑßÍf¾lÍ9ÓßË~ÙeÞ7ÉYÍ9Ð ÞßÍ4Îòÿ�Û�Ñ æ ê�ä ÉQä

∂ρ

∂t
= 0

�EÙ ÎGÔYÎøê�Í9Î ¶ Ñ ð ãâè�Í9Î�Ó7ãâÉ�ÜÒË�Ö0�4ÔYÑ$�BÉYÍ9Ñ7ÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë�ÙÅÐÒèW�4ÔøÓ7ãâÉ.Ë�F+Í4Î æ ÌYÑâË~Ô�ãâÉ�Í4ÎçÏ�ÐÒÑ�ê�Í4Î
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¶ Í4Ö�Ñ7ÐGFjê�Í4Ñ1ë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ æ Ï�ÐÒÑ�Ï } ÉYÜÒÍ4ÎøË~Ü]ÓØÛ êYË�ÓBÐÝÙ Õ?Û�ÜÝÖ�Í4Î�êYÍ4ÎøÐÝÜÒÜÒÔ�Ó�ÞßÑ7ÐÒÍ4Ñ7Þ7Í#��Û�Ñ7Ö�Í4ÉYÍ9Î�(
ÓØÞßË~Þ7Ð]Ó�ÞßÐÒÓßãâÉYÍlë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ ⇔ � å � ë�Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÝÍ

↑ ↑ ↑å Í^Û�Î�ÐÝÍ9Ñ7Í �4Ô*�9Í4ÐÒÖ�Í4Î ñ Û�Ó�ÞßÔYÜÝÐÒÍ4ÑßÍ
ã>Ô�Î } ãâÉ�ÓØÞýÏ�Û�ÜÒÜÝÍ9ÎóÏ�ÐÒÑýÍ9ÐÝÎYÍ�Ó�ÞâË�Þ7Ð]ÓØÞ7Ð]Ó7ãâÉYÍ ë¯Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÒÍ	ê�Í^Û�Î�ÐÝÍ9Ñ7Í9Î æ ÔYÙ êYË�ÎYÎ��4Ô¬�4Í9ÐÝÖ�Í4Î æêYË�Ó7ÓBÓ7ÐÝÍýêYÍ4Îòñ�Û�Ó�ÞßÔYÜ]Ë�Þ7Í9Î ê�Í4Ñ$�BÉYÍ9Ñ7ÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë�ÙÅÐÒè	Ö�Í4Î ð Ö~ÞPä
¶ Í4ÿ�Û�Ñ§Ï�ÐÒÑwË�Ì.Í9ÑeÑßÐÒãâÉ�Þ7ÐÒÖjÜÒÛ�Ó7ÜÝÍ9Ö�Í9Î æ Ù ð Ó7Ó7Í4ÎUÏ�ÐÒÑeÎYÛ�ãâÉSê�Í9Î ¶ Í4Ö�Ñ7ÐGF\ê�Í9ÑØé;Î�Õ?Û�Ñ7Ù Ë~Þ7ÐÒÛ�ÎÍ9ÐÝÎ�Õ ð ÉYÑ7Í9ÎQä

 ��� � Èv��ºYû Ä�� �Î� 
 Ý�� � Èvº���ü����"� o û Ä�� �®�|�
¾lÍPÓØÔ�ãâÉ�Þ�Ð]Ó�ÞEÍ9ÐÝÎ*�jË-´ÅÕ ð Ñ�ê�ÐÝÍ0�1Î�ÓØÐ]ãâÉYÍ9Ñ7ÉYÍ9Ð ÞEÍ9ÐÝÎ�Í9Ó�ÓØÞßË�ÞßÐÒÓØÞ7Ð]ÓßãâÉYÍ4Îòë®©�ì.Í9Ñ7ÐÒÙÚÍ4Î�Þ7ÍPÓ5(

J := −λ
N∑

n=1

pn ln (pn)

�# �µW¶`·�µr �¸� �§
y Ð z pn = δn,n0 ,

ê�ä ÉQäYÌ>Í4Ð àGÐ]ãâÉYÍ4ÑßÉYÍ4ÐÝÞ�Ö�ÐÒÜ Þ
J = 0.

y ÐÝÐ z é ð ÑEê�ÐÝÍf¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉGÿ�Í4Ñ7Þ7Í9ÐÝÜÒÔYÎYÖ æ ê�ä ÉVä�Ì.Í9Ð�Ö�Ñßù�´~ÞßÍ4Ñ@�EÎ�Ó7Ð]ãâÉYÍ4ÑßÉYÍ4ÐÝÞ æ Ï�ÐÒÑâê JÙÚË-©�ÐÝÙ Ë~Ü ä
� Í4ÐÝÞ7Í9Ñ7ÉYÐÒÎøÜ } Ó7ÓØÞEÓØÐ]ãâÉ��4Í4ÐÒÖ�Í9Î æ êYË�Ó7Ó J, Ï�ÐÝÍËæØË Ë~Ô.ãâÉòê�ÐÒÍuë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ æ E ²�² ôþ÷ ô�bçÐÒÓØÞ9äå Ë~ÑâË~Ô�Õ Ë~Ô�Õ?Ì.Ë~ÔYÍ9Î�ê�êYÍ^Û�ÎYÐÒÍ4Ñ7ÞEÙ Ë~ÎòÎGÔYÎ ê�ÐÝÍ§ÙÚÐÒèGÑ7Û�èdË�ÎYÛ�Î�ÐÒÓßãâÉYÍ1ë¯Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÒÍ

Smk
�4ÔF( i

� ÄWo È ��o º�� � � Ä<Æ � Ç ¸%Ï �+û4È � n Ä ¸
Smk :=





−kB
àGì�ÔYÑ [

ρ
(∆E)
mk ln

(
ρ
(∆E)
mk

)]
= kB ln

(
Z

(∆E)
mk

)
,

èGÜ]Ë�ÓßÓØÐ]Ó7ãâÉ�Í4ÑBé�Ë~ÜÒÜ
−kB

àGì�ÔYÑ (
ρ̂
(∆E)
mk ln

(
ρ̂
(∆E)
mk

))
,

��Ô�Ë�Î�ÞßÍ4ÎYÙÚÍPãâÉ�Ë~ÎYÐ]ÓßãâÉYÍ4ÑBé�Ë�ÜÝÜ
j �Oë¾êl÷e� è�é*é�îðé*ï�ñ¾ôOìGOHè�����q�OHè����ðé
ôOéQa�ñ¾ì¾ôOì��§ôOñ�òù�TîðôLê<îðüOöwë¾ì�õ U îðômu�ü¡ù§ó
�ðôOê<ôhñ�è�óHôOì�õ¾îðô��Tê�[Ìù§ü¡ê3ë�ì
�îðìºõ�ôDü ôOü¡é*ò*ôDì �HôOî��ðô"õ¾ôOé�kíè�é¡ò�ôOì¾é��Oëºý�ôOü¡é*ò*ôDñ�ôDìqé*ôOî$a�ñ¾ì¾ôOì�ñ¾îðôOü ôOîðì¾ô�µ î�� [GôOé*ò*ôT���ðë¾ì
�G�§ôT�§ôOóHôOì�q

Spur
h

ρ
(∆E)
mk ln

“

ρ
(∆E)
mk

”i

=

Z

Γ
ρ
(∆E)
mk ln

“

ρ
(∆E)
mk

”

dΓ ,ê<î ò . ·�O�� ¶ /7[Gù	����ò õ�è�ì¾ì�q
=

Z

E(E,∆E,V,N)

1

Z
(∆E)
mk

ln

 

1

Z
(∆E)
mk

!

dΓ

=
1

Z
(∆E)
mk

ln

 

1

Z
(∆E)
mk

!Z

E(E,∆E,V,N)
dΓ

| {z }

Z
(∆E)
mk
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½ ÔYÎ�Ö�ÐÒÜ ÞlÍ9Ó æ Ë�ÜÝÜÒÍeñ Û�Ó�ÞßÔYÜÒË~Þ7ÍýÌp�4Ï§ä+ë�ÐÒÖ�Í4Î.Ó7ãâÉ�Ë~ÕþÞ7Í9Î æ êYÐÝÍeÕ ð Ñ S Ö�Í4ÜÝÞ7Í9Î æ Õ ð Ñ Smk

Î.Ë�ãâÉ���4ÔGÏ�Í4Ð]ÓØÍ9Î æ ÔYÙ �9Ôb�9Í4ÐÒÖ�Í9Î æ êYË-´ Smk = S
Ö�ÐÒÜ ÞPä

�jË~Î�Ì.Í9ÙÚÍ4Ñßè�Í æ êYË�´ Smk,
ÐÝÙñ¾lÍ9Ö�Í4Î.Ó7Ë~Þm�Ø�9Ô

S æ ÎYÛ�ãâÉjÿ�Û�Î ∆E
Ë~ÌYÉ } ÎYÖ~ÞPä å ÐÒÍ9Ó7ÍÅ×1Ì��É } Î�Ö�ÐÒÖ�è�Í9Ð Þ�ÿ�Í9ÑßÓßãâÉGÏ�ÐÝÎ�êYÍ Þ�Ë�Ì.Í9Ñ�ÐÒÙ Ù Ë~èGÑßÛ�Ó7è�Û�ìYÐÒÓßãâÉYÍ9Î¨'VÐÝÙÚÍPÓ

N → ∞ ä å ÐÒÍ9Ó�ÜÒÐÝÍ9Ö~ÞEË~Îê�Í4ÑBÌ>Í4ÑßÍ4ÐÝÞßÓ�Ï�Í9Ð ÞßÍ4ÑBÛ�Ì>Í4Î�Ö�Í9ÙÚË�ãâÉ�Þ7Í4Î ¶ Í9ÙÚÍ4Ñßè�Ô�ÎYÖ æ êYË�ÓßÓ�êYË�ÓË��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î�Í4ÐÒÎYÍ9Ó�ÉYÛ�ãâÉ�êYÐ �ÙÚÍ4Î�Ó7ÐÝÛ�Î�Ë~ÜÒÍ4Î¨#�ù�Ñßì.Í9ÑßÓ�èGÎ�Ë~ì�ìwÔYÎ�ÞßÍ4Ñ¯ê�Í9Ñe9�Ì.Í9ÑÄµ } ãâÉYÍBÜÒÐÝÍ9Ö~Þ æ Ü } ÓßÓØÞ Ù Ë�ÎÚêYÐÝÍ å ÐÝÙÚÍ9Î�ÓØÐÒÛ�ÎË~Ü]ÓØÛ�Ö�Í9Ö�Í4Î��EÎYÍ9Î�ê�ÜÒÐÒãâÉóÖ�Í9ÉYÍ4Î æ Ó7Û	Õ<Ë�ÜÝÜÒÍ4Î>��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î�ÔYÎ�ê�Ö�Í4Ï�Ð]ÓßÓØÍ9Ñ7Ù Ë-´�Í4Îl9�Ì>Í4Ñmµ } ãâÉ�Í�4Ô�ÓßË~ÙÚÙÚÍ4ÎVä å ÐÒÍ9ÓuÐ]Ó�Þ§Í4ÐÒÎYÍÚ×EÔ�ÓßÓßË~Ö�Í æ êYÐÝÍÚÏ�ÐÒÑuÓ7ì } Þ7Í4ÑlÕ ð Ñ§É�ÛGãâÉ.ê�ÐÝÙÚÍ9Î�ÓØÐÒÛ�Î.Ë~ÜÒÍÃ#uÔYÖ�Í4ÜÒÎÌ.Í9Ï�Í9ÐÒÓ7Í4ÎòÏ�Û�ÜÒÜÝÍ9ÎQä
é ð Ñ

N → ∞,
Ë~Ü]ÓØÛÅÏ�Í4ÎYÎ ê�ÐÒÍ å ÐÒÙÚÍ4Î�Ó7ÐÝÛ�Î ê�Í9Ó�ã>Ô.Ó�ÞâË~Î�êYÓÄ��Ì��9Ï§ä�ñ�É�Ë�Ó7Í4Î�ÑßË�ÔYÙÚÍ9Ó�Ö�Í9Ö�Í4Î�EÎYÍ9Î�ê�ÜÒÐÒãâÉ Ö�Í4É�Þ æ ÜÝÐÒÍ4Ö�Þ�ÓßãâÉYÛ�ÎÚÐÒÎ	ê�Í4ÑBà�ãâÉ�Ë~ÜÒÍ�èGÎ�Ë~ì�ì ÔYÎ�Þ7Í4ÑßÉ�Ë�ÜÝÌ ê�Í9Ñ¯ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ5µ } ãâÉ�ÍEêYË�ÓÖ�ÍPÓ7Ë�ÙýÞ7Í ��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4ÎVä

ë¯Ó�Ö�ÐÝÜÝÞEË~Ü]ÓØÛ�(
{x | x ∈ E (E,∆E, V,N)} = {x | H (x) ≤ E}Ì��4Ï§ä

{
|ψ〉
∣∣ |ψ〉 ∈ Eqm (E,∆E, V,N)

}
=
{
|ψ〉
∣∣ 〈ψ| Ĥ |ψ〉 ≤ E

}

å Ë�Ó¯Ì>Í9êYÍ4Ô�ÞßÍ Þ
ρ
(∆E)
mk

ÔYÎ�ê
ρ̂
(∆E)
mk

ÓØÐÒÎ�êÚÕ ð Ñ�É�ÛGãâÉ.ê�ÐÝÙÚÍ9Î�ÓØÐÒÛ�Î.Ë~ÜÒÍ ã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓ7Ñ } ÔYÙÚÍ y N →
∞ z Ô�Î�Ë~ÌYÉ } ÎYÖ�ÐÝÖÅÿ�Û�Î ∆E

ä
é;Î�Ó7Ì.ÍPÓØÛ�Î�ê�Í4ÑßÍ1è�Ë�ÎYÎòê�Ë�ÓË�jË-´Úê�Í4ÑBë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍ9ÓßãâÉ�Ë~ÜÒÍ�Ë�ÓØáGÙÚì�Þ7Û�Þ7Ð]Ó7ãâÉ�ê�ÔYÑâãâÉ�êYË�ÓË�
Ë-´wêYÍ9Óñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎYÑßË�ÔYÙeÌ>Í4ÑßÍ4Ð]ãâÉYÍPÓ	Í4ÑâÓ7Í Þm�4ÞòÏ�Í4Ñâê�Í9Î æ êYÍ4Ñøÿ�Û�Îxê�Í9Ñ�ë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍ^µ } ãâÉYÍ
ÔYÙ ÓßãâÉYÜÒÛ�ÓßÓØÍ9ÎÏ�ÐÝÑâê�ä å Ô�ÑßãâÉòê�ÐÝÍuêYË�ÙÅÐÝÞBÿ�Í4ÑßÌYÔYÎ.ê�Í4ÎYÍ�ñ�Ë~ÑâË~ÙÚÍ ÞßÑ7Ð]ÓØÐÒÍ4ÑßÔYÎYÖ§Ï�ÐÒÑâêçê�ÐÒÍSå�ÍPãâÉYÎGÔYÎYÖÅÿ�Í9Ñ7Í9ÐÝÎ��Õ<Ë�ãâÉ�Þ å Í9Ó7Ï�Í9Ö�Í4ÎÚÑßÍ9ãâÉYÎ�Í Þ¯Ù Ë~ÎÚÙÚÐÝÞ�ê�Í9Ñ�ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍPÓ7ãâÉ�Ë�ÜÝÍ æ ÎYÐ]ãâÉ�Þ¯ÙÚÐ Þ�êYÍ4Ñ�ë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍ^µ } ãâÉYÍ�ä
¶ Í4Ð>Ö�Í4Î.Ë~ÔYÍ9Ñ¯Ù Ë�ÞßÉYÍ4Ù Ë�ÞßÐÒÓßãâÉYÍ9Ñ ¶ Í ÞßÑßË�ãâÉ�ÞßÔYÎYÖeÓØÞ7Í9ÜÝÜÝÞ�ÓØÐ]ãâÉ ÉYÍ4ÑâË~Ô.Ó æ êYË�ÓßÓ�ÐÒÙ èGÜÒË�Ó7Ó7Ð]Ó7ãâÉYÍ9Îé�Ë�ÜÝÜ

lim
N→∞

Smk = kB ln (Ω (E, V,N))

ÙÚÐ Þ
Ω (E, V,N) æ ê�Í4Ù�ñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎYÑâË~ÔYÙwÿ�Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î	êYÍ9Ó ¶ Í9Ñ7Í9ÐÒãâÉYÍPÓ�ÙÚÐÝÞ H (x) ≤ E

ÔYÎ�êòÐÒÙ¿��Ô�Ë~Î�ÞßÍ4ÎYÙÚÍ9ãâÉ.Ë~ÎYÐ]Ó7ãâÉ�Í4Î�é.Ë~ÜÒÜ�(
lim
N→∞

Smk = kB ln (Ω(E, V,N))

ÙÚÐ Þ
Ω (E, V,N) æ êYÍ4Ù ç�ã>Ô.Ó�ÞâË~Î�êYÓ7ÑâË~ÔYÙwÿ�Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î�è y å ÐÒÙÅÍ9Î�Ó7ÐÝÛ�Î ê�Í9Ób)EÐÒÜÝÌ>Í4Ñm�Þ7ÑâË~ÔYÙÚÍPÓ z ê�ÍPÓ ¶ Í9Ñ7Í9ÐÒãâÉ�Í9Ó�ÙÚÐ Þ 〈ψ| Ĥ |ψ〉 ≤ E

Ö�ÐÒÜ ÞPä st ç7îðôùýhô
�OôOîðï�ñ¾ì6ë¾ì
�
Ω(E,V,N)

[]F¾ü�õ¾è�é��dë¾é¡ò�è�ì�õ¾é*ÿdó
������u
ñ�è�é�ôOì¾ü*è�ë¾êåý�ù	�ðë¾ê<ôOìíîðé*ò	ñ�îðôDü¡óHôOî`õ¾ë�ü*ï�ñ`ÿè�ë¾éåè�ó¾é*îðï�ñ�òI�ðîðï�ñ �§ô��mH�ñ
� ò
� E é��Tîðü¡õÃé�3ÈHwò*ôDüåì¾ù6ï�ñ �§ô
�OôOî���òDöMõ�è�é�é]õ�è�é]ñ¾îðôOü]è��ðé�u�ñ¾è�é�ôOì¾ü*è�ë¾êeý�ù	�ðë¾ê<ôOìôOîðì
�§ô�[]F¾ñ¾üWò�ô
Ω
ò�èwò�éIH�ï�ñ
�ðîðï�ñ�ê<î òhõ¾ôOê8�§ü¡ù§û§÷�è�ì¾ù§ì¾îðé*ï�ñ¾ôOì E ì¾é*ôOê3ó
�ðô

Ω(T, p,N)
F¾óHôOü¡ôDîðì�é*ò*îðê<êeò
�
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å ÐÝÍ§ë¯Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÒÍýÐÒÓØÞEÐÒÎjê�ÐÝÍPÓØÍ9Ñ1éYÛ�Ñ7Ù æ Ó7Û�Ï�Û�ÉYÜ�èGÜ]Ë�ÓßÓØÐ]Ó7ãâÉ æ Ë~Ü]ÓEË~Ô�ãâÉ*��Ô�Ë~Î�ÞßÍ4ÎYÙÚÍ9ãâÉ.Ë~ÎYÐ]Ó7ãâÉ æÍ9ÐÝÎÈÆ�EDÖ Õ ð ÑEê�ÐÒÍf��í	��E9ö�q ² 
4ï�Æ�ÇwC�q ô<õßö=A�
4ôþ÷ 
 í æ ê�ÐÒÍlê�Ë�Ó�àGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ë�ÎYÎYÍ9ÉYÙÚÍ4Îçè�Ë�ÎYÎ y ê�Í4ÑÙÚù�Ö�ÜÝÐ]ãâÉYÍ9Î*ã>Ô�ÓØÞ } Î�ê�Í æ ÐÝÎ ê�Í9ÎYÍ4Î Ó7ÐÒãâÉøêYË�ÓEà�áGÓØÞ7Í9Ù Ì>Í^Û�Î.ê�Í4Îøè�Ë~ÎYÎ z ä å ÐÝÍ ¶ Ís�4ÐÒÍ4ÉGÔYÎYÖ

Smk = kB ln ΩÎYÍ9ÎYÎ�Þ�ÙÚË�Î Ë~Ô�ãâÉ ° �-q ÷W���cE�í.í
^*�"��ï§�Ã
^q ä
é ð ÑeêYÐÝÍ�ã+Ô�Ó�ÞâË~Î�ê�Ó7Ó7ÔYÙÚÙÚÍ æ Û�ÌóèGÜ]Ë�ÓßÓØÐ]ÓßãâÉ�Û�ê�Í9ÑØ��Ô�Ë~Î�Þ7Í9ÎYÙÚÍ9ãâÉ�Ë�ÎYÐ]Ó7ãâÉ æ Ö�ÐÝÜÝÞeÐÒÙ Ó7Í4ÜÒÌ.Í9Î
'VÐÝÙÚÍ9Ós(

lim
N→∞

Z
(∆E)
mk = Ω . y &|á�ä'&sä z

èGÜÒË�Ó7Ó7ÐÒÓßãâÉ�(
Ω (E, V,N) = CN

∫

H(x)≤E
d2fx

=
��Û�ÜÝÔ�ÙÅÍ9Î {

x
∣∣H (x) ≤ E

}

��Ô.Ë~Î�Þ7Í9ÎYÙÚÍ9ãâÉ�Ë�ÎYÐÒÓßãâÉ�(
Ω (E, V,N) = CN

∑

n,〈n| bH|n〉≤E

〈n| ρ〈n| bH|n〉≤E |n〉

=
å ÐÒÙÅÍ9Î�Ó7ÐÝÛ�Î {|ψ〉 ∣∣ 〈ψ| Ĥ |ψ〉 ≤ E

}

é ð Ñ�Ð]ÓØÛ�ÜÝÐÒÍ4Ñ7Þ7ÍýàGá�ÓØÞ7Í9ÙÅÍuÖ�ÐÝÜÝÞ$�4Ô�Ó } Þ��4ÜÒÐÒãâÉ
E = U

ÔYÎ�êøêYË�ÙÅÐÝÞ
Smk (U, V,N) = kB ln Ω (U, V,N)

9�ÌçêYÐÝÍPÓØÍ�ë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ
Smk

ê�ÐÒÍuË~Ô�Õ?Ö�Í9ÓØÞ7Í4ÜÒÜÝÞ7Í4Îçñ�Û�Ó�ÞßÔYÜ]Ë�Þ7Í1Õ ð Ñ�ê�ÐÒÍ1ë�Î�Þ7ÑßÛ�ì�ÐÝÍlÍ4Ñ7Õ ð ÜÒÜ Þ æ Ù ð Ó	�Ó7Í4ÎóÏ�ÐÝÑeÎYÛ�ãâÉ ð Ì>Í4ÑßìYÑ ð Õ?Í4ÎVä å Ë�Ó§Ï�Í4Ñâê�Í4ÎóÏ�ÐÝÑ§Ì>Í4Ð�ê�Í4Ñ ¶ Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7ÔYÎ�Öòê�ÍPÓ§ÐÒÎ�ê�ÔYè�Þ7ÐÒÿ�Í9Î� Í4Ö�Í9ÓBÙ Ë�ãâÉYÍ9ÎQä
÷T)Kõ�ö@õ*) P n ­ i�.Ëÿ�üÝ²Hk�¯>, k�ù
� ÐÒÑ�Ï�Í9ÑßêYÍ4ÎeÎGÔYÎÚÍ9ÐÝÎYÍ9Ù ÐÒÎ�ê�ÔYè�Þ7ÐÒÿ�Í9Î � Í9Ö �9ÔYÑ�ë�Î�Þ7ÑßÛ�ì�ÐÝÍ

Smk
Õ?Û�ÜÝÖ�Í4ÎQä-)1ÐÝÍ9Ñ�Ï�Û�ÜÝÜÒÍ4ÎwÏ�ÐÝÑÐÒÎ�Ó7Ì.ÍPÓØÛ�Î�ê�Í4ÑßÍEÍ9ÐÝÎYÍ é�ê�Í9Î�ÞßÐ Û.èdË~Þ7ÐÒÛ�Î�ÙÅÐÝÞ�ê�Í4Ù Ð]ê�Í9Ë�ÜÝÍ9Î�¾uË�Ó¯ÿ�Û�ÑßÎYÍ4ÉYÙÚÍ9ÎQä � ÐÒÑBÍ4ÑßÏ�Ë�ÑØÞßÍ4ÎË�Ì.Í9Ñ æ ÔYÎ.ê�Í9Ñ7É.Ë~ÜÝÞ7Í4ÎÊÓ7ì } ÞßÍ4Ñ§Ë~Ô�ãâÉ æ êYË�ÓuÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉYÍÃå�ÍPÓØÔ�Ü ÞâË�ÞýÏ�ÐÒÍÚË�Ô�Õ�ê�Í4Ù ê�Í9ê�Ô�è�ÞßÐÝÿ�Í4Ù� Í4Ö.ä

� ÐÒÍ��9Ô ¶ Í4Ö�ÐÒÎYÎ�êYÍ9ÓwÜÝÍ4Þm� ÞßÍ4Î\×EÌ�ÓßãâÉYÎYÐÝÞØÞßÍ9ÓwÎYÍ4ÉYÙÚÍ9Î�Ï�ÐÒÑÅêYË�ÓýÙÚÐÒè�ÑßÛ�è�Ë�ÎYÛ�ÎYÐ]ÓßãâÉYÍ	ë�Î��Ó7Í4ÙwÌYÜÝÍ§ê�Ô�ÑßãâÉ
ρmk,ρ

(∆E)
mk

Ìp�4Ï§ä
ρ̂
(∆E)
mk

Ö�Í4Ö�Í4Ì>Í4ÎøË~ÎQä
å ÐÝÍf�jÍ5´�Ï�Í4Ñ7Þ7Íuÿ�Û�ÎÈ9�Ì�Ó7Í4ÑßÿdË�ÌYÜÒÍ4ÎøÓØÐÒÎ�êøê�ÔYÑâãâÉ ê�Í4ÑßÍ4ÎI� ÐÝÞØÞßÍ4ÜÒÏ�Í9ÑØÞßÍ y à�ãâÉ�Ë�Ñ7ÙÚÐÝÞØÞßÍ4Ü z Ö�Í5�Ö�Í4Ì>Í4ÎQä
å Ë~ÙÚÐÝÞBÜÒÐÒÍ4Ö~ÞBÔYÎ�ÓBÍ9ÐÝÎ�ÍuÓØÞßË~Þ7Ð]Ó�ÞßÐÒÓßãâÉYÍ#�BÉYÍ4Û�Ñ7ÐÒÍ1ÿ�Û�Ñ æ ê�ÐÝÍ§Ë�Ô�ÕVÙÚÐÝèGÑßÛ�Ó7è�Û�ìYÐÒÓßãâÉYÍ9Î � ÍPãâÉ�Ó7Í4Ü��Ï�ÐÒÑ7èGÔYÎ�Ö�Í4ÎøÌ>Í4ÑßÔYÉ�Þ9ä
#uÍ9ÎYÎYÍ9Î Ï�ÐÝÑ1Ë�ÜÒÓ7Û	ê�ÐÒÍØ)1Ë�ÙÚÐÝÜÝÞ7Û�Î�Õ?ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î æ Ì��9Ï§ä.ê�Í9Î�)1Ë~ÙÚÐÒÜ ÞßÛ�Î��Û�ì.Í9ÑßË~Þ7Û�Ñ æ Í4ÐÒÎYÍPÓ�àGá�ÓØÞ7Í4Ù Ó æ Ó7Û è�ù�ÎYÎYÍ4Î Ï�ÐÒÑ1ê�ÐÒÍ³�jÍ5´�Ï�Í4Ñ7Þ7Íuÿ�Û�Îl9�Ì�Ó7Í4Ñßÿ�Ë~ÌYÜÒÍ4ÎøÌ>Í9ÓØÞ7ÐÒÙ³�ÙÚÍ4ÎVä
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� ÐÝÍýË�Ù ×EÎYÕ<Ë~ÎYÖ ê�ÍPÓ�ÿ�Û�Ñ7ÉYÍ9Ñ7ÐÒÖ�Í9Îç×EÌ.Ó7ãâÉYÎ�Ð Þ7Þ7Í9ÓBÙ ð ÓßÓØÍ9Î�Ï�ÐÒÑ�ÔYÎ�ÓEË�ÜÒÓ7ÛÅÏ�ÐÝÍPê�Í4ÑBÕ?ÑâË~Ö�Í4Î æÛ�ÌxÙÚË�ÎxË�Ô�Ó�êYÍ4Ù ÙÚÐÝèGÑßÛ�è�Ë~Î�Û�ÎYÐ]Ó7ãâÉ�Í4Î ë�Î�Ó7Í4ÙwÌYÜÒÍÊêYÐÝÍ¬� å Ì.Í9Ö�Ñ ð Î�ê�Í9Î$è�Ë~ÎYÎVä � ÐÒÑÿ�Í9ÑßÓ7Ô�ãâÉYÍ9Î Ë~Ü]ÓØÛ æ Ë~Ô.Ó ρmk,ρ

(∆E)
mk

Ìp�4Ï§ä
ρ̂
(∆E)
mk

ê�ÐÒÍ�é�ÔYÎ�êYË�ÙÅÍ9Î�ÞßË~ÜÒÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉGÔYÎYÖUÕ ð ÑòÍ9ÐÝÎÍ4ÐÒÎYè�Û�ÙÚì.Û�ÎYÍ4Î�Þ7ÐÒÖ�ÍPÓ�àGá�Ó�ÞßÍ4Ù �9Ô�Ì>Í9ÓØÞ7ÐÒÙÚÙÚÍ4Î æ è�Û�Î�è�ÑßÍ Þ�Ó7Ô�ãâÉYÍ4ÎòÏ�ÐÒÑEË~Ü]ÓØÛ S (U, V,N)
ä

)EÐÒÍ4ÑÚÌ>Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÍ4ÎSÏ�ÐÒÑÚÎ�Ô�ÑÚêYÍ4Î�èGÜ]Ë�ÓßÓØÐ]ÓßãâÉYÍ4ÎSé.Ë~ÜÒÜ æ ÔYÙ ê�Ë~ÎYÎ:å ð ãâè�Ó7ãâÉ�Ü ð ÓßÓ7Í�Ë~ÔYÕ�ê�Í4Î��Ô�Ë~Î�Þ7Í9ÎYÙÚÍ9ãâÉ�Ë�ÎYÐ]Ó7ãâÉYÍ9Îeé�Ë�ÜÝÜ��9Ô³�9ÐÝÍ9ÉYÍ4ÎVä å Ë~Õ ð Ñ�ÿ�Í9Ñ7Ï�Í4Î�êYÍ4ÎeÏ�ÐÒÑ�ê�ÐÒÍ�#uÍ9ÎYÎ�Þ7ÎYÐ]Ó æ êYË-´�Õ ð Ñê�ÐÒÍ1ÐÒÎYÎYÍ4ÑßÍEë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍ
U
Í9ÐÝÎYÍPÓ�Ð]ê�Í9Ë�ÜÝÍ9Îb¾uË�Ó7Í9Ó y Ë�ÜÒÓ ¶ Í9ÐÒÓ7ìYÐÒÍ4Ü.Õ ð Ñ�Í4ÐÒÎ	Í4ÐÒÎYè�Û�ÙÚì.Û�ÎYÍ4Î�Þ7ÐÒÖ�ÍPÓ æÍ4ÐÒÎ�Õ<Ë�ãâÉ�Í9ÓEàGá�ÓØÞ7Í4Ù z Ö�ÐÝÜÝÞs(

U =
3

2
kBNT

ÙÚÐ Þ
kB æ ê�Í4Ñ ¶ Û�ÜÝÞm�9Ù Ë~ÎYÎ��Ý#�Û�Î�ÓØÞßË�Î�ÞßÍ�ä
N æ ê�Í9Ñ$�VÍ9ÐÝÜ]ãâÉYÍ4Îp�9Ë~É�Ü ä
T æ ê�Í4Ñ$�/Í4ÙÚì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑ

� ÐÝÑ�Ì>Í4Ö�ÐÝÎ�ÎYÍ4ÎøÔYÎ�Ó7Í4ÑßÍ4Î � Í4Ö ÙÚÐ Þ1êYÍ4ÙRQS�4î�ô ��E~ï ÷ ô��~í����>ï ôG�4ô � y ÿGÖ�Ü ä��1ÐÒÑ7Ð]Ë~ÜÝÞ7ÉYÍ9Û�ÑßÍ4Ù�ü z
à�Í4Ð

H
ê�ÐÒÍf)1Ë�ÙÅÐÒÜÝÞ7Û�ÎYÕ?ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î ê�ÍPÓEàGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ó4ä

ë�Ó�Ö�ÐÒÜ Þ1êYÍ4ÑK�1ÐÒÑßÐÒË�ÜÒÓßË�Þ�� æ Ì��4Ï êYË�Ó<pK��Ô�ÐÝì�Ë�ÑØÞßÐ ÞßÐÝÛ�Î�ÓØÞ7ÉYÍ9Û�ÑßÍ4ÙN(
〈
xi
∂H

∂xk

〉
=

δik
∂
∂E

ln Ω (E, V,N)
, y &�áYä�&+& z

ÙÚÐÝÞ1ê�Í4Ùbñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎYÑßË�ÔYÙeÿ�Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î
Ω (E, V,N) = CN

∫

H(x)≤E
d2fx 1

= CN

∫

Γ

d2fxΘ (E −H (x)) ,

Ï�Û�Ì>Í4Ð
{xi} =

{
{(r1)x , . . . , (rN )z}

Õ ð Ñ
1 ≤ i ≤ 3N

{(p1)x , . . . , (pN )z}
Õ ð Ñ

3n+ 1 ≤ i ≤ 6N

�# $#Ç �µW¶�§ � ÐÝÑ�ÑßÍ9ãâÉ�ÎYÍ4ÎøêYË�ÓEàYãâÉ�Ë~ÑßÙÚÐ Þ7Þ7Í4ÜQË�Ô�Õ�ê�Í4Ñ�ÜÒÐÝÎ�è�Í4Î àGÍ9Ð ÞßÍ§ÿ�Û�Î y &|á�ä'&�& z Ë�Ô�Ó5(
ÿ E îðì¾ôí÷l�ðôOîðì¾ô��Hë¾é�è�ê<ê<ôOì�[Ìè�é�é*ë¾ì
�G�Oë¾ê(c"îðü¡î è��ðé�èwò��"ú�ì¾õ�ôOò é�îðï�ñ[îðê²`7ì¾ñ�è�ì��Rý
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〈
xi
∂H

∂xk

〉
= CN

∫

Γ

d2fx

(
xi
∂H

∂xk

)
δ (E −H (x))

Zmk︸ ︷︷ ︸
=ρmk

= −CN
1

Zmk

∫

Γ

d2fxxi
∂

∂xk
Θ (E −H (x))

= −CN
1

Zmk

∫ 6N∏

j 6=k,j=1

dxj

∫
dxk xi

∂

∂xk
Θ (E −H (x)) ,

Ï�Û�Ì>Í4Ð~ÐÒÙ �9Ï�Í9Ð ÞßÍ4Îýà�ãâÉYÑßÐÝÞØÞVê�ÐÒÍ3é�ê�Í9Î�ÞßÐ Þ } Þ � ∂H
∂xk

δ (E −H (x)) = − ∂
∂xk

Θ (E −H (x))ÿ�Í9Ñ7Ï�Í4Î.ê�Í Þ�Ï�ÔYÑâê�Í�ä
é;Î�Þ7Í9Ö�ÑßÐÝÍ9Ñ7Í9ÎçÏ�ÐÒÑK�4ÔYÎ } ãâÉ�ÓØÞ�êYÍ4ÎI�VÍ9Ñ7Ù ∫

dxk
ì.Ë~Ñ7Þ7ÐÒÍ4ÜÒÜ

∫
dxk xi

∂

∂xk
Θ (E −H (x)) = [xiΘ (E −H (x))]

xk=∞
xk=−∞ −

∫ ∞

−∞
dxk

∂xi
∂xk

Θ (E −H (x))

= −
∫
dxkδikΘ (E −H (x)) ,

Ï�Û�Ì>Í4Ð�ê�Í9Ñ79�Ì>Í4Ñmµ } ãâÉYÍ9Î�Þ7Í4ÑßÙ
[...]xk=∞

xk=−∞
ÿ�Í4ÑâÓ7ãâÉGÏ�ÐÒÎ�ê�Í4Þ æ ê�Í9ÎYÎ H (x)

xk→∞−→
∞ ÔYÎ.ê

Θ (E −∞) = 0
ä å Ë~ÙÚÐ ÞEÐ]ÓØÞ1Ë~Ü]ÓØÛ�(

〈
xi
∂H

∂xk

〉
= CN

1

Zmk

∫ ∏

j 6=k,j=1

dxj

∫
dxkδikΘ (E −H (x))

= CN
1

Zmk

∫

Γ

d2fxδikΘ (E −H (x))

ê�ÔYÑâãâÉòë�ÐÝÎ.ÓØÍ4Þm�4Í9Îøÿ�Û�Î
Zmk = CN

∫
Γ d

2fx δ (E −H(x))
Õ?Û�ÜÒÖ~Þ�(

〈
xi
∂H

∂xk

〉
= δik

CN
∫
Γ d

2fxΘ (E −H (x))

CN
∫
Γ
d2fxδ (E −H (x))

= δik
CN

∫
d2fxΘ (E −H (x))

CN
∂
∂E

∫
d2fxΘ (E −H (x))

= δik

[
∂
∂E

[
CN

∫
d2fxΘ (E −H (x))

]

CN
∫
d2fxΘ (E −H (x))

]−1

= δik

[
∂
∂E

Ω (E, V,N)

Ω (E, V,N)

]−1

= δik

[
∂

∂E
ln Ω

]−1

� �Hë¾ü�k��^H�ü*ë�ì
��õ¾îðôOé�ôOü�a�õ¾ôOì6ò*î òIHwò7îðé¡òTý`îðôT���ðôOîðï�ñ6òTôOîðì�ý��ðîðï�÷�îðì�` ì¾ñ�è�ì
��SUñ�î�� [Ìü¡ôOîðï�ñ��
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��ÍPê�ä

� ÐÝÑuÏ�Í4Ñâê�Í4Î
Î�Ô�Î
ÿ�Í9ÑßÓ7Ô�ãâÉYÍ9Î æ êYË�Ó0Q��4î�ô �
E�ï ÷ ôþ÷ ô��~í����>ï ôþíM� ô �¨Ë�Ô�Õ�êYË�Ó1èGÜ]Ë�ÓßÓØÐ]ÓßãâÉYÍeÐ]ê�Í9Ë�ÜÝÍ¾uË�Ó/Ë~Î��9Ô�Ï�Í4Î.ê�Í4ÎQä å Ë�ÙÅÐÝÞ/Ï�Û�ÜÒÜÒÍ4Î§Ï�ÐÒÑ
Ω
ÙÚÐ Þ ê�Í4Ñ/ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ

E (= U)
êYÍ9Ó/à�áGÓØÞ7Í9ÙÚÍ9Ó/ÿ�Í4Ñm�èGÎ ð ì�Õ?Í4ÎQäv� ÐÝÞ�ê�Í4Ñ"#uÍ4ÎYÎ�ÞßÎYÐÒÓ�ê�Í9Ñ/ë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍ

U
ê�ÍPÓVÐ]ê�ÍPË~ÜÒÍ4Î�¾uË�ÓØÍPÓQÉYÛdF>Í9ÎeÏ�ÐÒÑ�ê�Ë~ÎYÎ æ Í4ÐÒÎYÍ��Í4ÑßÌYÐÒÎ�ê�ÔYÎYÖÃ�9Ï�ÐÒÓßãâÉYÍ9Î

T
ÔYÎ�ê

Ω
�4Ô�Û�Î.ê�Í4ÎQä å Ë�ÎYÎøè�ù�ÎYÎYÍ4ÎøÏ�ÐÒÑEË~Ì>Í4ÑEÏ�ÐÒÍ9êYÍ4ÑßÔYÙ Ï�Í^�Ö�Í9Î 1

T
= ∂S(U,V,N)

∂U

∣∣∣
V,N

ÉYÛHF+Í4Î æ êYË�´�ÍPÓ�ÔYÎ�Ó�Ö�Í9ÜÝÐÒÎYÖ~Þ æ S (U, V,N)
�4Ô³Û�Î�êYÍ4Î æ Ì��9Ï§ä�ÙÅÐÝÞ

Ω (U, V,N)
ÿ�Í4ÑßÌYÐÒÎ�ê�Í4ÎVä å ÔYÑâãâÉØ��Í9ÑßË�ÜÝÜÒÖ�Í9ÙÅÍ9ÐÝÎ�Í4ÑßÔYÎYÖ1Ï ð Ñßê�Í9ÎwÏ�ÐÒÑ�êYË~Î�Î

Smk (U, V,N)ÐÒêYÍ4Î�Þ7Ð�Ûp�4ÐÒÍ4ÑßÍ4Îòè�ù�ÎYÎYÍ9ÎQä
� Í9Î�ê�Í9ÎòÏ�ÐÒÑ�ÔYÎ�ÓEÎ�Ô�ÎøË�ÜÒÓ7ÛÚê�Í4ÙbÐÒê�ÍPË~ÜÒÍ4ÎI¾uË�Ó@�9Ô æ Í9ÓBÐ]ÓØÞs(

H (x) =

N∑

i=1

[
p2
i

2
+ V Kasten (ri)

]
= H(p) + V Kasten

ÙÚÐ Þ
VW (xi) =

{
∞ ,ri /∈ V
0 ,ri ∈ V

æ ê�Í4Ù�#§Ë�ÓØÞ7Í4Î�ì.Û�Þ7Í4Î�ÞßÐÒË�Ü ä
é ð Ñ�ê�Ë�ÓQÐ]ê�ÍPË~ÜÒÍË¾uË�ÓVÖ�ÐÒÜ Þ

V (x1,x2, ...,xN ) = 0,
êYËEê�ÐÒÍË�/Í4ÐÒÜ]ãâÉYÍ4Î§ÔYÎ�ÞßÍ4ÑßÍ4ÐÒÎ�Ë~Î�êYÍ4ÑVÎ�ÐÒãâÉ�ÞÏ�ÍPãâÉ�Ó7Í4ÜÒÏ�ÐÝÑßè�Í9ÎQä

� ÐÝÑ�Ï } É�ÜÝÍ9Î�ÎGÔYÎ�(
i = k ≥ 3N + 1,ê�ä ÉQä

xi,
Ì��4Ï§ä ∂

∂xk

Ì>Í Þ7ÑßÐGF.ÞeÎGÔYÑÅê�ÐÒÍÃé;ÙÅì�ÔYÜÒÓ7è�Û�ÙÚì.Û�ÎYÍ4Î�Þ7Í9Î æ Ó7ÛjêYË�´jË~Ü]ÓØÛøÔYÎ�Þ7Í9ÑØ��Í9ÑÄ�Ï�Í9Î�ê�ÔYÎ�ÖÅÍ9ÐÝÎ�Í4Ñ�è�Ë~ÎYÛ�ÎYÐ]Ó7ãâÉYÍ9Î*¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉGÔYÎYÖ y ∂H
∂p

= ṙ z (

xi
∂H

∂xk
= pn,α

∂H

∂pn,α
=

1

m
p2
n,α,

Ï�Û
pn,α

ê�ÐÒÍ
α
�Ý#�Û�ÙÚì.Û�ÎYÍ4Î�ÞßÍlÿ�Û�Î

pn
Ð]Ó�ÞPä

� Í9Î�ê�Í9ÎòÏ�ÐÒÑ�ÎGÔYÎ êYË�Ó<pK��ÔYÐÒì�Ë�ÑØÞßÐ ÞßÐÝÛ�Î�ÓØì�Ñ7ÐÒÎ��4ÐÒìøË~Î æ Ó7ÛÅÕ?Û�ÜÒÖ~Þ���(
〈

1

m
p2
n,α

〉
=

〈
xi
∂H

∂xi

〉
=

[
∂

∂E
ln Ω (E, V,N)

]−1

àGÔYÙÚÙÚÐÝÍ9Ñ7Í9ÎøÏ�ÐÝÑ�ÎGÔYÎòÎYÛ�ãâÉ ð Ì.Í9ÑEË~ÜÒÜÝÍ0é;ÙÚìYÔ�ÜÒÓ7è�Û�ÙÅì>Û�Î�Í4Î�Þ7Í9Î æ ÓØÛÅÍ4ÑßÉ�Ë�Ü ÞßÍ4ÎòÏ�ÐÝÑ�(
〈

N∑

n=1

1

m
p2
n

〉
= 3N

[
∂

∂E
ln Ω (E, V,N)

]
.

� µ îðôOü"é*îðôDñ�òíê�è�ìqõ�è�éT��
6ë¾î�3�è�üWò�î ò*îðù§ì¾éI3�ü*îðì
�Oî�3¿ôOîðì¾ê�è��
è�ì¾é�ï�ñ¾è�ë
�ðîðï�ñ�q E é"îðé¡ò��	�ðôOîðï�ñ
�	F
� ò*î��¾ö��hô
�ðï�ñ¾ôkTù§êR3dù§ì�ôDì�ò*ô�ù6õ¾ôOü��LôT�ðï�ñ¾ôOéG�MôOî��ðï�ñ¾ôOì¨ê�è�ì¿é�îðï�ñ¨è�ì¾é*ï�ñ�è�ë�ò
q�ç7ôOü E üV�Lè�ü¡ò*ë¾ì
�§éV�LôOü¡ò�îðé¡òeé¡ò�ôÝò*éG�	�ðôOîðï�ñ. ��
`ë¾î�3¾è�ü¡ò*îðù§ì4/ú�
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å Ëøè�Í9ÐÝÎYÍÃ�/Í4ÐÒÜÒãâÉ�Í4Î�� � ÍPãâÉ�Ó7Í4ÜÒÏ�ÐÝÑßèGÔYÎYÖòÿ�Û�ÑßÜÒÐÝÍ9Ö~Þ æ Ð]ÓØÞeË~ÜÒÜÝÍ ë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍ æ ê�ÐÒÍ	ÐÒÎYÎYÍ4ÑßÉ�Ë�ÜÝÌÊê�Í9ÓàGá�ÓØÞ7Í9ÙÚÓBÿ�Û�ÑßÜÝÐÒÍ4Ö�Þ�èGÐÒÎYÍ ÞßÐÒÓßãâÉYÍ9Ñ ½ Ë�ÞßÔYÑ�(

〈
N∑

n=1

1

2m
p2
n

〉
= 2 〈H〉

= 2E#uÔYÑ��4Ô�Ù Ö�ÐÒÜ Þ�(

E =
3

2
N

[
∂

∂E
ln Ω (U, V,N)

]−1

� ÐÒÍ§Ó7ãâÉYÛ�Î�Ö�Í9ÓßË~Ö�Þ æ Ö�ÐÒÜ Þ�Õ ð Ñ�Í4ÐÒÎòÐ]Ó7Û�ÜÒÐÝÍ9ÑØÞßÍ9Ó�àGá�Ó�ÞßÍ4Ù E = U,
Ï�Í4ÐÝÞ7Í4ÑßÉYÐÒÎçÕ ð ÑEêYË�ÓBÐ]ê�Í9Ë�ÜÝÍ¾uË�Ó

U = 3
2kBNT.ë¯Ó�Õ?Û�ÜÝÖ�Þs(

3

2
kBNT =

3

2
N

[
∂

∂U
ln Ω (U, V,N)

]−1

1

T
=

∂

∂U
[kB ln Ω (U, V,N)] y &|á�ä'&�á z×1Ô�Ó�ê�Í4ÑS� å è�Í9ÎYÎYÍ4ÎòÏ�ÐÒÑEê�ÐÝÍ ¶ Ís�4ÐÒÍ4ÉGÔYÎYÖ

1

T
=

∂

∂U
S (U, V,N) .

�1Î�ê ê�ÔYÑâãâÉÉ��Í4ÑßÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ Í4ÑßÉ�Ë�Ü ÞßÍ4Î Ï�ÐÒÑçÏ�ÐÒÍ9ê�Í9Ñ�ê�ÐÒÍ
ë�Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÝÍ æ Ì��9Ï§ä�êYÐÝÍ ° �-q ÷��6�cE�í.í
^�"��ï§�Ã
^q æ ê�ÐÒÍ§Ï�ÐÝÑEË�Ô�ãâÉòË�Ô�Õ�êYÍ9ê�ÔYè�ÞßÐÝÿ�Í4Ù � Í4Ö�ÍuÖ�Í Õ?Ô�Î�ê�Í4ÎøÉ�Ë~ÞØÞßÍ4Î�(
Smk = kB ln Ω (U, V,N) y &|á�ä'&`8 z

å ÐÝÍPÓØÍóéYÛ�Ñ7ÙÚÍ4ÜlÐ]Ó�ÞòÎYÐÒãâÉ�ÞøÙÚÍ4ÉYÑòÿ�Û�Ù¿Ð]ê�ÍPË~ÜÒÍ4Î ¾uË�Ó�Ë�ÌYÉ } Î�Ö�ÐÒÖ æ Ï�ÐÒÑòÎYÍ4ÉYÙÚÍ9Î$ÓØÐÒÍÊË~Ü]ÓË�ÜÝÜÒÖ�Í9ÙÅÍ9ÐÝÎ�Ö ð ÜÝÞ7ÐÒÖÅË�ÎQä
÷T)Kõ�ö@õ�ö U �í���åg¬kFümý ­ k�¯ Ú nHÿ<¯
�]SSüÄk Sq�8ý+ÿ�i�lO��ÿ�k
� ÐÒÍ Ì.Í9Ñ7Í9Ð ÞâÓ Ë~ÎYÖ�Í4è ð Î�êYÐÝÖ�Þ æ ÌYÜÒÍ4ÐÒÌ�Þ�Ë�Ì.Í9Ñ ÎYÛ�ãâÉ:�9Ô �9Í4ÐÒÖ�Í9Î æ êYË�Ó7Ó Smk (U, V,N)

ê�Í9Îë�Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÝÍ9ì.Û�Ó�ÞßÔYÜ]Ë�Þ7Í9ÎuÖ�Í4Î ð Ö�Þ9ä å Ë�ÓQÓ7Û�ÜÒÜ æ Ë~Ù ¶ Í9ÐÒÓ7ìYÐÒÍ4Ü~Í9ÐÝÎ�Í9Ó�Ð]ê�Í9Ë�ÜÝÍ9Îf¾uË�Ó7Í9Ó æ ÎGÔYÎ§Ó7ãâÉYÑßÐÝÞØÞÄ�Ï�Í4Ð]ÓØÍ ð Ì>Í4ÑßìYÑ ð ÕþÞEÏ�Í9ÑßêYÍ4ÎQäå Ë-�9ÔçÌ>Í9ÓØÞ7ÐÒÙÅÙÚÍ9ÎòÏ�ÐÒÑ@�4ÔYÎ } ãâÉ�ÓØÞ�ÙÚÐÝÞEê�Í4Ñ ¶ Û�ÜÝÞm�9Ù Ë~ÎYÎ��;éYÛ�Ñ7ÙÚÍ9Ü>Ë�Ô�Ó H (x)
ê�ÐÝÍuÙÚÐÒè�ÑßÛ-�è�Ë~Î�Û�ÎYÐ]Ó7ãâÉ�Í�ë�Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÝÍ

Smk
ê�Í9ÓBÐ]ê�ÍPË~ÜÒÍ4ÎI¾uË�Ó7Í9Ó9ä

Ω (U, V,N) = CN

∫

Γ

d2fxΘ (E −H (x))

= CN

∫

R3N

N∏

n=1

d3rn

∫

R3N

N∏

n=1

d3pnΘ
(
E −H (p) − V Kasten

)
.

é ð ÉYÑ7Þ�Ù Ë~ÎøÎGÔYÎ ê�ÐÝÍ#é;Î�Þ7Í9Ö�ÑâË�ÞßÐÝÛ�Î ð Ì>Í4Ñ1êYÍ4ÎÈ9�ÑØÞâÓ7Ë�Î�Þ7Í4ÐÒÜ�ê�ÔYÑâãâÉ æ ÔYÎ�êòÌ>Í9Ë�ãâÉ�ÞßÍ Þ æ êYË�ÓßÓ
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• Ë�Ô�´�Í9Ñ7É�Ë�ÜÝÌÊê�ÍPÓQ#§Ë�ÓØÞ7Í9Î�Ó V Kasten = ∞ ÔYÎ�êUêYË�ÙÅÐÝÞ
Θ(E − H(p) − ∞) = 0Ö�ÐÝÜÝÞ æ

• ÐÒÎYÎYÍ9Ñ7É�Ë�ÜÝÌ Ë�Ì.Í9Ñ V Kasten = 0
ÔYÎ�êøêYË�ÙÚÐ Þ

Θ(· · · ) = Θ(E −H(p))
Ð]Ó�Þ æ

ÓØÛçÍ4ÑßÉ } ÜÝÞ1Ù Ë~Î
Ë�Ô�Ó1êYÐÝÍPÓØÍ9Ñ�é;Î�Þ7Í9Ö�ÑâË�Þ7ÐÒÛ�ÎøÖ�Í4ÑâË�ê�Íeê�Ë�Ó$��Û�ÜÝÔ�ÙÅÍ9Î
V
êYÍ9Ó�#§Ë�Ó�ÞßÍ4Î�Ó æ Ìp�4Ï§äÐÝÙbñ�ÑßÛGêYÔYè�Þ1êYË~ÎYÎ

V N

Ω (U, V,N) = CNV
N

∫

R3N

N∏

n=1

d3pnΘ (E −H (r,p))

= CNV
N

∫

R3N

N∏

n=1

d3pnΘ

(
E −

N∑

i=1

1

2m
p2
i

)

= CNV
N

∫
P

N
i=1

1
2m

p2i≤E

N∏

n=1

d3pn

= CNV
N

∫
P

n,α
1

2m
p2n,α≤E

∏

n,α

dpn,α

å ÐÒÍ ½ Í9Ì.Í9ÎGÌ.ÍPê�ÐÝÎ�Ö�ÔYÎYÖ
1

2m

∑

n,α

p2
n,α ≤ E ⇔

∑

n,α

p2
n,α ≤ 2mE

ÐÒÓØÞÅË�Ì.Í9ÑwÖ�Í4ÑâË�ê�Í Í9ÐÝÎ�Í
3N
� ê�ÐÒÙÚÍ4Î�Ó7ÐÒÛ�Î�Ë�ÜÝÍÔ#uÔYÖ�Í4ÜÒÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉGÔYÎYÖ Í4ÐÒÎYÍ9Ñt#uÔYÖ�Í4Ü�ÙÅÐÝÞÃåEË�ê�ÐÒÔ�Ó

R =
√

2mE
ä ¶ Í9Ð®é;Î�Þ7Í4Ö�ÑßË~Þ7ÐÒÛ�Î ð Ì.Í9Ñeê�Í4ÎóÖ�ÍPÓ7Ë�ÙýÞßÍ4Î¼é;ÙÚìYÔ�ÜÒÓ7ÑßË�ÔYÙªÔYÎ�ÞßÍ4Ñýê�ÐÒÍ9Ó7Í4Ñ ½ Í5�Ì.Í9ÎGÌ.ÍPê�ÐÝÎ�Ö�ÔYÎYÖÅÍ4ÑßÉ } Ü Þ�ÙÚË�Î�Ë�ÜÒÓ7ÛeêYË�Ó

3N
�;ê�ÐÝÙÚÍ9Î�ÓØÐÒÛ�Î.Ë~ÜÒÍ$��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î

VK

(√
2mE, 3N

)

Í4ÐÒÎYÍ4Ñ�#uÔ�Ö�Í4Ü�ÙÚÐÝÞ�åEË�êYÐÝÔ�Ó √
2mE

ä å Ë~ÙÚÐÝÞEÐÒÓØÞEË~Ü]ÓØÛ�(
Ω (E, V,N) = CNV

NVK

(√
2mE, 3N

)
. y &|á�ä'&6; z

Ã ¸�Èv¸<� Ç �x���"Ýj»"¸ Æ
D
Â�» Ä �j¸�� ÆPÄ�� �"º Â ¸<� �0��Â �"��¸<� Æ ¸ Ä �"¸�È �I��Ý�¸ Âx��� �á��ºp» Ä � Æ

R
�

å Ë�Ó
D
� ê�ÐÒÙÚÍ4Î�Ó7ÐÒÛ�Î�Ë�ÜÝÍ3��Û�ÜÝÔ�ÙÅÍ9ÎýÍ4ÐÒÎYÍ9Ñ7#uÔYÖ�Í4Ü�ÿ�Û�Ù åEË�ê�ÐÒÔ�Ó

R
Í4ÑßÑßÍ9ãâÉYÎYÍ4Þ/Ó7ÐÒãâÉýÙÚÐÝÞA)1ÐÝÜÝÕ?Íê�Í4Ñ�¾uË�ÙÚÙÚË~Õ?ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�ÎøÏ�ÐÒÍlÕ?Û�ÜÒÖ~Þs(

VK (R,D) =
π

D
2

Γ
(
D
2 + 1

)RD y &|á�ä'&�% z
Ì.Í9Ñ7ÍPãâÉYÎYÍ9Î�Ü } ´�Þ æ Ï�ÛÚêYÐÝÍØ¾uË�ÙÅÙ Ë~Õ?ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î Γ

ê�Í^Û.ÎYÐÝÍ9ÑØÞ�Ð]Ó�Þ1êYÔYÑßãâÉ
Γ (x) =

∫ ∞

0

dt tx−1e−x,
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ÔYÎ.êçÕ ð Ñ

x = n ∈ N

Γ (n) = (n− 1)!Ö�ÐÝÜÝÞ9ä
½ Ë�ãâÉøê�Í4Ñ1à�ÞßÐÝÑßÜÒÐÝÎYÖ�� é�Û�ÑßÙÚÍ4ÜX��Ö�ÐÝÜÝÞs(

n! ≈
√

2πn
(n
e

)n
.

é ð Ñ
D = 3N

Ô�Î�ê
N → ∞ Í9Ñ7É } ÜÝÞBÙ Ë�ÎøË�ÜÒÓ7ÛwÕ ð Ñ1êYË�Ó@��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î ê�Í4Ñ�#uÔ�Ö�Í4Ü·(

VK

(√
2mE,D = 3N

)
≈ 1√

3πN

(
πe
3N
2

) 3N
2

(2mE)
3N
2 y &�á�ä'&s, z

àGÛ�ÙÚÐ Þ�Í4ÑßÉ�Ë�Ü ÞßÍ4ÎòÏ�ÐÝÑ�Õ ð ÑEê�ÐÝÍ y ÙÚÐÝèGÑßÛ�è�Ë~ÎYÛ�ÎYÐ]Ó7ãâÉYÍ z ë¯Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÒÍuêYÍ9Ó�Ð]ê�Í9Ë�ÜÝÍ9Î*¾uË�ÓØÍPÓ5(
Smk (U, V,N) = kBN

{
lnV + ln

([
4πme

3

U

N

] 3
2

)
+

lnCN
N

− 1

2

ln(3πN)

N

}
y &�áYä�&v� z

N→∞
−→ kBN

{
lnV + ln

([
4πme

3

U

N

] 3
2

)
+

lnCN
N

}
y &�áYä�&�Á z

å Ë~Ì>Í4Ð�Ï�Í9Ñßê�Í9ÎUê�ÐÝÍ��VÍ9Ñ7ÙÚÍ ÐÒÎ�ê�Í9Ñ¿#uÜÒË�ÙÚÙÅÍ9ÑýÐ]ÓØÛ�ÜÝÐÒÍ4Ñ7ÞeÌ>Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÍ Þ æ ÔYÎ�êSêYËjÙÚË�ÎSê�ÐÒÍ
N
�;×EÌ�É } ÎYÖ�ÐÝÖ�è�Í9Ð Þ�ÿ�Û�Î

CN
Î�ÐÒãâÉ�Þ�è�Í4ÎYÎ�Þ æ è�Ë~Î�Î	Ù Ë~Î	ê�ÐÒÍ9Ó7Í4Î��/Í4ÑßÙ Ë~Î	ê�Í9ÑBàGÞ7Í4ÜÒÜÒÍ1ÎYÐ]ãâÉ�Þÿ�Í4ÑßÎ�Ë�ãâÉYÜ } ÓßÓ7ÐÝÖ�Í4ÎQä

å ÐÝÍ ñ¯Ñ ð Õ?Ô�ÎYÖSê�Í4Ñçë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ4Í9ÐÝÖ�Í4Î�ÓßãâÉ�Ë�ÕþÞßÍ4Î y �jË-©�ÐÝÙ Ë~ÜÒìYÑßÐÝÎp�4ÐÒì æ #1Û�ÎYè�ËdÿGÐ Þ } Þ æ ×�ê�ê�Ð ÞßÐ �ÿGÐÝÞ } Þ z ÙÚÐÝÞW)1ÐÝÜÝÕ?ÍòêYÍ4ÑeÛ�Ì.Í9Î�Ö�Í Õ?ÔYÎ�êYÍ4ÎYÍ9ÎSë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ�êYÍ9ÓwÐÒê�ÍPË~ÜÒÍ4Î ¾uË�ÓØÍPÓýÍ9Ñ7Ï�Í4Ð]Ó�ÞÅÓØÐ]ãâÉÐÒÙÚÙÅÍ9Ñ7Î�ÛGãâÉ Ë�ÜÒÓ�Ó7ãâÉGÏ�ÐÒÍ4ÑßÐÝÖ.ä å ÍPÓØÏ�Í4Ö�Í4Î Ï } ÉYÜÒÍ4ÎøÏ�ÐÒÑ æ ÐÝÎj×1ÎYÜÝÍ9ÉYÎGÔYÎYÖòË~Î ê�Í4Î�ê�Í9ê�Ô�è�ÞßÐ �ÿ�Í4Î � Í9Ö æ êYË�Ó�f	EH��í�
^��é � õâö�
q_�ï ôþíM�4ô �óË~Ü]Ó�×EÔ�Ó7Ö�Ë�ÎYÖ�Ó7ìYÔYÎ�è�ÞPä
X��ÃVT� Y�Ö�ÅÃ_�\KÑ[Z	Ñ"íAîb\KÑ ÍÎgAÓ^_�ÐHÓ^ò
à�ãâÉ�Û�ÎÅÌ.Í9Ð�ê�Í4Ñ¯ë�ÐÝÎYÕ ð ÉYÑßÔYÎYÖýê�Í9Ñ�ë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ ð Ì>Í4Ñ¯ê�ÐÒÍKé;Î�Õ?Û�Ñ7Ù Ë�ÞßÐÝÛ�Î y é;Ö�ÎYÛ�ÑßË�Î�� z É�Ë~Þ�ÓØÐ]ãâÉê�ÐÒÍ�é�êYÍ4Í1Í9ÐÝÎ�Í9Ó�ìYÑ7Û�Ì�Ë~Ì�ÐÝÜÒÐÒÓØÞ7Ð]ÓßãâÉYÍ4Î � Í4Ö�Í9Ó�Ë~ÎYÖ�Í9ê�Í9Ô�Þ7Í4Þ æ ê�Í4Î	Ï�ÐÒÑ�Î�Ô�Î�Ë~Ü]Ó À ËdáGÎYÍ9ÓeÉ Ó7ãâÉYÍPÓñ�ÑßÐÒÎ��4ÐÒì�Í9ÐÝÎYÕ ð ÉYÑßÍ4ÎøÏ�Û�ÜÝÜÒÍ4ÎVä
å Ë�Ó À Ëdá�Î�Í9ÓeÉ ÓßãâÉYÍçñ¯Ñ7ÐÒÎ��4ÐÒì æ Ìp�4Ï§ä�ê�ÍPÓ7Ó7Í4Î å Í9Ô�Þ7Ô�ÎYÖ æ Ð]Ó�ÞÚÕ?ÑßÍ4Ð�ÿ�Û�Î\Í4ÐÒÎYÍ4Ù ¶ Ís�4ÔYÖ>�4ÔYÑÙÚÐÒè�ÑßÛ�Ó7è�Û�ìYÐ]Ó7ãâÉYÍ9Î å áGÎ�Ë~ÙÚÐÒè+ä�ë¯Ó�Ö�Í9É�Þ�ÿ�Û�ÎjêYÍ4Ñ�×1ÎYÎ�Ë�ÉYÙÚÍwË~Ô.Ó æ êYË-´ ÐÒÎjÍ4ÐÒÎYÍ9Ù æ ÎYÐ]ãâÉ�ÞÎYÛ�Þ�Ï�Í9Î�ê�ÐÒÖ�Í9Ñ7Ï�Í4Ð]ÓØÍòÙ Ë~èGÑßÛ�Ó7è�Û�ì�ÐÒÓßãâÉYÍ4Î æ Ð]Ó7Û�ÜÒÐÝÍ9ÑØÞßÍ4Î$àGá�ÓØÞ7Í4Ù¼ê�ÐÒÍjë�ÜÒÍ4ÙÚÍ4Î�ÞâË~ÑßÍ4ÑßÍ4ÐÒÖ�ÎYÐ]Ó7Ó7Í
wi, i = 1, 2, ...,M

ÙÚÐÝÞ1ê�Í4Î � Ë~ÉYÑâÓ7ãâÉ�Í4ÐÒÎYÜÝÐ]ãâÉYè�Í4ÐÝÞ7Í4Î
pi
Ë~Ô�ÕþÞßÑ7Í4Þ7Í4ÎVä

� ÐÒÑ�Ï�Û�ÜÒÜÒÍ4Î ÎGÔYÎçê�ÐÒÍ1ÿ�Û�Ñßè�Û�ÙÅÙÚÍ9Î�ê�Í4ÎÇ¾lÑßù�´�Í4Î ÎYÛ�ãâÉYÙ Ë~Ü]Ó�ÐÒÎ	ë�ÑßÐÒÎYÎYÍ4ÑßÔYÎYÖwÑ7ÔYÕ?Í4Î æ Ì��4Ï§äÙÚÐÝÞ1ê�Í4ÙbÎYÍ4ÔYÍ9Î�ñ¯Ñ7ÐÒÎ��4ÐÒìøÐÝÎ*��Í9Ñ7ÌYÐÒÎ�ê�Ô�ÎYÖ ÌYÑßÐÝÎYÖ�Í4ÎQä
�§ç îðô U ò*îðü��ðîðì
��ÿ�O�ù§ü*ê<ôT���§î�� ò ô�»�è�÷6ò�[]F¾ü

n → ∞
�
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 Ý�� � Èvº���ü������ o û Ä�� �8�

J (p1, p2, ..., pM ) = −λ
M∑

i=1

pi ln pi

ÙÚÐÝÞ
pi = p (wi)

ê�Í4Ñ � Ë�ÉYÑâÓ7ãâÉYÍ9ÐÝÎ�ÜÝÐ]ãâÉYè�Í9Ð Þ æ êYË�Ó7ÓwêYË�Óeë�ÜÒÍ4ÙÚÍ4Î�ÞßË�Ñ7Í9Ñ7Í9ÐÝÖ�ÎYÐ]Ó wiÍ9ÐÝÎ�ÞßÑ7ÐÝÞØÞPä
ë�Ó�ÙeÔ�´ Ë�ÜÒÓ7ÛÚÖ�Í4ÜÝÞ7Í9Î�(

M∑

i=1

pi = 1 .

×1Ô�´�Í9ÑßêYÍ4Ù Ó7ÐÝÎ.êòêYÐÝÍ¨Æ¼
*Ö"58
 ï ÷ 

a, b, ...

ê�Í9Ñ�Æ�
*Ö C�ïBÇOÖ3
4í
A,B, ...

Ö�Í9Ö�Í4Ì>Í4Îøê�ÔYÑâãâÉ�(
a =

M∑

i=1

aipi

b =

M∑

i=1

bipi,

Ï�Û�Ì>Í4Ð
ai æ bi ê�ÐÝÍ � Í4Ñ7Þ7Í§ê�Í9Ñ$� Í5´�Ö�Ñßù�´�Í4Î A æB ÐÒÙ ë�ÜÒÍ4ÙÚÍ9Î�ÞâË~ÑßÍ4ÑßÍ4ÐÒÖ�ÎYÐ]Ó

wi
ÓØÐÒÎ�ê�ä

�# �¡� �¢x£�¤�¥F¦H§�å ÐÒÍ0é;Ö�ÎYÛ�ÑßË�Î�� Õ?Ô�ÎYè�Þ7ÐÒÛ�ÎçÉ.Ë�Þ�Õ?Û�ÜÒÖ�Í9Î�ê�Íuë�ÐÒÖ�Í9Î�Ó7ãâÉ.Ë�ÕþÞ7Í9Î�(
• ë¯ÓEÖ�ÐÒÜ ÞEÍ9ÐÝÎ*�jËv©�ÐÒÙ Ë~ÜÒìYÑ7ÐÒÎ��9ÐÝì y À ËdáGÎYÍ9ÓeÉ ÓßãâÉYÍPÓ�ñ¯Ñ7ÐÒÎ��4ÐÒì æ Ó7ÐÝÍ9ÉYÍ§ÔYÎ�Þ7Í9Î z
• ×�êYêYÐ ÞßÐÝÿGÐÝÞ } Þ
• #�Û�ÎYè�ËdÿGÐÝÞ } Þ

å Ë�Ó¯Ó7ÐÝÎ.ê Ö�Í9Î�Ë~Ô	ê�ÐÒÍ1ë¯ÐÝÖ�Í4Î�ÓßãâÉ�Ë�ÕþÞßÍ4Î æ ê�ÐÒÍ�ê�ÐÒÍ1ë�Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÝÍ�ÜÒË�Ô�Þ�êYÍ4Ñ�ÞßÉYÍ4ÑßÙÚÛ-�ê�áGÎ�Ë~ÙÚÐ]Ó7ãâÉ�Í4Î
ñ Û�Ó�ÞßÔYÜÒË~Þ7ÍÅÍ4Ñ7Õ ð ÜÒÜ Þ æ ê�Í9Ó7É�Ë~ÜÒÌ
Ï�Í4Ñâê�Í9Î�Ï�ÐÒÑuÐÝÙ Ë�Î�ÓßãâÉYÜÝÐÒÍ5´�Í4Î��ê�Í4Îw×EÌ�ÓßãâÉYÎYÐÝÞØÞ Ë~Ô�ãâÉ§ÿ�Í4ÑâÓØÔ�ãâÉ�Í4Î§ê�ÐÒÍ8é;Ö�Î�Û�ÑâË~Î��4Õ?ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î§ÙÚÐÝÞ�ê�Í9Ñ/ë�Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÝÍ�4Ôòÿ�Í9Ñ7èGÎ ð ì�Õ?Í9ÎQä�ã>ÔYÎ } ãâÉ�ÓØÞ�Ë�Ì.Í9Ñ�ÎGÔYÎ*�4ÔYÙ À ËdáGÎYÍ9ÓeÉ Ó7ãâÉYÍ9Îçñ�ÑßÐÒÎ��4ÐÒìQä

ú º+���"¸ Æ Ï Æ � Ç ¸ 1 È Ä �/ü Ä n
å ÐÒÍØé;Ö�Î�Û�ÑâË~Î��4Õ?ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î

J
Ï�ÐÝÑâêòÐÝÙ ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í9Ï�ÐÒãâÉ�ÞßÓm�4Ô.Ó�ÞâË~Î�ê�ÔYÎ�Þ7Í9Ñ�ê�Í9Ñ ½ Í9Ì.Í9ÎGÌ.ÍPê�ÐÝÎ��Ö�ÔYÎYÖ ∑M

i=1 pi = 1
ÙÚË-©�ÐÝÙ Ë~Ü ä å Ë�ÓuÌ>Í9ê�Í9Ô�Þ7Í4Þ æ Õ<Ë�ÜÝÜ]Ó§ê�ÐÒÍ � Ë�ÉYÑâÓ7ãâÉYÍ9ÐÝÎ�ÜÝÐ]ãâÉYè�Í9Ð ÞßÍ4Î {pi}ÐÒÙÅ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�ÞâÓÄ�9Ô�ÓØÞßË~Î.êçê�ÐÒÍ � Í9ÑØÞßÍ {

p
(0)
i

} Ë~ÎYÎYÍ9ÉYÙÚÍ4Î æ Ó7ÛÚÖ�ÐÒÜ Þ�(

J(p
(0)
1 , p

(0)
2 , . . . , p

(0)
M ) ≥ J(p1, p2, ..., pM ) ∀pi

ÙÚÐÝÞ M∑

i=1

pi = 1 .
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�# �µW¶`·�µr �¸�§¬� ÐÒÑ	Ì.Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Í9Î ê�ÐÝÍjÓØÞßË~Þ7Ð]Ó7ãâÉ�Í¼¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉGÿ�Í9ÑØÞßÍ4ÐÒÜÝÔ�ÎYÖ æ ÔYÎ�ê Ï�Í4Ñâê�Í9Î\ÎGÔYÎ JÔYÎ�Þ7Í9ÑòêYÍ4Ñ ½ Í4Ì>Í4ÎGÌ>Í9ê�ÐÒÎYÖ�Ô�ÎYÖ ∑M

i=1 pi = 1
ÙÚÐÝÞ�)EÐÒÜÝÕ?Í
ÿ�Û�ÎN¤ E6C�ïBE�í	C+
6^

Æ î�q ÷ ô ��q ôGA=E�÷ ��ïm
4í
δ
ß%\ Ù Ëv©�ÐÒÙÚÐÝÍ9Ñ7Í9Î�(

∂

∂pj

{
J (p1, ..., pM ) − δ

M∑

i=1

pi

}
= 0

∂

∂pj

{
−λ

M∑

i=1

pi ln pi − δ

M∑

i=1

pi

}
= 0

−λ [ln pj + 1] − δ = 0

ln pj = −
[
δ

λ
+ 1

]

å Ë1ÎGÔYÎwè�Í4ÐÒÎ
pj
Ë~Ô.ÓØÖ�Í4Ï } ÉYÜÝÞVÏ�ÔYÑâê�Í æ Ö�ÐÝÜÝÞ êYÐÝÍ�ÜÝÍ4Þm�4Þ7Í$ã>Í4ÐÒÜÝÍ�Õ ð Ñ�Ë~ÜÒÜÒÍ pj æ ÔYÎ.êêYË ê�ÐÒÍ	ÑßÍ9ãâÉ�Þ7Íçà�Í4ÐÝÞ7Í	ÎGÔYÑeË�Ô�ÓQ#�Û�Î�ÓØÞßË�Î�Þ7Í4ÎóÌ>Í9ÓØÞ7Í4É�Þ æ Ó7ÐÝÎ�êUË�ÜÝÜÒÍ pj Ö�ÜÝÍ9ÐÒãâÉVä� ÐÝÞ1ê�Í4Ñ ½ Í4Ì>Í4ÎGÌ>Í9ê�ÐÒÎYÖ�Ô�ÎYÖ ∑M

i=1 pi = 1
Õ?Û�ÜÝÖ�Þ�ê�Ë~ÎYÎ

pi =
1

M
∀i ∈ {1, . . . ,M}

�# �¡S �¢x£"¤F¥F¦8§�å Ë�Ó À ËdáGÎYÍPÓlÉ ÓßãâÉYÍýñ�ÑßÐÝÎp�4ÐÒì�ÜÒÐÝÍ4Õ?Í4Ñ7ÞuË�ÜÒÓ7Û æ ÔYÎ�ÞßÍ4Ñ§ê�Í4Ñ ½ Í4Ì>Í4ÎGÌ.ÍPê�ÐÒÎYÖ�ÔYÎ�Ö∑M
i=1 pi = 1 æ ê�ÐÒÍ Ó7ãâÉYÜÒÐÒÍ5´�ÜÒÐ]ãâÉjÕ ð ÑýË�ÜÝÜÒÍ � Ë�ÉYÑßÓßãâÉYÍ9ÐÝÎYÜÒÐ]ãâÉYè�Í9Ð ÞßÍ4Î�êYÐÒÓ7èGÑ7Í4Þ7Í4Ñë�ÑßÍ4ÐÒÖ�ÎYÐ]ÓßÓØÍøÖ�ÐÒÜÝÞ æ Í4ÐÒÎYÍ !@q�
4ô<õßöMb|
4ï ÷ 
 ôrq î�í	C ê�Í4Ñ � Ë~É�ÑßÓßãâÉYÍ4ÐÒÎYÜÒÐÒãâÉ�è�Í4ÐÝÞ7Í9ÎSÕ ð ÑË~ÜÒÜÒÍlë¯ÜÝÍ9ÙÅÍ9Î�ÞßË~ÑßÍ4ÑßÍ4ÐÒÖ�Î�ÐÒÓßÓØÍ�ä

é;Ù$Õ?Û�ÜÒÖ�Í4Î.ê�Í4Î§Ì>Í ÞßÑßË�ãâÉ�ÞßÍ4ÎlÏ�ÐÝÑ/ÎGÔYÎ§ê�Í4Î§è�Û�Î�Þ7ÐÒÎGÔYÐÝÍ9Ñ7ÜÒÐ]ãâÉYÍ4Îué�Ë�ÜÝÜ ä å Ë-�9Ôlÿ�Í4ÑâË~ÜÒÜÝÖ�Í4ÙÚÍ4ÐÒÎYÍ9Ñ7ÎÏ�ÐÒÑEê�ÐÒÍlÌ�ÐÒÓ7ÉYÍ4Ñ1Ì.Í4Þ7ÑâË�ãâÉ�Þ7Í4Þ7Í#é;Ö�ÎYÛ�ÑßË�Î�� Õ?Ô�ÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î
J
ê�Í9ÓEêYÐÒÓ7èGÑ7Í4Þ7Í4Îøé�Ë�ÜÝÜÒÍ9Ós(

J∆ (ρ) = −λ
∫

E

dxρ (x) ln (∆ρ (x)) ,

ÙÚÐ Þ
E
ê�Í9Ù ë�ÑßÍ4ÐÒÖ�Î�ÐÒÓ7ÑßË�ÔYÙ æ

∆ æ ê�Í4Ù ×EÔ�µ�ù�ÓØÔ�ÎYÖ�Ó7ÿ�Í9Ñ7ÙÚù�Ö�Í4ÎçêYÍ9Ó$åEË�ÔYÙÚÍ9Ó
E æ

ρ(x) æ ê�Í9Ñ � Ë�ÉYÑâÓ7ãâÉYÍ9ÐÝÎ�ÜÝÐ]ãâÉYè�Í9Ð ÞâÓØÿ�Í4Ñ7Þ7Í9ÐÝÜÒÔYÎYÖwÐÝÎ E
ÙÅÐÝÞ

∫

E

ρ(x) dx = 1 .

� Û�Ì>Í4Ð�ê�Í4ÑEë¯Ñ7Í9ÐÝÖ�ÎYÐÒÓ7ÑâË~ÔYÙ
E
ÓØÛ�Ï�Û�ÉYÜ�ñ¯É�Ë�Ó7Í4ÎYÑâË~Ô�Ù æ Ë~Ü]Ó7Ë�Ô�ãâÉÈ9�ÑØÞâÓØÑâË~ÔYÙ æ Ó7Û�Ï�ÐÝÍ@æ�ÍPê�Í4ÑË�Î�ê�Í4ÑßÍlè�Û�Î�ÞßÐÝÎGÔYÐÒÍ4ÑßÜÝÐ]ãâÉYÍlë�ÑßÍ4ÐÒÖ�ÎYÐ]ÓØÑâË~Ô�Ù ÓØÍ9ÐÝÎøè�Ë~ÎYÎVä

æ^] O�F¾ü]õ¾îðô*¸Mè��§ü*è�ì
�§ôÝÿ 2�ë
� ò*î�3
�ðîð÷wèwò�ù§ü¡ôOì �Tîðü¡õté*ù§ì¾é*òeê<ôOîðé*ò]õ�è�é U �`ê3óHù	�
λ
ý�ôOüV�hôDì�õ¾ôÝòBö�è����ðôOü*õ�îðì
�§éîðé*ò õ¾îðôOé ñ¾îðôOüTõ¾ë¾ü¡ï�ñ�õ¾ôOì�c�ù§ü [ è�÷�ò�ù§üTóHôOî	õ¾ôOüoaø�§ì�ù§ü�è�ì
��[Gë¾ì¾÷�ò�îðù§ìqóHôOü¡ôDî ò*é7óHôT�ðôT��ò6�
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�# �µW¶6·
µr �¸�§ ×EÜ]Óuè�Û�ÎYèGÑ7Í4Þ7Í9Ó ¶ Í4Ð]ÓØì�ÐÝÍ9Ü�Ì.Í9Ñ7ÍPãâÉYÎYÍ4Î�Ï�ÐÝÑ§ÎGÔYÎÊê�ÐÒÍÚè�Û�Î�ÞßÐÝÎGÔYÐÒÍ4ÑßÜÝÐ]ãâÉYÍ å Ð]ãâÉ��Þ7Í9ÿ�Í4Ñ7Þ7Í9ÐÝÜÒÔYÎYÖwË~Ô�Õ/êYÍ4Ñ�ë�ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ9ÓßãâÉ�Ë�ÜÝÍEÐÒÙ ñ�É�Ë�ÓØÍ9ÎYÑâË~ÔYÙ

Γ æ ÔYÎ�êçÍ4ÑßÏ�Ë�ÑØÞßÍ4Î æêYË�ÓßÓ�Ï�ÐÒÑ1Ë~Ô.Ó1ê�Í9Ù À ËdáGÎYÍ9ÓeÉ ÓßãâÉYÍ9Î�ñ�ÑßÐÒÎ��4ÐÒìjê�ÐÒÍýÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉYÍ§ÙÚÐÝèGÑßÛ�è�Ë~Î�Û�ÎYÐ]Ó7ãâÉ�Íå Ð]ãâÉ�Þ7Í9ÿ�Í4Ñ7Þ7Í9ÐÝÜÒÔYÎYÖ
ρ
(∆E)
mk

Í4ÑßÉ�Ë~ÜÝÞ7Í9Î æ ê�ÐÝÍÅÏ�ÐÒÑlÓßãâÉYÛ�ÎøÕ?Ñ ð ÉYÍ9Ñ�Ö�Í Õ?ÔYÎ.ê�Í4Î�É�Ëv�Ì.Í9ÎQä�é;Ù Õ?Û�ÜÝÖ�Í4Î�êYÍ4ÎøÐÒÓØÞEË~Ü]ÓØÛ
x ∈ Γ

ä
� ÐÝÑ�ÿ�Í4ÑßÏ�Í9Î�ê�Í9Î�Ë~Ü]Ó y ½ Û�ÑßÙÚÐÝÍ9Ñ7ÔYÎ�Ö�ÓÄ� z ½ Í4Ì>Í4ÎGÌ>Í9ê�ÐÒÎYÖ�ÔYÎYÖp(

1 =
à�ìYÔYÑ

(ρ) = CN

∫

E(E,∆E,V,N)

d2fxρ (x) , y &|á�ä'&sÌ z
Ï�Û�Ì.Í9Ð

ρ (x) = 0 ∀x /∈ E (E,∆E, V,N)
ä

½ ÔYÎøÓ7Û�ÜÒÜ æ ÐÒÎò×1Î�Ë~ÜÒÛ�Ö�ÐÝÍ �4ÔYÙbê�ÐÒÓ7èGÑ7Í4Þ7Í9Îòé.Ë~ÜÒÜ æ ρ Ì>Í9ÓØÞ7ÐÒÙÅÙeÞEÏ�Í9ÑßêYÍ4ÎQä å Ë-�4ÔÙ ð ÓßÓ7Í4ÎlÏ�ÐÝÑQÍ9ÐÝÎ�Í¯éYÔYÎ�è�ÞßÐÝÛ�Î�Ë~Ü]Ë~Ì�ÜÝÍ9Ð ÞßÔYÎYÖ	ßwß æ ÓØÛ�Ï�ÐÒÍí'VË~Ö�ÑßË�ÎYÖ�Í5���jÔYÜ ÞßÐÝì�ÜÝÐÒè�Ë�Þ7Û�Ñ7Í9Î
δ
ÿ�Í4ÑßÏ�Í9Î�ê�Í4ÎVä
∂

∂ρ (x)

{
J∆ (ρ) − δCN

∫

E(E,∆E,V,N)

d2fxρ (x)

}
= 0

−λ [ln (∆ρ (x)) + 1] − δCN = 0

ln (∆ρ (x)) = −
(
δCN

λ
+ 1

)

å Ë�ÙÚÐ ÞQÕ?Û�ÜÝÖ�Þ/Ë~Ü]Ó7ÛBË�Ô�ãâÉ§ÉYÐÒÍ4Ñ æ êYË�Ó7Ó ρ(x)
ÎYÐÒãâÉ�Þ/Ë�ÌYÉ } ÎYÖ�ÐÒÖBÿ�Û�Î§ê�Í9Ñ #�Û�Î�Û.Ö�Ô��ÑßË~Þ7ÐÒÛ�Î

x ∈ E(E,∆E, V,N)
ÐÒÓØÞ9ä��EÎ�ÞßÍ4Ñ§×EÔ�Ó7ÎGÔ�Þm�9ÔYÎYÖòê�Í4Ñ ½ Í9Ì.Í9ÎGÌ.ÍPê�ÐÝÎ��Ö�ÔYÎ�Ö y &�á�ä'&sÌ z æ ÔYÎ.ê�ÙÚÐÝÞ Z(∆E)

mk =
∫
E(E,∆E,V,N) d

2fx
Õ?Û�ÜÒÖ~Þ1ÓßãâÉYÜÝÐÒÍ5´�ÜÝÐ]ãâÉ�(

ρ(x) =

{
1

Z
(∆E)
mk

,
Õ<Ë~ÜÒÜ]Ó

x ∈ E (E,∆E, V,N)

0 ,
Ó7Û�Î�ÓØÞ

�# �¡� �¢x£�¤�¥F¦H§ ×EÎ�Ë�ÜÝÛ�ÖI�4ÔYÙ ê�Ð]ÓØèGÑßÍ Þ7Í9ÎUé�Ë~ÜÒÜ�ÜÒÐÝÍ4Õ?Í4Ñ7ÞwêYË�Ó À ËdáGÎYÍPÓlÉ ÓßãâÉYÍwñ¯Ñ7ÐÒÎ��4ÐÒìSË~Ô.ãâÉÌ.Í9Ð+Í4ÐÒÎYÍ4ÙQçØè�Û�Î�ÞßÐÝÎGÔYÐÒÍ4ÑßÜÝÐ]ãâÉYÍ9ÎçàGì.Í9è�Þ7ÑßÔYÙ ÿ�Û�Î	ë�ÜÒÍ4ÙÚÍ4Î�ÞßË�Ñ7Í9Ñ7Í9ÐÝÖ�ÎYÐ]Ó7Ó7Í4Î<èEÍ9Ð �ÎYÍ>¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉGÿ�Í9ÑØÞßÍ4ÐÒÜÝÔYÎ�Ö�Ë~Ô�ÕÅê�Í4Ù¼Í4Î�Í4ÑßÖ�Í ÞßÐÒÓßãâÉ Í9Ñ7Ü]Ë~ÔYÌYÞ7Í4Î ¶ Í9Ñ7Í9ÐÒãâÉVä å ÐÝÍPÓØÍ¾lÜÝÍ9ÐÒãâÉGÿ�Í4Ñ7Þ7Í4ÐÒÜÒÔYÎYÖ
Ï�ÐÒÑâê�ê�ÔYÑâãâÉ¨êYÐÝÍòÌ.Í9Ñ7Í9Ð ÞâÓÚÌ.Í9è�Ë~ÎYÎ�Þ7ÍòÙÚÐÝèGÑßÛ�è�Ë~Î�Û�ÎYÐ]Ó7ãâÉ�Í
ã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓßê�ÐÒãâÉ�ÞßÍ

ρ(x) ≡ ρ
(∆E)
mk (x) æ êYÐÝÍÅÓØÐ]ãâÉøÐÝÙ é�Ë�ÜÝÜÒÍeê�Í9Ñ ¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉ�ÿ�Í4Ñ7Þ7Í9Ð �ÜÝÔ�ÎYÖwê�ÐÒÑßÍ4è�ÞBË�Ô�ÓBê�Í4Ù #uÍ9ÉYÑßÏ�Í9ÑØÞBê�Í4Ñ$ã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓßÓØÔYÙÚÙÚÍlÍ4ÑßÖ�ÐÒÌ�Þ æ Ì.ÍPÓ7ãâÉ�Ñ7ÐÒÍ^�Ì.Í9ÎQä

X��WV�U > ÖØí�î Ae\KÓ5Ñ a�\@gð�~_³ÕFgAÏ0ò*Ó^\K\KÓ�«f\K_�ÑFíAî�ÖQ®�Õ"\K_
� ÐÝÑ�Ï�Û�ÜÒÜÝÍ9ÎýÎGÔYÎ ð Ì>Í4ÑßìYÑ ð Õ?Í4Î æ Û�Ìwê�ÐÝÍ�ë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ4Í9ÐÝÖ�Í4Î�ÓßãâÉ�Ë~ÕþÞ7Í4Î§Í9ÑØÕ ð ÜÝÜÝÞ Ó7ÐÒÎ�ê�ä � ÐÝÑ�ÉYÛHF+Í4ÎË~Ô�´�Í4Ñâê�Í4Ù æ êYË�ÓßÓòÔYÎ�Óøê�ÐÒÍ9Ó7Í��EÎ�Þ7Í9ÑßÓ7Ô�ãâÉGÔYÎYÖ\ê�Í4Ñøë�Î�Þ7ÑßÛ�ì�ÐÝÍ9Í4Ð]ãâÉYÍ4Î�ÓßãâÉ�Ë~ÕþÞ7Í4ÎD�4Ô Í4ÐÒÎYÍ4ÑÖ�Í9Í4ÐÒÖ�ÎYÍ4Þ7Í4Î � Ë~ÉYÜ�ÿ�Û�Î

CN
Õ ð ÉYÑßÍ4ÎøÏ�ÐÝÑâê�ä

æÝæ
E îðì¾ôq÷6ë¾üV�Oô �Hë¾é�è�ê<ê<ôOì�[Ìè�é�é*ë¾ì
���Dë�ü�O�ë¾ì�÷6ò*îðù§ì�è�� è�ó
�ðôOî ò*ë¾ì
�¾öTõ¾îðôqîðìrõ¾ôOü�u
ñl�`é�îð÷rè�ë¾ï�ñ4ù�[Gòºè��ðéc�è�ü*î èwò*îðù§ì¾é�è�ó
�ðôOî ò�ë¾ì��<ódôT�OôOîðï�ñ¾ì¾ôÝòo� îðü¡õ�ö¾ú¾ì¾õ¾ôÝò7é*îðï�ñ�îðê ` ì¾ñ�è�ì
��S��
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÷T)Kõ�ô@õÄ÷ Ú4Û ÿ�kFnSý<üÝ²$ü ÿ « ÿ
ë�ÑßÐÒÎYÎYÍ4ÑßÎòÏ�ÐÝÑ�ÔYÎ.ÓK�4ÔYÎ } ãâÉ�ÓØÞEË~Îøê�ÐÝÍ§ÙÚÐÒèGÑ7Û�èdË�ÎYÛ�Î�ÐÒÓßãâÉYÍ1ë¯Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÒÍ�(

Smk(U, V,N)
N→∞

≈ kBN

{
lnV + ln

([
4πme

3

U

N

] 3
2

)
+

lnCN
N

}

¶ Í ÞßÑßË�ãâÉ�Þ7Í4Î Ï�ÐÒÑuê�ÐÝÍPÓØÍ æ Ó7ÛçÌ>Í4ÙÚÍ9Ñ7è�Í4ÎjÏ�ÐÒÑS�9ÔYÎ } ãâÉ�Ó�Þ æ ê�Ë-´çê�Í9ÑuÍ4ÑâÓ�ÞßÍØ�VÍ9Ñ7Ù kBN lnVÎYÐ]ãâÉ�Þ�Í^©GÞ7Í9Î�ÓØÐÒÿ	Ð]Ó�Þ æ êYË lnV
ÎYÐÒãâÉ�Þ�Í^©GÞßÍ4Î�Ó7ÐÝÿ�ÐÒÓØÞ9ä

� ÐÒÑ§Ï�Í9ÑßêYÍ4Î
ÎGÔYÎ
CN

ÓØÛøÏ } ÉYÜÒÍ4Î æ ê�Ë-´øê�Í4Ñ§Í9ÑßÓØÞ7ÍÅÔYÎ�êÊê�Í9ÑuêYÑ7ÐÝÞØÞßÍÇ�VÍ9Ñ7ÙN�9Ô�Ó7Ë�ÙÚÙÅÍ9ÎÍ5©�ÞßÍ4Î�Ó7ÐÒÿ	Ï�Í9ÑßêYÍ4Î æ ÙÚÐÝÞ�)EÐÒÜ Õ?Íýê�Í9Ñ1à�Þ7ÐÒÑßÜÝÐÒÎYÖ-�;éYÛ�Ñ7ÙÚÍ9Ü+Õ?Û�ÜÒÖ~Þs(
CN = α3N 1

N !
y &�á�äâá-ä z

≈ α3N 1√
2πN

( e
N

)N

)1ÐÝÍ9Ñ7ÙÚÐÝÞ�Õ?Û�ÜÝÖ�Þs(
Smk (U, V,N) ≈ kBN

{
ln

([
4πm

3

U

N

] 3
2 V

N
α3

)
+

5

2

}

å ÐÝÍPÓØÍ9ÑE×EÔ�Óßê�ÑßÔ�ãâè	Ð]Ó�Þ�ÎGÔYÎøÍ^©GÞßÍ4Î�Ó7ÐÝÿçÐÝÎ
U, V,N æ ê�ä ÉQä

Smk (λU, λV, λN) = λ · Smk(U, V,N)

y ÓØÐÒÍ4ÉYÍ§Ë�Ô�ãâÉòé�Û�ÑßÙÚÍ4ÜFá�ä Ì z½ ÔYÎSÙ ð Ó7Ó7Í4ÎUÏ�ÐÒÑeÎYÛ�ãâÉ
α
Ì.ÍPÓ�ÞßÐÝÙÚÙÚÍ4Î æ ê�ÐÒÍ9ÓeÏ�ÐÝÑâêÊÔYÎ�ÓÅÓ7ì } ÞßÍ4ÑýÎYÛ�ãâÉSÙÚÐÝÞ�)1ÐÝÜÝÕ?Íçÿ�Û�Îå ÐÝÙÚÍ9Î�ÓØÐÒÛ�Î.ÓØÌ>Í ÞßÑßË�ãâÉ�ÞßÔYÎYÖ�Í4ÎçÖ�Í4ÜÒÐÝÎ�Ö�Í4ÎVä

÷T)Kõ�ô@õ*) ¼Hÿ�kxÿ�ü	ù8k-S��A¯�ÿ�üÄkFlÄlÄk + ü%_fkF¯�kFn$þ�üÄk�¯�Xº��¯
.3kFü ÿ
å ÐÝÍ�ë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ

Smk
êYÍ9ÓQÐ]ê�ÍPË~ÜÒÍ4Î³¾uË�ÓØÍPÓQÐ]Ó�Þ�Ó�ÞßÍ ÞßÐÝÖ1êYÐRF+Í4ÑßÍ4Î��9ÐÝÍ9Ñ7Ì.Ë~ÑPä å ÐÝÍBÓ�ÞßÍ ÞßÐÝÖ�Í�ì�Ë~Ñ7Þ7ÐÒÍ4ÜÒÜÒÍå ÐRF+Í4ÑßÍ4Îp�4ÐÒÍ4ÑßÌ�Ë~Ñßè�Í9Ð Þ�Õ ð Ñ

Smk
ÐÒÓØÞEË~Ì>Í4Ñ�Ï�Í4Ö�Í9ÎòêYÍ9Ó�Ë~ÜÒÜÒÖ�Í4ÙÚÍ9ÐÝÎYÍ9Îò×1Ô�Óßê�Ñ7Ô.ãâè�Í9Ó

Smk (U, V,N) = kB ln Ω (U, V,N)Ë�ÜÝÜÒÖ�Í9ÙÅÍ9ÐÝÎ�Ö ð ÜÝÞ7ÐÒÖ æ êYË Ω (U, V,N)
ÓØÞ7Í4Þ7ÐÒÖ ì�Ë~Ñ7Þ7ÐÒÍ4ÜÒÜQê�ÐGF>Í9Ñ7Í9Î��4ÐÒÍ4ÑßÌ�Ë�Ñ�Ð]ÓØÞ9ä

÷T)Kõ�ô@õ�ö Î%�8ý<ü ÿ�üÝ²8kZ���8n��3ÿ	�Hn�ü	kZ²å�8n
Smk

üÄn
U, V

å ÐÝÍòë�Î�Þ7ÑßÛ�ì�ÐÝÍòê�Í9ÓÅÐ]ê�Í9Ë�ÜÝÍ9Î:¾uË�Ó7Í9ÓÅÓØÞ7Í4ÐÒÖ~ÞÅÙÚÛ�ÎYÛ�Þ7Û�Î�ÐÝÎ
U, V.

å Ë�ÓÅÐÒÓØÞÚË�Ô�ãâÉUÕ ð Ñ ê�Í9ÎË�ÜÝÜÒÖ�Í9ÙÅÍ9ÐÝÎ�Í4Îj×EÔ.Ó7ê�ÑßÔ�ãâè
Smk = kB ln Ω

ê�Í9Ñlé.Ë~ÜÒÜ æ êYË Ω (U, V,N)
ÙÚÛ�ÎYÛ�Þ7Û�Î
ÐÝÎ

U, VË�Î�Ó�ÞßÍ4ÐÒÖ~ÞPä
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÷T)@õ�ôKõWV �
� Û ümú��®lDS�¯pümn$þ�üOSa` ø ­S­ ü	ÿ�üO²$ü ÿ « ÿ¬iSn ­ Yk�8n�. � ²Kü	ÿ « ÿ
� ÐÝÍÚÏ�ÐÒÑuÐÝÎ�Í4ÐÒÎYÍ4Ñ§ê�Í9Ñ ¶ Í9ÙÅÍ9Ñ7èGÔYÎ�Öb�9ÔYÙ À ËdáGÎYÍPÓlÉ ÓßãâÉYÍ4Îjñ¯Ñ7ÐÒÎ��4ÐÒì
Ì>Í4ÑßÍ4ÐÝÞßÓ§Ë�ÎYÖ�ÍPê�Í4ÔYÞ7Í ÞÉ�Ë~Ì>Í4Î æ ÐÒÓØÞ�Í9Ó�Í4ÐÒÎ�Õ<Ë�ãâÉ�Í4Ñ æ êYÐÝÍ �4Ô��4Í9ÐÝÖ�Í4Î�ê�Í9Îçë�ÐÒÖ�Í9Î�ÓßãâÉ�Ë�ÕþÞßÍ4Îøê�ÔYÑâãâÉçÍ4ÐÒÎYÍ ��Í4ÑßèGÎ ð ì�Õ?ÔYÎYÖ�4Ï�Ð]Ó7ãâÉ�Í4ÎSë�Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÝÍ

Smk
ÔYÎ�êjé;Ö�ÎYÛ�ÑßË�Î�� J (E,∆E, V,N)

�4Ô��9Í4ÐÒÖ�Í9ÎQä å ÔYÑâãâÉ�ê�ÐÒÍ9Ó7Íé�ê�Í4Î�ÞßÐ Û�è�Ë~Þ7ÐÒÛ�ÎòÏ�Í9Ñßê�Í9Î�Ï�ÐÒÑEË~Ô.ãâÉòÓ7Í4ÉYÍ9Î æ Ï�ÐÒÍlÏ�ÐÒÑ α ÔYÎ.ê CN
ÜÒÍ Þ�� ÞßÍ4Î�ê�ÜÒÐ]ãâÉb�9ÔòÏ } É�ÜÝÍ9ÎÉ�Ë~Ì>Í4ÎVä

� ÐÝÑ�Ï�Û�ÜÒÜÒÍ4ÎøË~Ü]ÓØÛÅÎGÔYÎøÿ�Í4ÑâÓ7Ô�ãâÉYÍ4Î æ Smk
Ë~Ô�Õ J∆

�9ÔYÑ ð ãâè<�4Ô�Õ ð É�Ñ7Í9ÎQä � ÐÝÑ�Í9Ñ7ÐÒÎYÎYÍ9Ñ7ÎòÔYÎ�Ó æêYË-´ Ï�ÐÒÑEÔYÙÚÖ�Í4è�Í9ÉYÑ7ÞEÿ�Û�ÑßÖ�ÐÒÎYÖ�Í4Î æ Ë�ÜÒÓ�Ï�ÐÒÑ�êYÍ4Îjê�ÍPê�ÔYè�Þ7ÐÒÿ�Í9Î � Í9Ö Ö�ÐÒÎYÖ�Í9ÎQä å Û�Ñ7Þ1É�Ë~Ì>Í4ÎÏ�ÐÝÑ�Ë~Ô�Ó�ê�Í4Ñ3é;ÎYÕ?Û�ÑßÙÚË~Þ7ÐÒÛ�Î�{vé;Ö�ÎYÛ�ÑßË�Î��Bê�ÐÝÍ1ë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍEÉYÍ9Ñ7Ö�Í4ÜÒÍ4ÐÝÞ7Í ÞPä��EÙ�ÎGÔYÎ	Ë�ÜÒÓ7ÛýË~Ô�Ó J∆ê�ÐÒÍ§ë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ
Smk

ÉYÍ9Ñm�9ÔYÜÝÍ9Ð ÞßÍ4Î æ Ö�Í4É�Í4ÎòÏ�ÐÝÑEÓßãâÉYÑßÐ Þ7Þ�Ï�Í9ÐÒÓ7Í�ÿ�Û�Ñ�(
IMK JXb Jdc J¡I m � � Ç » Ä ��¸<� Æ9Ä�� ��º Â ¸ Æq1§Ç º Æ ¸<�VÈvº���� ����Â �"�j¸��
ã>ÔYÎ } ãâÉ�ÓØÞQÏ�Û�ÜÝÜÒÍ4ÎlÏ�ÐÝÑF�4Í4ÐÒÖ�Í9Î æ êYË�´EêYË�Ó 6N �;ê�ÐÝÙÚÍ9Î�ÓØÐÒÛ�Î.Ë~ÜÒÍ�ñ¯É�Ë�Ó7Í4ÎYÑâË~Ô�Ùeÿ�Û�ÜÝÔ�ÙÅÍ9Î Ω (U, V,N)Õ ð Ñ

N → ∞ ÐÒÎUÍ4ÐÒÎYÍ9Ñeë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍPÓ7ãâÉ.Ë~ÜÒÍ E (E,∆E, V,N)
ÙÚÐ ÞeÌ>Í4ÜÒÐÒÍ4ÌYÐÒÖjèGÜÝÍ9ÐÝÎ�Í4Ñ å ÐÒãâè�Í

∆E
ÜÒÛ�è�Ë�ÜÝÐ]ÓØÐÒÍ4Ñ7Þ�ÐÒÓØÞ9ä å Ë�Ó�É�Ë~Ì>Í4ÎøÏ�ÐÒÑEÓ7ãâÉ�Û�Îòÿ�Û�ÑßÉYÍ9Ñ�Û�ÕþÞEÖ�ÍPÓ7Ë�Ö~Þ æ Ï�Û�ÜÒÜÒÍ4ÎøË~Ì>Í4Ñ�ÎGÔYÎ ê�Í4Î¶ Í4Ï�Í4Ð]Ó�Ë~Î�Þ7ÑßÍ ÞßÍ4Î æ Ë�Ô�Ó<#1Û�ÙÚìYÜÝÍ5©�Ð Þ } ÞßÓ7Ö�Ñ ð Î�êYÍ4ÎçË�ÜÝÜÒÍ4Ñâê�ÐÒÎYÖ�Ó�ÎGÔYÑ�Õ ð Ñ�Í9ÐÝÎ�ÍQ#uÔYÖ�Í9Ü ä½ Ë�ãâÉ y &�á�ä'&6; z Õ?Û�ÜÝÖ�Þs(

∆Ω (E,∆E, V,N) := Ω (E, V,N) − Ω (E − ∆E, V,N)

= CNV
N
[
VK

(√
2mE, 3N

)
− VK

(√
2m (E − ∆E), 3N

)]
,

Ï�Û�Ì.Í9Ð
V N

ê�Í4Ñ�9�Ñ7ÞßÓßË~Î�Þ7Í9ÐÝÜ>ÔYÎ�ê
VK (..)− VK (..)

ê�Í9Ñ�×1Î�ÞßÍ4ÐÒÜQË~Ô�Ó�ê�Í9ÑËé;ÙÚìYÔ�ÜÒÓ7ÐÝÎ�ÞßÍ4Ö�ÑâËv�Þ7ÐÒÛ�ÎøÐ]Ó�ÞPä � Í9Ð ÞßÍ4Ñ�Õ?Û�ÜÝÖ�ÞBÙÚÐÝÞ�ê�Í9Ñ ½�} É�Í4ÑßÔYÎYÖ�ÓØÕ?Û�ÑßÙÚÍ4Ü y &|á�ä'&�% z (
= CNV

N π
3N
2

Γ
(

3N
2 + 1

)
[
(2mE)

3N
2 − (2m(E − ∆E))

3N
2

]

= CNV
N π

3N
2

Γ
(

3N
2 + 1

) (2mE)
3N
2

[
1 −

(
1 − ∆E

E

) 3N
2

]

= CNV
NVK

(√
2mE, 3N

)[
1 −

(
1 − ∆E

E

) 3N
2

]

= Ω (E, V,N)

[
1 −

(
1 − ∆E

E

) 3N
2

]

= Ω (E, V,N)
[
1 − e

3N
2 ln(1−∆E

E )
]
,

Õ<Ë~ÜÒÜÒÓ
∆E � E

Ö�ÐÝÜÝÞ æ ÙÚÐÝÞS��Ëdá�ÜÒÛ�Ñm� ë�Î�Þ�Ï�ÐÒãâèGÜÒÔYÎYÖýÿ�Û�Î ln
(
1 − ∆E

E

) (

∆Ω (E,∆E, V,N) ≈ Ω (E, V,N)
[
1 − e−

3N
2

∆E
E

]
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¾lÐÒÜ Þ$�9Ô�Ó } Þm�9ÜÝÐ]ãâÉ

∆E � E
N
,
Ó7ÛÅÖ�ÐÒÜ ÞEÏ�Í4ÐÝÞ7Í9Ñs(

∆Ω (E,∆E, V,N) ≈ Ω (E, V,N) · 1

� ÐÒÑEÓØÍ9ÉYÍ4Î Ë�ÜÒÓ7Û æ êYË�Ó7Ó�Õ ð Ñ 1
N

� ∆E
E

� 1

∆Ω (E,∆E, V,N) ≈ Ω (E, V,N)Ö�ÐÝÜÝÞ9ä
×1ÜÒÓ�é�Û�ÜÒÖ�Í§êYË~ÑâË~Ô.Ó�Ð]ÓØÞEÔYÎ�Þ7Í4ÑEêYÍ4Ñ�Ö�ÜÒÍ4Ð]ãâÉYÍ9Îb��Û�ÑßË�Ô�Ó7Ó7Í Þ��4ÔYÎ�Öp(

Z
(∆E)
mk (E, V,N) = CN

∫

E(E,∆E,V,N)

d2fx

= ∆Ω (E,∆E, V,N)

= Ω (E, V,N)

ã>Ô.Ó7Ë�ÙÅÙÚÍ9Î�Õ<Ë�ÓßÓØÍ9Î�ê	Ö�ÐÝÜÝÞs(
é�Ë�ÜÝÜ]Ó 1

N
� ∆E

E
� 1

Ð]Ó�Þ�(
Z

(∆E))
mk (E, V,N) ≈ Ω (E, V,N) . y &�á�äâá�& z

I�KLJDbLJecTJ�K 
 »�¸��+û Ä � o º�û Ä�� � ��� ��Ï �+û4È � n Ä ¸����"» 
 Ý�� � Èvº���ü
�1ÙbÎGÔYÎ ÞâË�ÞâÓ } ãâÉYÜÝÐ]ãâÉ ê�ÐÒÍfé;Ö�ÎYÛ�ÑßË�Î�� Õ?Ô�ÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î

J y Ì��4Ï§ä J z ÙÅÐÝÞlêYÍ4Ñ1ë¯Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÒÍýÐÝÎI��Í9ÑÄ�ÌYÐÒÎ�ê�Ô�ÎYÖ*�4ÔÊÌYÑßÐÝÎYÖ�Í4Î æ Ó7Í Þ��4Í9Î�Ï�ÐÒÑýêYË�Ó0åEÍ9Ó7ÔYÜ ÞâË�Þ y &|á�äâá�& z ÐÒÎUê�ÐÝÍ ¶ Û�ÜÝÞm�9Ù Ë~ÎYÎ��;éYÛ�Ñ7ÙÚÍ9Üy &�á�ä'&`8 z Í9ÐÝÎ æ ÔYÎ�êòÍ4ÑßÉ�Ë�Ü ÞßÍ4Î�(
Smk = kB ln Ω (E, V,N)

= kBZ
(∆E)
mk

1

Z
(∆E)
mk

lnZ
(∆E)
mk . y &�á�äâá�á z

� ÐÒÑ�è�Í9ÎYÎYÍ4ÎòÏ�Í4ÐÝÞ7Í4ÑßÉYÐÒÎ
ρ
(∆E)
mk =

{
1

Z
(∆E)
mk

,
Õ<Ë�ÜÝÜ]Ó

x ∈ E (E,∆E, V,N)

0 ,
Ó7Û�Î�ÓØÞ

ÔYÎ.ê
Z

(∆E)
mk (E, V,N) = CN

∫

E(E,∆E,V,N)

d2fx 1

àGÍ4Þm�9Í4ÎòÏ�ÐÝÑ1ê�Ë�ÓBÐÒÎ y &�á�äâá�á z Í4ÐÒÎ æ Ó7ÛwÍ9Ñ7É�Ë�Ü ÞßÍ4ÎòÏ�ÐÝÑ
Smk = −kBCN

∫

ε(E,∆E,V,N)

d2fx ρ
(∆E)
mk (x) ln ρ

(∆E)
mk (x) ,
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ÙÚÐ Þ

CN = α3N

N ! y &�á�äâá-ä z Õ?Û�ÜÒÖ~Þs(
Smk = −kB

1

N !

∫
d2fx

(
α3Nρ

(∆E)
mk (x)

)
ln

(
1

α3N

(
α3Nρ

(∆E)
mk (x)

))

ë¯Ó�Ö�ÐÝÜÝÞEË~Ü]ÓØÛ�(

Smk (E, V,N) =
1

N !
J∆ [f (x)]

f (x) = α3Nρ
(∆E)
mk (x)

∆ = α−3N

λ = kB

àGÛ�ÙÚÐÝÞ�Ð]ÓØÞ�ÍPÓ�Ô�Î�Ó�Ö�Í4ÜÒÔYÎYÖ�Í4Î æ Smk
ÌYÐ]ÓBË~Ô�Õ7#1Û�Î�Ó�ÞâË~Î�Þ7Í�ÙÚÐ Þ�ê�Í4Ñ@é;Ö�ÎYÛ�ÑâË~Î�� J∆

�4Ô�ÐÒê�Í9Î��Þ7Ð�Ûp�4ÐÒÍ4ÑßÍ4ÎVä å ÐÒÍK�4ÔÚÌ>Í4Ï�Í4Ð]ÓØÍ9Î�ê�Í9ÎÅë¯ÐÝÖ�Í4Î�ÓßãâÉ�Ë�ÕþÞßÍ4Î ê�Í9Ñ�ë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ y �jË-©�ÐÝÙ Ë~ÜÒìYÑßÐÝÎp�4ÐÒì æ ×�ê<�ê�ÐÝÞ7ÐÒÿ�ÐÝÞ } Þ æ #�Û�Î�èdËdÿGÐÝÞ } Þ z Ó7ÐÒÎ�êøË~Ü]ÓØÛÚê�ÐÒÑ7Í9è�ÞEË�Îòê�ÐÒÍuÍ4Î�ÞßÓ7ìYÑßÍ9ãâÉYÍ9Î�ê�Í9Î�ë�ÐÒÖ�Í9Î�ÓßãâÉ�Ë�ÕþÞßÍ4Îøê�Í4Ñé;Ö�ÎYÛ�ÑßË�Î��lÖ�Í4è�Û�ìYì>Í4ÜÝÞ9ä
� ÐÝÑ Ï�Û�ÜÒÜÝÍ9ÎeÎGÔYÎwÎYÛ�ãâÉeÿ�Í9ÑßÓ7Ô�ãâÉYÍ9Î æ α �4ÔeÌ>Í9ÓØÞ7ÐÒÙÚÙÚÍ4ÎQä � ÐÒÑ Ï�ÐÒÓßÓØÍ9Î æ êYË�ÓßÓ/Õ ð Ñ�êYË�Ó�Ð]ê�Í9Ë�ÜÝÍ¾uË�ÓBÖ�ÐÝÜÝÞs(

Smk = kBN

{
ln

[(
4πm

3

U

N

) 3
2 V

N
α3

]
+

5

2

}
,

å Ë�Óe×1Ñ7Ö�ÔYÙÚÍ4Î�Þwê�ÍPÓ¿'QÛ�Ö�Ë�Ñ7ÐÝÞ7ÉYÙwÔ�ÓuÙeÔ.Ó7ÓeÎ�Ô�ÎSê�ÐÝÙÚÍ9Î�ÓØÐÒÛ�Î.ÓØÜÒÛ�ÓýÓ7Í4ÐÒÎ æ êYË�ÓeÉYÍ4Ð'´~Þ æ êYË�Ó7ÓÎ�Ë�ãâÉ
[

1

α3

]
=

[(
m
U

N

) 3
2 V

N

]
=
(
kg

m

s
m
)3

= (Js)
3

= (
� ÐÒÑßè�Ô�ÎYÖ

)
3

α
ê�ÐÒÍ å ÐÒÙÚÍ4Î�Ó7ÐÒÛ�ÎòÍ4ÐÒÎYÍ4ÑEÑßÍ5�9ÐÝì�Ñ7Û�è�Í4Î � ÐÝÑßèGÔYÎYÖÚÉ�Ë�Þ

[α] = (
� ÐÒÑ7èGÔYÎ�Ö

)−1 .àGÛ�ÙÚÐÝÞEÐÒÓØÞEË~Ô�ãâÉøê�ÐÒÍ å ÐÒÙÚÍ4Î�Ó7ÐÒÛ�Îøÿ�Û�Î
∆
Õ?ÍPÓ�ÞßÖ�Í9ÜÝÍ9Ö~Þs(

[∆] = (
� ÐÒÑßè�Ô�ÎYÖ

)
3N

.å Ë
∆
êYË�Óý×EÔ�µ.ù�Ó7ÔYÎYÖ�Ó7ÿ�Í9Ñ7ÙÚù�Ö�Í4Î�ê�Í9Óeñ�É�Ë�Ó7Í4Î��1Ì��4Ï§äAã>Ô�ÓØÞßË~Î.êYÓØÑâË~Ô�ÙÅÍPÓuÐÒÓØÞ æ ÜÝÐÒÍ4Ö�ÞeÍ9ÓÎ�Ë~É�Í æ α = 1

h

�9Ô�Ï } ÉYÜÒÍ4ÎVä � ÐÝÑ�Í9Ñ7É.Ë~ÜÝÞ7Í4ÎøêYË�ÎYÎ
Smk (U, V,N) = −kBSpur

(
ρ
(∆E)
mk ln

(
ρ
(∆E)
mk

))

=
1

N !
Jh3N

[
h3Nρ

(∆E)
mk

]
,

Ï�Û�Ì.Í9Ð�ÙÚÐ Þ
CN = 1

h3NN !

Ë~Ô.ãâÉòê�ÐÒÍeàGìYÔ�Ñ�Û�ÉYÎYÍ§é�Ñ7Í9ÐÝÉYÍ9Ð ÞEÌ>Í9ÓØÞ7ÐÒÙÚÙýÞEÐ]Ó�Þ�(
àGìYÔYÑ

(...) =
1

h3NN !

∫ N∏

n=1

(
d3pnd

3rn
)
(...)
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Ö�ÐÝÜÝÞ9ä

� ÐÒÑBÕ<Ë�ÓßÓØÍ9Î�èGÔYÑ��#�4Ô�ÓßË~ÙÚÙÚÍ4ÎF(

�LnA�/È�¹H¸�Ý.È Ä _$�
àGì�ÔYÑ

(...) =





1
N !h3N

∫
Γ

∏N
n=1 d

3pnd
3rn (...) ,

èGÜ]Ë�ÓßÓØÐ]ÓßãâÉ
∑
i 〈φi| (...) |φi〉 ,

��Ô.Ë~Î�Þ7Í9ÎYÙÚÍ9ãâÉ�Ë�ÎYÐÒÓßãâÉ

ó ÄWo È ��o º�� � � Ä<Æ � Ç ¸ Æ ÏS� Æ ¸���¹ Â ¸¬� o�Â º Æ9ÆPÄ<Æ � Ç �v�
ρmk =

1

Zmk
δ (E −H (x)) =

{
1

Zmk
,

Õ<Ë�ÜÝÜ]Ó
x ∈ E (E, V,N)

0 ,
Ó7Û�Î.Ó�Þ

ρ
(∆E)
mk =

{
1

Z
(∆E)
mk

,
Õ<Ë~ÜÒÜÒÓ

x ∈ E (E,∆E, V,N)

0 ,
ÓØÛ�Î�ÓØÞ

Zmk =
1

N !h3N

∫

E(E,V,N)

d2fx =
à�ìYÔYÑ

(δ (E −H (x)))

=
×EÎ��PË~ÉYÜQêYÍ4Ñ1Ë�ÎYÎYÍ4É�ÙeÌ�Ë�Ñ7Í9ÎU#�Û�Î�Û�Ö�ÔYÑâË�Þ7ÐÒÛ�Î�Í4Î

Z
(∆E)
mk =

1

N !h3N

∫

E(E,∆E,V,N)

d2fx =
àGìYÔ�Ñ

(Θ (E −H (x)))

=
×1Î��9Ë�ÉYÜVê�Í9ÑEË~ÎYÎYÍ9ÉYÙeÌ.Ë~ÑßÍ4ÎU#�Û�Î�Û�Ö�ÔYÑâË�ÞßÐÝÛ�ÎYÍ4Î

a = 〈A〉ρmk
=

1

N !h3N

∫

Γ

d2fxA (x) ρmk (x) =
àGìYÔYÑ

(Aρmk)

a = 〈A〉
ρ
(∆E)
mk

=
1

N !h3N

∫
d2fxA (x) ρ

(∆E)
mk (x) =

à�ìYÔYÑ (
Aρ

(∆E)
mk

)
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ó ÄWo È �
o ºp� � � Ä Æ � Ç ¸ Æ Ï � Æ ¸<��¹ Â ¸>�Äwx�"º��+û�¸<�"��¸<� Ç º�� Ä Æ � Ç �|�
ë¯ÐÝÎ��4Ô Í4Î�Ö�Í4Ñl×EÎ�Ë�ÜÝÛ�Ö�ÐÒÍ9ÓßãâÉYÜÒÔ�Ó7Ó$�4ÔYÑ[#uÜÒË�Ó7Ó7ÐÒÓßãâÉYÍ9Î*�jÍ9ãâÉ�Ë�ÎYÐÝèòÐ]Ó�ÞlÉYÐÝÍ9Ñ1ÐÒÙªàGÐÝÎ�ÎYÍeÍ9ÐÝÎYÍ9Ñë¯ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ4ÉGáGì.Í9ÑÄµ } ãâÉYÍBÎYÐ]ãâÉ�Þ¯ÙÚù�Ö�ÜÒÐ]ãâÉ æ êYË§ÐÒÎ	ê�Í4Ñ@¨�Ô�Ë~Î�Þ7Í9ÎYÙÚÍ9ãâÉ�Ë�ÎYÐÒèeê�ÐÒÍEë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍEÎ�ÐÒãâÉ�ÞÓßãâÉ�Ë�ÑØÕ�Ö�Í4ÙÚÍ9ÓßÓ7Í4ÎÅÏ�Í9Ñßê�Í9Îeè�Ë~Î�Î y Ë~Ô�ãâÉÅÎYÐ]ãâÉ�Þ�ÞßÉYÍ4Û�Ñ7Í4Þ7Ð]Ó7ãâÉ z ä å Í9Ó7É�Ë~ÜÒÌeÞâË~Ô�ãâÉ�Í4ÎÅÉYÐÝÍ9Ñ�ÎGÔYÑêYÐÝÍØ¾lÑßù�´�Í4Î	Õ ð ÑEë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍPÓ7ãâÉ�Ë�ÜÝÍ9Î E(E,∆E, V,N z Ë~Ô�Õ	(

ρ̂
(∆E)
mk =

P̂(∆E)àGìYÔ�Ñ P̂(∆E)

Ï�Û�Ì>Í4Ð P̂(∆E) êYÍ4Ñ�ñ�ÑßÛ-æ�Í9è�ÞßÛ�Ñ�Ë~ÔYÕ ê�ÐÒÍ§ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍPÓ7ãâÉ.Ë~ÜÒÍ Eqm (E,∆E, V,N)
ÐÒÓØÞ9ä

Z
(∆E)
mk =

àGì�ÔYÑ P̂(∆E)

=
å ÐÝÙÚÍ9Î�ÓØÐÒÛ�Î ê�ÍPÓK�4Ô�Ö } Î�Ö�ÜÒÐÒãâÉYÍ9Î*ã>Ô.Ó�ÞâË~Î�êYÓ7ÑâË~ÔYÙÚÍ9Ó

a =
〈
Â
〉

bρ(∆E)
mk

=
∑

i

ρ
(∆E)
i

〈
φ

(∆E)
i

∣∣∣ Â
∣∣∣φ(∆E)
i

〉
=
àGìYÔ�Ñ (

Âρ̂
(∆E)
mk

)

� ÐÝÞ8)EÐÒÜ Õ?ÍEê�ÍPÓ À ËdáGÎYÍPÓlÉ ÓßãâÉYÍ4Îýñ¯Ñ7ÐÒÎ��4ÐÒì�Ó ÔYÎ.êÅêYÍ4Ù ã+Ô�Ó7Ë�ÙÚÙÅÍ9ÎYÉ�Ë�ÎYÖS�9Ï�ÐÒÓßãâÉYÍ9Îwë�Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÝÍÔYÎ�ê�é;Ö�Î�Û�ÑâË~Î��4Õ?ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�ÎçÕ?Û�ÜÒÖ~Þ�Ï�Í9Ð ÞßÍ4ÑßÉYÐÒÎ�(

y Ð z é ð ÑªÍ9ÐÝÎÁô �5�vq ô�
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4ôrqÝõßöp
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V
Í^©�Ð]Ó�ÞßÐÝÍ9ÑØÞ êYË�Ó° �vq ÷W�6�¨E~í�í
^*�Qî�í	A~÷ ô���í�E-q

S̃ (ρ) = −kB
àGì�ÔYÑ

(ρ ln ρ)

y ÐÝÐ z å Í4Ñ�!@q�
4ô<õßödC+
65�ô<õßö�÷��B�4î<� ÷�E~í ² Ï�ÐÒÑßê ê�Ô�ÑßãâÉ\Í4ÐÒÎYÍ>� ÷�E~÷ ô��~í ± ï�
 æ �ÅôGA~ïm�`A=E�í���í�ô �4õâö�
� Ë~ÉYÑâÓ7ãâÉ�Í4ÐÒÎYÜÝÐ]ãâÉYè�Í4ÐÝÞßÓ7ÿ�Í4Ñ7Þ7Í9ÐÝÜÒÔYÎYÖ
ρmk

Ì>Í9ÓßãâÉYÑßÐÝÍ9Ì.Í9Î æ Ï�Û�Ì>Í4Ð ρmk
êYË�Ó¯é�ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î�Ë�Ü

S̃ (ρ)
ÙÚË-©�ÐÝÙÚÐÒÍ4Ñ7Þs(

Smk (U, V,N) = max
ρ

S̃ (ρ) = S̃ (ρmk) æ ÙÅÐÝÞ�àGìYÔ�Ñ (ρ) = 1

� ÐÝÑòÌ>Í4ÙÚÍ4Ñßè�Í9Î æ êYË�´SÐÒÙ¿ÜÒÍ Þ�� ÞßÍ4Î-#§Ë�Ó�ÞßÍ4Î Ë~ÜÒÜÒÍ9Ó	ÿ�Û�ÑßÉYÍ4ÑçÖ�Í9ÓßË~Ö�Þ7Í��9Ô�ÓßË~ÙÚÙÚÍ4ÎYÖ�Í Õ<Ë�ÓßÓØÞÏ�ÔYÑâê�Í�ä>ë¯ÓS�4Í4ÐÒÖ~ÞuÓØÐ]ãâÉ æ êYË�ÓßÓ1ê�ÐÒÍÅÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉYÍwàGÐÝÞ7Ô�Ë~Þ7ÐÒÛ�Î æ Ï�ÐÒÍeÐÒÎjñ Û�ÓØÞ7ÔYÜ]Ë�Þ�8 ÿ�Û�Ñ7ÜÒÐÝÍ9Ö~ÞPä å ÐÝÍë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ æ ÉYÐÝÍ9ÑýêYË�Ó ¶ Û�Ü Þ��4Ù Ë~ÎYÎ�� é�ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î�Ë�Ü æ ç7Ó7Í4ÜÒÍ4è�Þ7ÐÒÍ4Ñ7Þ	è ê�ÐÝÍ�¾lÜÒÍ4Ð]ãâÉYÖ�Í4Ï�Ð]ãâÉ�ÞâÓØè�Û�Î�Ûp�Ö�ÔYÑâË�ÞßÐÝÛ�Îeê�ÍPÓ�àGá�Ó�ÞßÍ4ÙÚÍ9Ó9ä�à�ãâÉ�Ë�ÔYÍ4ÎwÏ�ÐÝÑ�ÔYÎ.Ó�ê�Í4Î¨#§Ë�ÓØÞ7Í9ÎeÖ�Í9Î�Ë~Ô�Í4Ñ�Ë~Î æ Ó7ÛuÍ4Ñßè�Í4Î�ÎYÍ4ÎwÏ�ÐÝÑÐÝÎ y Ð z ÓØÛ�Ö�Ë~Ñ ñ Û�ÓØÞ7Ô�ÜÒË~ÞËá æ êYÍ4ÎYÎ ÉYÐÒÍ4Ñ¯Ï�ÐÝÑâê ê�ÐÒÍ�ë®©�ÐÒÓØÞ7Í9Î��1ê�ÍPÓ ¶ Û�ÜÝÞm�9ÙÚË�ÎYÎ��;éYÔYÎ�è�ÞßÐÝÛ�Î�Ë~ÜÒÍ9Óì.Û�Ó�ÞßÔYÜÒÐÝÍ9ÑØÞPä
�# �¡� �¢x£�¤�¥F¦H§�� ÐÝÑuÉ�Ë�Ì.Í9Î�Ö�Í9Ó7Í4ÉYÍ9Î æ ê�Ë�ÓßÓ�ê�ÐÒÍÚë�Î�Þ�Ï�ÐÒãâèGÜÒÔYÎYÖòê�Í4Ñ§ÓØÞßË�ÞßÐÒÓØÞ7Ð]ÓßãâÉYÍ4Î>� Í^�ãâÉ�Ë~Î�ÐÝè�Õ ð Ñ§ê�Í4Î
è�Ü]Ë�ÓßÓ7ÐÒÓßãâÉYÍ4Î Ô�Î�ê
ê�Í9Î���Ô�Ë�Î�ÞßÍ4ÎYÙÚÍPãâÉ�Ë~ÎYÐ]ÓßãâÉYÍ4Îjé.Ë~ÜÒÜ/ÿ�Û�Ù

#1Û�Î��4Í9ì�ÞBÉYÍ4ÑEË�Î�Ë~ÜÒÛ�ÖÅÐÒÓØÞ9ä×EÎYÉ.Ë~Î�êUê�ÍPÓ ½ Í4ÑßÎ�Ó�Þ�É ÓßãâÉYÍ9Î��BÉYÍ4Û�Ñ7Í9ÙÅÍPÓ§Ï�Û�ÜÒÜÝÍ9ÎóÏ�ÐÒÑ$æ�Í4Þm�4ÞÅË~Ì>Í4Ñ³�4Í9ÐÝÖ�Í4Î æêYË�ÓßÓBê�ÐÒÍ#åEÍ9Ó7ÔYÜ ÞâË�ÞßÍ æ æ�Í§Î�Ë�ãâÉçÖ�Í9Ï } ÉYÜÝÞ7Í4Ùb×EÎ�ÓßË�Þ�� y èGÜÒË�Ó7Ó7ÐÒÓßãâÉ	Û�ê�Í9Ñ$��Ô.Ë~Î��
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Þ7Í9ÎYÙÚÍ9ãâÉ�Ë�ÎYÐ]Ó7ãâÉ z Ô�Î�ÞßÍ4ÑâÓ7ãâÉ�ÐÝÍPê�ÜÝÐ]ãâÉ ÓØÍ9ÐÝÎ è�ù�ÎYÎYÍ9ÎQä � ÐÒÑ	Ì>Í Þ7ÑâË�ãâÉ�ÞßÍ4Î êYË-�9ÔêYË�Ó���Í9Ñ7É�Ë�Ü ÞßÍ4Î ÿ�Û�Î

Smk
Õ ð Ñ

T → 0,
Ë~Ü]Ó7Û	Í4ÐÒÎ�àGá�ÓØÞ7Í4Ù æ ê�Í9ÓßÓ7Í4Î ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ

E
Ö�Í9Ö�Í4Îøê�ÐÒÍf¾lÑ7ÔYÎ.ê��4Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓ7Í4ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ

E0
Ö�Í4É�Þ9ä

fc¸�, ¶`¶`µW¶���� Ö�ÐÒÜÝÞs(
• Ï�Í9Ö�Í4Î E = 3

2NkBT
(

E
T→0−→ 0 ,

• Ï�Í9Ö�Í4Î Ω (E, V,N) = CNV
NVK

(√
2mE, 3N

) y &|á�ä'&6; z (
Ω(E, V,N)

E→0−→ 0

• Ï�Í9Ö�Í4Îøê�Í9Ñ ¶ Û�Ü Þ��4Ù Ë~Î�Î�� é�Û�ÑßÙÚÍ4Ü Smk = kB ln Ω(E, V,N) y &|á�ä'&`8 z (
Smk (E, V,N)

Ω→0−→ −∞
é;Î�Ó7Ö�ÍPÓ7Ë�ÙýÞ�Õ?Û�ÜÒÖ~Þ1Ë~Ü]Ó7Ûp(

Smk (E, V,N)
T→0−→ −∞ ,ÏBË�Ó�ÐÒÙ � Ð]ê�Í9ÑßÓ7ìYÑßÔ�ãâÉ#�4Ôuñ Û�ÓØÞ7ÔYÜ]Ë�ÞT; æ ê�Í9Ù ½ Í4ÑßÎ�Ó�Þ�É ÓßãâÉYÍ9Î#�BÉ�Í4Û�ÑßÍ4Ù Ó�ÞßÍ4É�Þ9ä
 ¤7,F¥m+� p¥�¡� ��g�7,"¥ µW¶h�g� è�Ë~ÎYÎóÌ.Í9Ð

T = 0
Ö�Í4Î.Ë~Ô
Í9ÐÝÎ�ã>Ô�ÓØÞßË�Î�êjÌ>Í9Ó7Í Þ�� ÞÏ�Í4Ñâê�Í4Î æ Î } ÙÅÜÒÐ]ãâÉ ê�Í4ÑI¾lÑ7Ô�Î�ê��4Ô.Ó�ÞâË~Î�ê æ êYË�ÙÅÐÝÞ�Ð]ÓØÞøê�ÐÒÍ å ÐÒÙÅÍ9Î�Ó7ÐÝÛ�Î$ê�Í9Ó�4Ô�Ö } Î�Ö�ÜÒÐÒãâÉYÍ9Î*ã>Ô.Ó�ÞâË~Î�êYÓ7ÑâË~ÔYÙÚÍ9Ó y ã>Ô�ÓØÞßË~Î.êYÓ7Ó7ÔYÙÚÙÚÍ z

Z
(∆E)
mk = 1 .

é;Ùf'VÐÝÙÚÍPÓ
N → ∞ ÐÒÓØÞ

Z
(∆E)
mk = Ω(E, V,N) y &|á�äâá�& z æ ÓØÛ�ÙÚÐ Þ�Ö�ÐÒÜÝÞ

Ω(E, V,N) = 1 ,ÔYÎ�ê�Ë~Ô�Ó�ê�Í4Ñ ¶ Û�ÜÝÞm�9ÙÚË�ÎYÎ��;éYÛ�Ñ7ÙÚÍ4ÜQÕ?Û�ÜÒÖ~Þ1Õ ð Ñ T = 0 æ ÐÝÙñ¾lÍ9Ö�Í9Î�Ó7Ë~Þm�f�9ÔYÙèGÜÒË�Ó7Ó7Ð]Ó7ãâÉYÍ9Î�é.Ë~ÜÒÜ�(
Smk = kB ln Ω(E, V,N)

= 0 ,ÏBË�ÓBÐÒÙ ë�ÐÒÎYèGÜÒË�ÎYÖÚÙÚÐ Þ1ê�Í9Ù ½ Í4ÑßÎ�Ó�Þ�É ÓßãâÉYÍ9Î��BÉYÍ9Û�ÑßÍ4Ù ÓØÞ7Í9É�Þ9ä
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å Ë�ÓÅÙÚÐÝèGÑßÛ�è�Ë~Î�Û�ÎYÐ]Ó7ãâÉ�Íçë�Î�Ó7Í4ÙwÌYÜÒÍ Í4Î�ÞßÓ7ìYÑßÐÒãâÉ�Þ ê�Í4Ù ã+ÔYÖ�Ë�ÎYÖ æ ê�Í9Î¨Ï�ÐÒÑ	Ë~Ô�ãâÉ¨ÐÝÎ ê�Í9Îñ Û�ÓØÞ7Ô�ÜÒË~Þ7Í4Îøê�Í9Ñ$� å Ö�Í9Ï } ÉYÜ Þ�É�Ë�Ì.Í9Î�(
ë¯ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ

U,
��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î

V
ÔYÎ�ê*�/Í4ÐÒÜÒãâÉ�Í4Î��PË~ÉYÜ

N
ÓØÐÒÎ�êòÿ�Û�Ñ7Ö�Í4Ö�Í4Ì>Í4Î æ Ï�ÐÝÑEÓ7Ô�ãâÉYÍ9Î ê�ÐÝÍë�Î�Þ7ÑßÛ�ìYÐÒÍ

S
ä

å Í9Ó7Ï�Í9Ö�Í9Î�É�Ë�Ì.Í9ÎøÏ�ÐÝÑBÕ ð Ñ�ê�Í4Î ×EÎ.Ó7ãâÉYÜÒÔ�´	ê�Í9Ñ1à�ÞßË~Þ7Ð]Ó�ÞßÐÒÓßãâÉYÍ9Î*�jÍ9ãâÉ�Ë�ÎYÐÝè y à�� z Ë~Î ê�ÐÒÍ�BÉYÍ9Ñ7ÙÚÛ�ê�áGÎ�Ë�ÙÅÐÒè y � å z Ë�Ô�ãâÉ ê�ÐÒÍjÙÚÐÝèGÑßÛ�è�Ë~ÎYÛ�ÎYÐ]Ó7ãâÉYÍòë�Î�Þ7ÑßÛ�ì�ÐÝÍ Smk (U, V,N)
ÿ�Í9ÑÄ�Ï�Í4Î�êYÍ Þ9ä

� ÐÒÍ1Ï�ÐÒÑ�ÓßãâÉYÛ�Î	Ë�Î	ê�Í4Îçñ�Û�Þ7Í9Î�ÞßÐÒË�ÜÝÍ9Îçê�Í9ÑH� å Ó7Ë�ÉYÍ4Î æ ÐÒÓØÞ�êYÐÝÍPÓØÍ[#1Û�Î�Ó�ÞßÍ4ÜÒÜÒË~Þ7ÐÒÛ�Î ê�Í9Ñ8��Ëv�ÑßÐÒË�ÌYÜÒÍ4Î�Ë�ÌYÉ } Î�Ö�ÐÒÖ�è�Í9Ð ÞeË�Ì.Í9ÑÅÕ ð Ñ ìYÑâËv©�ÐÒÓ7Ì>Í5�4Û�Ö�Í9ÎYÍ�å�ÍPãâÉYÎGÔYÎYÖ�Í9Î�è�Û�ÙÚìYÜÒÍ ÞØÞÚÔYÎGÌYÑâË~Ô�ãâÉ��Ì�Ë�Ñ9ä å ÍPÓØÏ�Í4Ö�Í4ÎjÏ�Û�ÜÒÜÒÍ4ÎjÏ�ÐÒÑ æ ÎYÍ9Ì.Í9Îóê�Í9Ù ÙÅÐÒèGÑ7Û�è�Ë~ÎYÛ�ÎYÐÒÓßãâÉYÍ9Î ë�Î�Ó7Í4ÙeÌ�ÜÝÍ æ ë¯Î�ÓØÍ9ÙeÌYÜÒÍ9ÓÍ9ÐÝÎ�Õ ð ÉYÑ7Í9Î æ ê�ÐÒÍ1ìYÑâËv©�Ð]ÓØÌ>Í5�9Û�Ö�Í9ÎYÍ4ÑßÍK��Ë~ÑßÐ]Ë~ÌYÜÒÍ4Î�Ë�ÌYÉ } ÎYÖ�ÐÒÖ�è�Í4ÐÝÞ7Í4ÎÚÉ�Ë�Ì.Í9ÎQä å Í9Î � Í4ÖÅÉYÐÒÍ4Ñm�Õ ð ÑVè�Í4Î�ÎYÍ4ÎuÏ�ÐÒÑQÌ.Í9Ñ7Í9Ð ÞâÓ æ Ë~Ô�Ó7Ö�Í9ÉYÍ4Î�êlÿ�Û�Îuê�Í4ÑQÙÚÐÒèGÑ7Û�èdË�ÎYÐÒÎYÐÒÓßãâÉYÍ9Î�ë�Î�ÞßÑ7Û�ìYÐÝÍ Smk(U, V,N)Ï�Í9ãâÉ�Ó7Í4ÜÝÞ�Ù Ë~Î ê�ÔYÑâãâÉ�Í9ÐÝÎYÕ<Ë�ãâÉYÍPÓE×EÔ�µ.ù�Ó7Í4ÎòÐÝÎjê�ÐÒÍ§ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍPêYË~ÑâÓØÞ7Í4ÜÒÜÒÔYÎYÖ
Umk(S, V,N)

ä��Û�Î
Umk

è�Ë�ÎYÎçÙ Ë~Î�ÎGÔYÎ�ê�Ô�ÑßãâÉ4'QÍ4Ö�Í4Î�êYÑ7Í5���/ÑßË�Î�ÓØÕ?Û�ÑßÙÚË~Þ7ÐÒÛ�ÎW�4Ôòê�Í4ÎòÌ>Í4ÑßÍ4ÐÝÞßÓ�Ì.ÍPÓØì�Ñ7Û��ãâÉYÍ9ÎYÍ4Îhß�� å � ñ�Û�Þ7Í9Î�ÞßÐÒË�ÜÝÍ9Î�Ï�Í9ãâÉ.ÓØÍ9ÜÝÎQä
ë�Î�Þ7ÑßÛ�ì�ÐÝÍPêYË~ÑâÓ�ÞßÍ4ÜÒÜÝÔ�ÎYÖ

Smk(U, V,N) l ynm�owx Ú%E=⇒
ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍPêYË~ÑâÓ�ÞßÍ4ÜÒÜÝÔ�ÎYÖ
Umk(S, V,N) p Ú%q6Ú%E`{6z ÚsretdzWuvu Ø

=⇒
Ì.Í9ÜÝÐÒÍ4Ì�ÐÝÖ�Íñ Û~Þ7Í9Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÍ

9�ÌGÏ�Û�ÉYÜ�Ï�ÐÒÑ�ÎGÔYÎÚÍ4ÐÒÎW��Í4Ñ7Õ<Ë~ÉYÑßÍ4ÎÚÖ�Í4Õ?ÔYÎ�ê�Í9ÎÚÉ�Ë~Ì>Í4Î æ ÜÝÍ9ÐÒãâÉ�ÞßÍ4Ñ�É�Ë�Î�ê�É�Ë�ÌYÌ�Ë~ÑßÍBñ Û~Þ7Í9Î�Þ7Ð]Ë~ÜÒÍ�9Ô�Û�Î.ê�Í4Î æ Ï�Û�ÜÝÜÒÍ4ÎòÏ�ÐÝÑEêYÐÝÍPÓØÍ§ÐÒÙ Õ?Û�ÜÝÖ�Í4Î�ê�Í9ÎòêYÐÝÑßÍ4è�ÞEË~Ô�Ó�êYÍ4Ñ1à�� Ì>Í9ÓØÞ7ÐÒÙÅÙÚÍ9ÎQä
X$ê�V5X ï Öf_�Ïf_bÓ5ÑFíAîb\KÑ �~_bÑ"\$Ò�Ú*]^\
2¯Ä ¸ Â � ¶ Í9ÓØÞ7ÐÒÙÅÙwÔYÎYÖ ê�Í9Ñ�èdË�ÎYÛ�Î�ÐÒÓßãâÉYÍ4Î�Õ?ÑßÍ4ÐÒÍ4Îòë�ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ Fk (T, V,N)

ä
æOé*îðôOñ¾ô�`7ó�é�ï�ñ¾ì�î ò*òxw�� O
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� ÐÝÑ/è�Û�ìYì.Í9ÜÝÎ§êYË�ÓQÌ>Í ÞßÑßË�ãâÉ�ÞßÍ ÞßÍ¯àGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ë~ÎuÍ4ÐÒÎ �~} ÑßÙÚÍ4Ì�Ë�êlêYÍ4Ñ"�/Í4ÙÚì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑ

TW
ä å Í9ÓÄ�Ï�Í9Ð ÞßÍ4ÑßÍ4Î Ï�Í4Ñâê�Í4Î¼��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î

V
ÔYÎ�ê¼�/Í4ÐÒÜ]ãâÉYÍ4Î��PË~ÉYÜ

N
è�Û�Î�ÓØÞßË�Î�Þ�Ö�Í4É.Ë~ÜÝÞ7Í4ÎVä å Ë�Ó�ÉYÍ4Ð'´~ÞË~ÜÒÜÝÍøàGá�Ó�ÞßÍ4ÙÚÍøê�Í9Ówè�Ë~ÎYÛ�ÎYÐÒÓßãâÉYÍ9ÎSë�Î�Ó7Í4ÙwÌYÜÝÍPÓÅÉ�Ë~Ì>Í4ÎSÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉ�Í9Ó³��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î�Ô�Î�êSÖ�ÜÝÍ9ÐÒãâÉYÍ�VÍ9ÐÝÜ]ãâÉYÍ9Î��9Ë�ÉYÜ ä

ã>ÔYÎ } ãâÉ�ÓØÞEÏ�Û�ÜÝÜÒÍ4ÎøÏ�ÐÒÑEÙÚÐ Þ#)EÐÒÜ Õ?Íeê�Ë�Ó À ËdáGÎYÍ9ÓeÉ Ó7ãâÉYÍ9Îçñ�ÑßÐÒÎ��4ÐÒì�Ó1êYÐÝÍýè�Ë�ÎYÛ�ÎYÐ]ÓßãâÉYÍ§ë�Î�Þ7ÑßÛ-�ìYÐÒÍ
Sk
Ì>Í9ÓØÞ7ÐÒÙÅÙÚÍ9ÎQäp�EÙ êYË�Ó À ËdáGÎYÍ9ÓeÉ Ó7ãâÉYÍ�ñ�ÑßÐÝÎ��9ÐÝìøË~ÎGÏ�Í4Î�êYÍ4Î��4Ôòè�ù�Î�ÎYÍ4Î æ ÙwÔ�ÓßÓ�êYË�ÓàGá�Ó�ÞßÍ æ ìYÑßÛ�Ì.Ë~ÌYÐÒÜÝÐ]ÓØÞ7Ð]Ó7ãâÉwÌ.ÍPÓ7ãâÉYÑßÍ4ÐÒÌYÌ�Ë�Ñ�Ó7Í4ÐÒÎ æ ê�ÍPÓØÉ.Ë~ÜÒÌwÙ ð Ó7Ó7Í4ÎÅê�ÐÒÍ@�/Í4ÐÒÜ]ãâÉYÍ4Î��PË~ÉYÜ N æ êYË�Ó��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î
V
ÔYÎ�êøê�ÐÒÍ§ÐÝÎ�ÎYÍ4ÑßÍuë�ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ§ê�Í9ÓEà�áGÓØÞ7Í9Ù Ó�è�Û�Î�Ó�ÞâË~Î�ÞBÖ�Í4É.Ë~ÜÝÞ7Í4ÎòÏ�Í4Ñâê�Í4ÎQä ½ Ëv�Þ ð ÑßÜÒÐÒãâÉØµ�ÐÝÍs´~Þ�ê�ÔYÑâãâÉwêYÐÝÍ<#�Û�ìYìYÜÒÔYÎYÖuË~ÎwÍ4ÐÒÎ �~} Ñ7ÙÚÍ9Ì�Ë�êwÓ�Þ } Î�ê�ÐÒÖlë�ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ�ÿ�Û�Ù à�áGÓØÞ7Í9ÙÐÝÎ.Ó ¶ Ë�ê�ÔYÎ�ê��4ÔYÑ ð ãâè æ ê�ÐÒÍ§ë�ÎYÍ4ÑßÖ�ÐÒÍ§ÓØÍ9ÜÝÌ.Ó�ÞEÐ]Ó�Þ1Ë�ÜÒÓ7ÛÅÎYÐÒãâÉ�Þ1ÓØÞßË~Þ7Ð]Ó7ãâÉòè�Û�Î�Ó�ÞâË~Î�Þ æ Ó7Û�Î�êYÍ4ÑßÎÓ7ãâÉGÏBË~è�ÞýÿGÐÝÍ9ÜÝÙÚÍ9ÉYÑýÔYÙ Í4ÐÒÎYÍ9ÎÊÕ?Í9ÓØÞ7Í4Î � Ð Þ7Þ7Í9ÜÝÏ�Í4Ñ7Þ 〈H〉 = Uk

ä å ÐÝÍ9Ñw×1Î�Ï�Í4Î.ê�Ì�Ë~Ñßè�Í9Ð Þê�Í9Ó À ËdáGÎYÍ9ÓeÉ Ó7ãâÉYÍ9Îçñ�ÑßÐ'�4ÐÒì�ÓBÏ�ÐÝÑâêøË~Ü]ÓØÛÚê�ÔYÑâãâÉ�Õ?Û�ÜÒÖ�Í4Î.ê�Íuñ�ÔYÎYè�Þ7ÍeÖ�Í4Ï } É�Ñ7ÜÒÍ4Ð]Ó�ÞßÍ Þ�(
• N = const.

• V = const.

• 〈H〉 = Uk = const.

� ÐÝÑ�Ï�Í4Î.ê�Í4ÎøÎGÔYÎ Ë~Ü]ÓØÛÚêYË�Ó À ËdáGÎYÍPÓlÉ Ó7ãâÉ�Í1ñ�ÑßÐÝÎp�4ÐÒìøË�ÎQä
½ Í9Ì.Í9Î�Ì>Í9êYÐÝÎYÖ�ÔYÎYÖ�Í4ÎwÓ7ÐÒÎ�êf�9ÔYÙ Í4ÐÒÎYÍ4ÎÅê�ÐÒÍ ½ Û�ÑßÙÅÐÒÍ4ÑßÔYÎYÖ�ê�Í4Ñ � Ë�ÉYÑâÓ7ãâÉYÍ9ÐÝÎ�ÜÝÐ]ãâÉYè�Í9Ð ÞâÓ7êYÐÒãâÉ��Þ7Í+( à�ìYÔYÑ

(ρ) = 1 ,ÔYÎ�ê¼�4ÔYÙªË�Î�ê�Í4ÑßÍ4Î
ÙeÔ�ÓßÓuË~Ô�ãâÉ
Uk

Õ?Í9ÓØÞ7Ö�Í4É�Ë�Ü ÞßÍ4ÎjÏ�Í4Ñâê�Í4Î æ ÏBË�Ó1Í4ÐÒÎYÜÒÍ4Ô�ãâÉ�Þ7Í4Þ æ Ï�Í4ÐÒÜ êYÐÝÍÕ?Ñ7Í9ÐÝÍuë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍ
Fk(T, V,N)

ÎYÐ]ãâÉ�ÞEÍ5©�ìYÜÝÐ'�4ÐÝÞ�ÿ�Û�Î
U
Ë~Ì�É } ÎYÖ�Þ

à�ìYÔYÑ
(Hρ) = Uk .

ã>ÔYÑ$�jË-©�ÐÝÙÚÐÒÍ4ÑßÔYÎYÖÅÿ�Û�Î
S̃ (ρ) = −kB

àGìYÔYÑ
(ρ ln ρ) y &�8Yä'& zÎGÔ�Þm�9Í4ÎuÏ�ÐÝÑ/ê�Í4ÎQ'/Ë~Ö�ÑâË~Î�Ö�Í^� � ÍPãâÉ�Ë~ÎYÐ]Ó7ÙeÔ�Ó9ä � ÐÒÑQÕ ð É�Ñ7Í9ÎuË�ÜÒÓ7Û�ê�ÐÒÍå'VË�Ö�ÑâË~ÎYÖ�Í^� � ÔYÜÝÞ7ÐÒìYÜÝÐÒè�Ë�ÞßÛ�ÑßÍ4Î

λ1
Ô�Î�ê

λ2
Í9ÐÝÎ æ ÔYÎ�êòÌYÐÒÜÒê�Í9Î ê�ÐÝÍýé�ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î.Ë~Ü]Ë~ÌYÜÒÍ4ÐÝÞ7ÔYÎ�Öp(
∂

∂ρ
{−kB

àGìYÔYÑ
(ρ ln ρ) − λ1

àGìYÔ�Ñ
(ρ) − λ2

à�ìYÔYÑ
(Hρ)} = 0 ,

ÙÚÐ Þ ∂
∂ρ

àGìYÔYÑ
(AF (ρ)) = A∂f

∂ρ

Õ?Û�ÜÒÖ~Þ1êYË�ÎYÎòË�ÜÒÓ7Ûp(
−kB [ln ρ+ 1] − λ1 − λ2H = 0

ÔYÎ�êøÓ7Û�ÙÚÐ Þ�(
exp

{
−
(
λ1

kB
+ 1

)
− λ2

kB
H

}
= ρ
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∂

∂ρ
{−kB

àGìYÔYÑ
(ρ ln ρ) − λ1

àGìYÔ�Ñ
(ρ) − λ2

à�ìYÔYÑ
(Hρ)} = 0

−kB [ln ρ+ 1] − λ1 − λ2H = 0

⇓

exp

{
−
(
λ1

kB
+ 1

)
− λ2

kB
H

}
= ρ

� ÐÝÞ
β = λ2

kB
, 1
Zk

= exp
{
−
(
λ1

kB
+ 1
)} Ö�ÐÒÜ Þ1Ë�ÜÒÓ7Ûp(

ρk =
exp {−βH}

Zk

Zk =
àGìYÔ�Ñ

exp {−βH}

β =
λ2

kBå Ë
ρk
êYË�Ó�é�ÔYÎYè�Þ7ÐÒÛ�Î�Ë�Ü�ÐÝÎ y &`8Yä'& z Ù Ëv©�ÐÒÙÚÐÝÍ9ÑØÞ æ Ö�ÐÒÜ ÞEÎGÔYÎøË~Ü]ÓØÛ�(

Sk = max
ρ

S̃ (ρ) = S̃ (ρk)

= −kB
àGìYÔYÑ

(ρk ln ρk)

= −kB
àGìYÔYÑ

[ρk (− lnZk − βH)]

= kB lnZk
à�ìYÔYÑ

(ρk) + kBβ
à�ìYÔYÑ

(Hρk)ÔYÎ.ê�Î.Ë�ãâÉòë�ÐÝÎ.ÓØÍ4Þm�4Í9Î ê�Í4Ñ ½ Í4Ì>Í4ÎGÌ.ÍPê�ÐÒÎYÖ�ÔYÎ�Ö�Í4ÎòÕ?Û�ÜÝÖ�Þs(
Sk = kB (lnZk + βUk) . y &`8�ä á z

½ ÔYÎ�Ü } ÓßÓØÞ§Ó7Ð]ãâÉ�ÎYÛ�ãâÉÊê�Í4Ñýé.Ë~è�Þ7Û�Ñ
β æ ÔYÎ�êóÿ�Û�Ñ§Ë~ÜÒÜÝÍ9Ù ê�ÐÒÍÅè�Ë�ÎYÛ�ÎYÐ]ÓßãâÉYÍÅé�Ñ7Í9ÐÝÍÚë�Î�Í4ÑßÖ�ÐÒÍÌ>Í9ÓØÞ7ÐÒÙÚÙÅÍ9ÎQä � ÐÒÑEÍ4ÑßÐÒÎYÎYÍ4ÑßÎçÔ�Î�ÓEË~Îøê�ÐÒÍQ'QÍ9Ö�Í4Î.ê�Ñ7Í5���/ÑâË~Î�ÓØÕ?Û�ÑßÙ Ë�Þ7ÐÒÛ�Î	Ë�Ô�Ó�ê�Í9Ñ$� å (
F = U − TS ,Õ?Û�Ñ7ÙeÞBÙ Ë�Î y &`8Yäâá z ÔYÙ æ Ó7ÛÅÕ?Û�ÜÒÖ~Þ�(

− lnZk

β
= Uk −

1

kBβ
Sk .

½ Ë�ãâÉI��Í4ÑßÖ�ÜÒÍ4Ð]ãâÉ ÙÚÐ Þ§ê�Í9Ñ['VÍ4Ö�Í9Î�ê�ÑßÍ^� �VÑâË~Î.Ó�Õ?Û�Ñ7Ù Ë�ÞßÐÝÛ�ÎçÜÒÍ4Ô�ãâÉ�ÞßÍ ÞuÍ4ÐÒÎ æ ê�Ë�ÓßÓ1ê�Í9Ñlé.Ë~è�Þ7Û�ÑÌ>Í4Ð
Sk
ê�ÐÒÍf�VÍ9ÙÅì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑEÓ7Í4ÐÒÎ�ÙwÔ�Ó7Ó æ ÔYÎ.ê�Ï�ÐÒÑ�Í4ÑßÉ�Ë�Ü ÞßÍ4Î�(

T =
1

kBβ
⇔ β =

1

kBT
,

ÔYÎ.êòÓßãâÉYÜÒÐÝÍs´�ÜÒÐÒãâÉF(
Fk = − lnZk

β
= −kBT lnZk



&sÌ+Á .0/$18254�687~����;�/SB�OS68TK6 ;�26�"!�4�2�¹@6:6HBSC<68G¼PË7F6HC
� ÐÝÑBÕ<Ë�Ó7Ó7Í4Î��4Ô.Ó7Ë�ÙÅÙÚÍ9Î�(
�Iºp� � � Ä Æ � Ç ¸ Æ Ï � Æ ¸<��¹ Â ¸>� o�Â º ÆPÆ9Ä Æ � Ç �|�

#§Ë~ÎYÛ�ÎYÐÒÓßãâÉYÍS��Í4Ñ7Þ7Í4ÐÒÜÒÔYÎYÖp(
ρk =

exp {−βH}
Zk#§Ë~ÎYÛ�ÎYÐ]Ó7ãâÉYÍfã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓßÓØÔ�ÙÅÙÚÍ+(

Zk (T, V,N) =
àGìYÔ�Ñ

exp {−βH}
#§Ë~Î�Û�ÎYÐ]Ó7ãâÉ�Í1Õ?ÑßÍ4ÐÒÍ§ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ+(

Fk (T, V,N) = − 1

β
lnZk (T, V,N)

#§Ë�ÎYÛ�ÎYÐ]ÓßãâÉYÍS� Ís´�Ï�Í4Ñ7Þ7Í+( 〈A〉 =
àGìYÔ�Ñ

(Aρk)

�Iºp� � � Ä Æ � Ç ¸ Æ Ï � Æ ¸<��¹ Â ¸>�Äwx�"º��+û�¸<�"��¸<� Ç º�� Ä Æ � Ç �|�

#§Ë~ÎYÛ�ÎYÐÒÓßãâÉYÍS��Í4Ñ7Þ7Í4ÐÒÜÒÔYÎYÖp(
ρ̂k =

exp
{
−βĤ

}

Zk#§Ë~ÎYÛ�ÎYÐ]Ó7ãâÉYÍfã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓßÓØÔ�ÙÅÙÚÍ+(
Zk (T, V,N) =

àGìYÔ�Ñ
exp

{
−βĤ

}

#§Ë~Î�Û�ÎYÐ]Ó7ãâÉ�Í1Õ?ÑßÍ4ÐÒÍ§ë�ÎYÍ9Ñ7Ö�ÐÝÍ+(
Fk (T, V,N) = − 1

β
lnZk (T, V,N)

#§Ë�ÎYÛ�ÎYÐ]ÓßãâÉYÍS� Ís´�Ï�Í4Ñ7Þ7Í+( 〈
Â
〉

=
àGì�ÔYÑ (

Âρ̂k

)

X$êÇV�� .ÅgAÏ0IÎ� Öf_�Ïf_bÓ5ÑFíAîb\KÑð�~_�ÑF\$Ò�Ú*]^\
2�Ä ¸ Â �

Ωgk (T, V, µ)
Ì>Í9ÓØÞ7ÐÒÙÚÙÅÍ9ÎQä

� Ä ûs��º�û Ä�� �H�
• #1Û�ìYìYÜÒÍýàGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ë�Î �~} Ñ7ÙÚÍ9Ì�Ë�ê�ê�Í4Ñ��/Í4ÙÚì>Í4ÑâË�ÞßÔYÑ

TW.

• #1Û�ìYìYÜÒÍýàGá�Ó�ÞßÍ4Ù Ë�Î*�/Í4ÐÒÜ]ãâÉYÍ4ÎGÌ�Ë�ê	ÙÚÐ Þlê�Í4Ù ãâÉ�Í4ÙÚÐÒÓßãâÉYÍ9Î�ñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~Ü
µW.

• ��Û�ÜÒÔYÙÚÍ4Î V Ï�ÐÝÑâêòè�Û�Î.Ó�ÞâË~Î�Þ�Ö�Í4É�Ë�Ü ÞßÍ4ÎQä
� ÐÝÞ�)EÐÒÜ Õ?Íýê�ÍPÓ À Ëdá�Î�Í9ÓeÉ ÓßãâÉYÍ4Îçñ�Ñ7ÐÒÎ��9ÐÝì�ÓEè�ù�Î�ÎYÍ4ÎòÏ�ÐÝÑ�ÎGÔYÎ

ρgk
Ì.Í9Ñ7ÍPãâÉYÎYÍ4ÎVä

å Ë�Ó À ËdáGÎYÍPÓlÉ ÓßãâÉYÍ�ñ¯Ñ7ÐÒÎ��4ÐÒìøÐÒÓØÞ�ÉYÐÒÍ4Ñ1Ë�Î�Ï�Í4Î.ê�Ì�Ë~Ñ æ êYË
• V = const

• 〈N〉 = Ngk

• 〈H〉 = Ugk æ Ë�Ô�ãâÉòÉYÐÝÍ9Ñ�ÐÒÓØÞ E Î�Ë�Þ ð ÑßÜÝÐ]ãâÉ�Î�ÐÒãâÉ�Þ�è�Û�Î�Ó�ÞâË~Î�Þ9ä
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� ÐÒÑjÏ�Í4Î�ê�Í9ÎxÎGÔYÎ Ï�ÐÒÍ9ê�Í9Ñ7Ô�ÙnêYË�Ó�'VË�Ö�ÑâË~ÎYÖ�Í^����Í4Ñ7Õ<Ë~ÉYÑßÍ4Î Ë�Î æ Ï�ÐÒÑ Ï�Û�ÜÝÜÒÍ4Î S̃ (ρ) =
−kB

àGìYÔYÑ
(ρ ln ρ)

ÔYÎ�Þ7Í9ÑEê�Í4Î ½ Í4Ì>Í4ÎGÌ.ÍPê�ÐÒÎYÖ�ÔYÎ�Ö�Í4Î
àGì�ÔYÑ

(ρ) = 1 y ½ Û�Ñ7ÙÚÐÒÍ4ÑßÔYÎYÖ zàGì�ÔYÑ
(Hρ) = UgkàGì�ÔYÑ
(Nρ) = Ngk

Ù Ëv©�ÐÒÙÚÐÝÍ9Ñ7Í9Î�(
∂

∂ρ
{−kB

àGì�ÔYÑ
(ρ ln ρ) − λ1

àGìYÔYÑ
(ρ) − λ2

àGìYÔ�Ñ
(Hρ) − λ3 (Nρ)} = 0

⇓ ∂
∂ρ

à�ìYÔYÑ
(AF ) = A

∂F

∂ρ

−kB [ln ρ+ 1] − λ1 − λ2H − λ3N = 0

⇓

exp

{
−
(
λ1

kB
+ 1

)
− λ2

kB
H − λ3

kB
N

}
= ρ

� ÐÝÞ
β = λ2

kB

ÔYÎ�ê 1
Zgk

= exp
{
−
(
λ1

kB
+ 1
)} Í4ÑßÉ�Ë~ÜÝÞ7Í9Î�Ï�ÐÒÑ�(

ρgk =
exp {−β (H − µN)}

Zgk

Zgk =
àGìYÔYÑ

(exp {−β(H − µN)})

β =
λ2

kB

µ = −λ3

λ2ë¯ÓBÖ�ÐÝÜÝÞEÎGÔYÎ�(
Sgk = max

ρ
S̃ (ρ) = S̃ (ρgk)

= −kB
à�ìYÔYÑ

(ρgk ln ρgk) æ ë�ÐÒÎ�Ó7Í Þ��4Í4Îøÿ�Û�Î ρgk

= −kB
à�ìYÔYÑ

(ρgk (− lnZgk − βH + βµN)))

= kB lnZgk
àGìYÔYÑ

(ρgk + kBβ
àGì�ÔYÑ

(Hρgk) − kBβµ
àGì�ÔYÑ

(Nρgk)

= kB lnZgk + kBβUgk − kBβµNgk æ Î�Ë�ãâÉ�ë�ÐÒÎ�Ó7Í Þ��4Í4Î ê�Í9Ñ ½ Í9Ì.Í9Î�Ì>Í9êQä Í9Î
9lê�Í9ÑBè ð Ñm�9Í4Ñ�(

− lnZgk

β
= Ugk − TSgk − µNgk = Ωgk (T, V, µ)

� ÐÒÑBÕ<Ë�ÓßÓØÍ9Î�Ï�ÐÒÍ9êYÍ4ÑßÔYÙ �4Ô.Ó7Ë�ÙÅÙÚÍ9Î�(
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¾lÑßÛ�´�è�Ë�ÎYÛ�ÎYÐ]ÓßãâÉYÍ���Í9ÑØÞßÍ4ÐÒÜÝÔYÎ�Öp(
ρgk =

exp {−β (H − µN)}
Zgk¾lÑßÛ�´�èdË�ÎYÛ�Î�ÐÒÓßãâÉYÍ#ã+Ô�Ó�ÞâË~Î�ê�Ó7Ó7ÔYÙÚÙÚÍ�(

Zgk =
àGìYÔ�Ñ {exp (−β (H − µN))}

¾lÑßÛ�´�èdË�ÎYÛ�Î�ÐÒÓßãâÉYÍ9ÓË� å � ñ Û~ÞßÍ4Î�Þ7Ð]Ë~Ü·(
Ωgk = − lnZgk (T, V,N)

β¾lÑßÛ�´�è�Ë~ÎYÛ�ÎYÐÒÓßãâÉYÍ9ÑË� Ís´�Ï�Í4Ñ7Þs( 〈A〉gk =
àGìYÔ�Ñ

(Aρgk)

Ò È ��ÓLo º�� � � Ä<Æ � Ç ¸ Æ ÏS� Æ ¸���¹ Â ¸¬�	wx��º��+ûs¸<����¸<� Ç º�� Ä<Æ � Ç �v�

¾lÑ7Û+´�è�Ë~ÎYÛ�ÎYÐ]Ó7ãâÉYÍS��Í4Ñ7Þ7Í9ÐÝÜÒÔYÎYÖ�(
ρ̂gk =

exp
{
−β
(
Ĥ − µN̂

)}

Zgk¾lÑ7Û+´�è�Ë~Î�Û�ÎYÐ]Ó7ãâÉ�Í#ã>Ô�ÓØÞßË�Î�êYÓßÓØÔ�ÙÅÙÚÍ+(
Zgk =

àGìYÔ�Ñ {
exp

(
−β
(
Ĥ − µN̂

))}

¾lÑ7Û+´�è�Ë~Î�Û�ÎYÐ]Ó7ãâÉ�Í9ÓË� å � ñ Û~Þ7Í9Î�Þ7Ð]Ë~Ü·(
Ωgk = − lnZgk (T, V,N)

β¾lÑßÛ�´�è�Ë�ÎYÛ�ÎYÐ]ÓßãâÉYÍ4Ñ@� Í5´�Ï�Í9ÑØÞ�( 〈
Â
〉

gk
=

àGìYÔ�Ñ (
Âρgk

)



| }@~����4���ìë{z

£�� � k �:�«â § �«¬¿ÀÞ� § � ¾
| § ��}
�¥¦�~Þ�«} ��~@� * �,� ~R� ����~ �

�����{�������h�����e�����d���2���h�����n�e�d��������� ����¡)�v�e¢����h�
ρmk £ ρk

�����
ρgk

�¤�n���¦¥������h§¨���e�h����¤� �����'���n�e�#��©�ª��e�h�v�«���¬���n����¢¬�'�­�n���¤�d� £ ��§®�n�e���0¡�¢��v���n¡)���¯���h�v¡°�°±�²¤� �����³§��#�´���n��µ�ª
¶ �;·����¤�h�¹¸^º¦�d¡°��¢�¡»�¬��¢����X�v¼ �����³¥T���v�n§a���e��½ £ � ¶ �0©[��§¾�n�e���2���h�v¡°�°±�²¤� �����{§��#�<�¤�n�¿T� �»À¤�X� ¶ �Á�n���d�h�e¼ �)�v�h�v�Â¸GÃ0�¬��¢����e��¼ ���Ä�����ÁÅ¯�v¢�Æ�¡»�¬��¢����X�v¼ ���h��¥T���v�n§a���e��½8©�Çy���J�¤�h����h�����n�e�d��������� ����¡)�v�e¢����h�¦�¤�n�´�n�)���v²����h¼ ���h���¤�h��¥������h§¨���e�h��¡�¢����)�v�n�¦���d�«�h�)���v²��v��¼ ���n��È�¤�h�a¿É¢��v�n�)���e���d�

Smk (U, V,N) , Fk (T, V,N) ,
� ¶ �0©

Ωgk (T, V, µ)
�g�h���v�e§�§«�T�­�n� �¤�n��©ª´�d��Ê'�h�[�h�d�X��±������e���n��¿É¢¬���n�)�v�X�¬�e�Ë�e���v�v�n�<���X¼ �<�¤��� ¼ ��ÌÍ�n���h���¤���ÎÈ%µÍ� �»� ¢a�����'���d§�§��n�ÍÏ

Smk (U, V,N) ⇒ Umk (S, V,N) ⇒ Fmk (T, V,N) ⇐ Ωmk (T, V, µ)uBynm�owx Ð%Ñ p Ð%q�Ð%ÑnÒnÓ^Ðsrdt�Ó¡u�u#Ô p Ð%qvÐ%ÑhÒnÓ Ðsret�ÓWuvu#Ô
Sk (U, V,N) ⇐ Uk (S, V,N) ⇐ Fk (T, V,N) ⇐ Ωk (T, V, µ)

Sgk (U, V,N) ⇐ Ugk (S, V,N) ⇐ Fgk (T, V,N) ⇒ Ωgk (T, V, µ)

Õ������'���n�e�#���v�X¼ �J�°���Ä�¤�e�«Ö�� �¬��� £ ¢��

Smk = Sk = Sgk

Umk = Uk = Ugk ? Tmk = Tk = Tgk

Fmk = Fk = Fgk ⇒ pmk = pk = pgk

Ωmk = Ωk = Ωgk µmk = µk = µgk

���d�d� £ ��© ��©Í���d�0� � �¬���n�×����� £ ¢��Ø�����«�¤�h�aÅ¯�d�h�e¼ �����n�d�¨�¤�n�¨�ÎÀ°�v�h�����eÙ��h�Ú�T���v�X�¬���d�h������¼ ��¤�e�aÅ¯�e�n�X¼ �����h�#�´���n�y�e�)�v�n�����eÙ��h���T���v�X�¬���d�h�J� ¢��d���h©gÕy§R�¬�¤�T�¤�e�h�v�¨Ö�� �¬���Ë�n�e���¨Çy�)�'�­¢��v�
¶ �Ä·����¤�h� £ §¨±����v�n�¦���e�´����� ¶ ����Û�¼ ���'�¯§��#�0�¤�n§ÝÜ­�n���v�dÞØ�¤�n�aß�à á°â�ã¬ä°å¬æ¤ä)ç)èÎä;¸êé�ëìæ�å¬íî æ�ã îêï^ð ä�èÎäñ½­�¬���v�n�e���¬���¤�n� ���n� ¶ �n��©

ò¬ó�ô
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Çy�����d�X�¤����� ô � © ô Ï"!$#¤���v�n§
Σ̃

%'&)( % *�+-,).�/
,102/
3547698'6
:;�d���g�Î������¼ �)�v�n���n�e��!$#¤�'���n§ £ �������¬���n�e�	:5Û¬��§ �h�����J���h¡�¢�²�²��h�#���X�'��©Í¸^Ç�����© ô-� © ô ½
;y�e�n�Ë�X�'�

Σ̃
�h�d�×�X��¢��d�e�n�v�v����!$#¤���v�h§ §��#�0¡�¢��������¬�)���n�

(Ũ , Ṽ , Ñ), Σ
���X¼ ���0�X��¢��d�e�n�v�Ë§ �d�¡�¢����'� �¬�)�v�h�

(V,N).ª´���0��¢��e��§��n�
V

�����Ø�¤�d� µ �n�e�X¼ ���n� ¶ �¬��� N ���h�7!$#¤���v�h§ ���0¡=<������h�����e�v¢ £ �e�����h�v���¬�e��¤�n�ÉºÄ�hÆ����h���¬���d��¡��n�d�v�h� £ �nÀ��¬¡)� �g�h���v�e§�§«�É�[�h���¤�h��©>Ü[�n�v� ��¼ �)�v�h�«���e��Ê'���¤¢¤¼ �a�¤�e�[�e�����h�v�¥T���h�v���d�
U,

�v¢¯�v�n���h�¨���e� £ �­�n���¨���e�É�����>!$#¤���v�n§ �v�n���x���n�����¨�g�Î������¼ �����n� £ ¸G�'� �»�v�X��¼ ����½!¤¼ �°�­����¡°�������n��©
����¼ �A���n�5Å¯�h�v�Î� ¶ �n� £ �¤�e�Ä���d� �d�5�¤�h� µ�ªÝ���Î� �������n�;�������h� £ ��±�� �¤�n�A���e�³� ±��������!$#¤�'���n§ �d§ Å¯�d�h�e¼ �����n���X¼ �)���h�v���¬�v�v�h� £ ����Æ��v�X¼ �:�h�d���<� �h���v�¦µ �n§�²��h���¬�v���

T = TW�n�e�����v�n�e�d� £ �v¢³���¬Æ³�¬��¼ ���¤�e�Ë�d�����n���0¥T���h�v���d�
UTD

¡�¢���������������Û¬����©
ª��e�h�v���v���n��§ ¢¤�?#°����§��e��¼ ����¡�¢����'� �¬�)�v���e�����h�v��¥T���h�v���d�

UTD
�e���¨���h�����¤���¤�n�¨º¦�#�v�v�n�dÈ�[�h��� £ ��§@���n�

U
���v���n���h©�ª´�d������!)���v�h�������³¡@<������n�����d�������n��§�¢°�"#)���¬§��e��¼ �����e¼ �)���g�ÎÈ�v¼ ���v�h�d�g�n��©

ª��e�³���e�n�X¼ ���h�BAy�h�v���#� �»���³�n����Û¬�d�0§����×� ±��¨�����0��¢��e��§��n�
V £ �[�h����§������n�e�C!?#°���v�h§

ΣV
�¬�{�h�d�:��¢��e��§��n�°������¡�¢�²�²g�n�d� £ � ¶ �0©É� ±�� �¤�e��µ �n�e�e¼ ���n� ¶ �¬��� N £ �­�n���:§³�¬�{�h�d�!$#¤�'���n§

ΣN
�¬���n�e�<µ �n�e�X¼ ���n�°����� ¡�¢�²�²g�n�d�h©

DFEHGJILKLM=N
O����¤���¤�Î·����d�h����� Ã´¢�²�²��d����� �n�e�����2!?#°���v�h§��h�Ë�¬�×���h�d���³Õ�§ ���n�������J�h�)���v²��v�X¼ �)�´�h�d���h§��²g� ¶ �d�h�d�e�n��µ�ªyÈs¿É¢¬���n�)�v�X�¬�ê©)ª¯�¬�g�n�ñ�v�d��� �¤�e�´���¬�v±����e�e¼ � �nÀ°�v�n�����eÙ��h�JÅ¯�P<�Æ��h� �¤�h�­¿É¢¬���n�¤È�v�X�¬�e�h�¨���n� ����� �v¼ ���������n�e�����v�h�d�e���¬� £ ���d�e� �¬���¤�n���n�Ø�nÀ)���n���v�eÙ��n��Å¯�Q<������h�Ø���e���R!¤¼ �°���¬�¤È¡°�������h�J�������n���[¢���� �h��©
:;�d�´���¬�g�n�2���e�v���h�´�¤�e��!¤¼ �����v§��d�����n�e�[�h����� 〈U〉 , 〈V 〉 , 〈N〉 §��d�¯�¤�h�2ºÄ�nÆ��[�h�����n�Ä�¤���!$#¤�'���n§��h�É�X�¤�h�����#· ¶ �e�n�v�h©S:;�e��§¨±������h�¨�����É�)���¨� � �¬���n� £ ���¬���������x±��g�n��������²¤��§H<����e�X¼ ��e���h©�Ì��e�n�����n�e�T!$#¤���v�h§®§��d�

N → ∞ Ù�¢�� £ ��������¢�§�¢����n�<�X�'� £ �����¦���X¼ �Ä�e§ÝÅ¯�e�n�X¼ �����ÎÈ���e¼ �)�Ë���n·����¤�n� £ �v¢J�h�v���¬�v�v�h�¦���e� ¶ ����Û�¼ ���'�Ë¡��h�d���H!¤¼ �°���¬��¡°�������n�Í©gÜ­�Î������¼ �)�v�n�2���d�Ê'�h�¤¢¤¼ ���h�d�{���h�d�e�n���e�2¡°�e�n�e���h� µ �n�e�e�P#¤�'���n§ £ �v¢¦���n���h�����d���¤��� ¼ �������¨���>Ù�¢��Ø�¬��� £ ���¬Æ
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Çy�����d�X�¤����� ô-� © ò Ï¤ºÄ�hÆ��­�n�v��È%ºÄ�d���v�h�d�­�n�v��È%ÃË� �¬§

!¤¼ �°���¬��¡°�������n�����¤�D�v���Î���n��©ÉÕy�����h�YXg�e�n���X�'� �h� £ �¤�d�����n�v�v�h�d�e�����)�'� ����¡)�v�e¢����h� £ ���d���n�e�!$#¤���v�h§ �g�h��¼ �����n�e���h� £ §H<����e�X¼ ���'���v¼ ���¬�v� ¶ �{�����#���n��©�ª¯��� ���h�d�e�����a�e�����g�h�v¢����¤�n��� � ±��§³�¬¡°��¢��v¡�¢�²��e��¼ ���F!?#°���v�h§��0�v��¼ ���������h©
Ü­�n�x�n�e���h�¯ºÄ���v�v�����J���d� �Ä�h�d�T:Ú�h���¯���n§����v�v�n� £ �¤�e�¨���n§��h�����h���n�Z:Ú�h�����a���v���n���h�2��§�¤�h�¨ºÄ�d�����n�e�[�h����©h¥�� §¨��Æ´�¬�g�n� ���n� ¢�� �¤�n�v�Í�­�n� �¤�n� £ ���¬Æ¯�¤�e�h�v�[Xg�¤�^���d�X��Ù��n�v�v�h�d�e��������¼ ��������X�'� £ �ñ© ��©�����Æ

ºÄ�d���v�h�d�­�n�v� ≈ ºÄ�nÆ��[�h���
���d�d�h©
:;�d�a��¢¬Þ��n�����e�v¢Ä�¬�¤�y�h�d��� §�<����e�e¼ ���'�¨��¼ ���¬�v� ��¥T���h�v���d�hÙ��n�v�v�h�d�e����� £ �v¢¦���¬Æ¦�¤�e�n�ºÄ�hÆ��­�n�v�����n§@º¦�#�v�v�n�e�­�n�v�y§�<����e�e¼ ���'�����¬���¯¡�¢�§�§«� £ ���d�0�e� ô-� © ò ��¡°� ¶n¶ �d�h����©
:;�e�<���h�v��¼ �����n�Á�)��� �¤�e��\�èÎëdã îGï^] è×ßñà�á¤â�ã»ä°å¬æ¤ä)ç £ �¤�e�×���d�JÊ��{�e§¾§³�¬¡°��¢��v¡�¢�²��e��¼ ���n�ÌÍ�d§��h�¯���n� ���¤�aÙ��n� ��¼ �)���e���¤�h�2�v¢��e� £ � ±�� U �����

N
�e���¬�e�d�h�2¥T���v�n§a���e�h�h©�ª��e�	\vèÎëeã îêï^] èßñà�á¤â�ã»ä°å¬æ¤ä)ç �X�'�����h���h���h���¤����¼ �

Γ (A) =
σ(A)

〈A〉 =

√〈
(A− 〈A〉)2

〉

〈A〉 =

√√√√
〈
(A− 〈A〉)2

〉

〈A〉2
.

ª´�d�0¥������h§¨���e�h����Û¬�����n�<�¬�e�d�Ë�ÎÀ¤²��e� ¶ �d�yÙ�¢��
V

�¬� £ ��¢³����Æ ���v�n���
Γ(V ) = 0

���d�d�h©
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_a`cbd_>bd_ egfihcj
hFkdl$mon�pqlsrthFl@p
uwvFxdp
y{z
|LyJ|LyJ|Ly }�~ M-�S�"����M��
��GC���J�

U

U = 〈H〉
σ2(H) =

〈
(H − 〈H〉)2

〉

=
〈
H2
〉
− 〈H〉2

=

!°²���� (
H2e−βH

)

Zk
−

!°²���� 2 (He−βH)
Z2

k

=
1

Zk

∂2Zk

∂β2
−
(

1

Zk

∂Zk

∂β

)2

=
∂

∂β

(
1

Zk

∂Zk

∂β

)

=
∂2

∂β2

(
β

β
lnZk

)

= − ∂2

∂β2
(βFk)

:;�d�����h§ �h�v¡��n� £ ���¬Æ�!¤¼ �°���¬��¡°�������n��¢¬Þ��n�����X¼ �)�v�e�e¼ �<§��#�¯�¤�n��� ���n�e�n�Ä¥����n�����e� ¶ �����¬§ È§��n����Û������h� £ �g�nÙ�¢������d���������h�v��A���¼ ���°�����a� ¢��v���v�Î� ¶ �n�Í©
= − ∂

∂β

(
∂

∂β
(βFk)

)

= − ∂

∂β

(
Fk + β

∂Fk

∂β

)

= − ∂

∂β

(
Fk − T

∂Fk

∂T

)
£ β =

1

kBT

= −dT
dβ

∂

∂T

(
Fk − T

∂Fk

∂T

)

= kBT
2

(
∂Fk

∂T
− ∂Fk

∂T
− T

∂2Fk

∂T 2

)

= −kBT
3∂

2Fk

∂T 2

:;�d���h�v���¬�d�v�n��§��#� ∂2Fk

∂T 2 = − ∂S
∂T

= −N
T
cV

Ï

σ2 (H) = −kBT
3∂

2Fk

∂T 2
= kBT

2NcV

:;�d�­�g�n§��n��¡��h� £ ����Æ¨�v�e¼ �³���n�e���������¬�v�X�'���e��¼ ���´Å¯�Q<�Æ��n�³�¤��� ¼ � µ�ª�È%Å¯�Q<�Æ��n�³�¬�����¤��±�¼ ¡��h��e���v�v�n�Í©
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:;�e�������'���d§�§��n�Ä�°���<�¤�e�0�v�h�e�¬�v�eÙ���!¤¼ �°�­����¡°����� Ù�¢��

Uk
¶ �

Γ (Uk) =

√
σ2(H)

〈H〉2
=

√
kBT 2NcV

U2
k

=

√
kBT 2cV
u2N

,

�­¢��g�n�y���e� Ù�¢��
U ¶ � u = U

N

±��g�n�����h���¬�����n�A�v�d��� £ �­��� ¶ ��� Ü­�d�X�¤���������h� ÌÍ�d§��h�
N → ∞ ��¢��'�[�h���¤�e� �X���h©":;�e�����h§��n��¡��n� ¶ ����Û�¼ ����� £ ���¬Æ

Γ (Uk) ∝
√

1

N
,

��§@�[�h�#���n� ¶ �<�g�n§��n��¡��h� £ �����
lim
N→∞

Γ (Uk) = 0.

�
�"�=ILM=N�:;�d�a�n���­�������Î�yÙ��h����¼ �°���d���¤�Î���¤�e��!�¼ �)���¬��¡)����� £ �­�n���¦���d�¯������§³�¬¡°�v¢)��¡�¢�²��dÈ�v¼ ����!$#¤���v�h§ �g�Î�v� ��¼ �)���n��©�ª´�d�0¡»����¢����X��¼ ���´¥����n�����e�Ë�e�������¬���<��¼ �������Í§��hÆ������h©
y$zq|�y�|�y�|^� }�~ M ���o����M��
��Gs�J���

N

σ2 (N) =
〈
N2
〉
− 〈N〉2 = N2

k −N2
k = 0,�������e�#�y�¬�X�v¢

Γ (N) = 0,���e�v¢a�X�����¤�d�«µ �n�e�X¼ ���n� ¶ �¬���ñ��¼ ���¬�v� §��hÆ������h©
�
�"�=ILM=NËª´�

N
���¬�v±����e�e¼ ���É�T���v�X�¬���e� £ �[�h�d��������¼ �

Fk (T, V,N)
Ù�¢������h���n�g�n� £ �X��� £ ��¼ �°�­����¡)�

N
���e¼ �)�h© Ö ±��

N → ∞ ���h���n�����e�«�n�e��� p'� ���eÙ»�¬�e�n� ¶ §��#� �¤�n§ §��d¡°��¢�¡»�¬��¢����dÈ�v¼ ���h�J¥������h§¨���e� £ �����¤�d�7!�¼ �)���¬��¡)�����
Γ (Uk)

�������<�¬��¼ ��Ù��h����¼ �°���d�����Î�h©
_a`�bd_ib�� ���oj>�
��fihcj
hFkdl$mon�pqlsrth�l{pqu�vFx�p
y$zq|�y�|^�a|�y }�~ M ���o����M��
��Gs�J���

U

U = 〈H〉
σ2 (H) =

〈
(H − 〈H〉)2

〉

=
〈
H2
〉
− 〈H〉2

:;�e�����e���v�n�����h�v�h�#� � £ ���¬Æ
〈H〉 = 〈H − µN〉 + µ 〈N〉
〈
µ2
〉

=
〈
(H − µN)

2
〉

+ 2µ 〈(H − µN)N〉 − µ2
〈
N2
〉
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���e�#� £ �������h�v�����#���n�<�¤��� ¼ �J¥��d���v�Î� ¶ �h��Ï

σ2 (H) = − 1

β2

{
β2

(
∂

∂β

)2

− 2βµ

(
∂

∂µ

)(
∂

∂β

)
+ µ2

(
∂

∂µ

)2
}

(βΩgk)

≈ cVNÖx±��y�¤�e�0�v�h�e�¬�v�eÙ���!¤¼ �°�­����¡°����� ���e�#���������
Γ (H) ≈

√
cVN

U2
=

√
cV
u2N

∝
√

1

N
.

:;�d� ¶ �2�n�����¬�v�v�n�2�­��� £ Ù��h����¼ �°���d�����Î�¯���e�v¢J���d�Y!¤¼ �°�­����¡°�����J���d���¤�n�Ë�e§ µ�ªyÈ%Ì��e§��h�� ±��y§³�¬¡°��¢��v¡�¢�²��e��¼ ���F!?#°���v�h§���©
y{z
|LyJ|���|�� }�~ M-�S�"����M��
��GC���J�

N

Ngk = 〈N〉
σ2(Ngk) =

〈
N2
〉
− 〈N〉2

=

!°²���� (
N2e−β(H−µN)

)

Zgk
−
( !°²���� (

Ne−β(H−µN)
)

Zgk

)2

=
1

β2Zgk

∂2

∂µ2
Zgk −

1

β2Z2
gk

(
∂

∂µ
Zgk

)2

=
1

β2

(
∂

∂µ

1

Zgk

(
∂Zgk

∂µ

))

=
1

β2

∂2

∂µ2
lnZgk

= − 1

β

∂2

∂µ2

(
− lnZgk

β

)

= − 1

β

∂2

∂µ2
Ωgk

∝ κTN

�q�"�@I�M@N¯ª´�d�H!¤¼ �°�­����¡°�����³��Û����¬�´�)����Ù�¢�§@���v¢�Æ��h�<µ�ª�Ès¿x¢��v�h�����e��� ��� £ �����Ä�eÛ�Æ¬�´�v�X¼ ����e�h�¤�h�v��§ �°���y�¤��� ¼ �<µ�ªyÈ'Å¯�P<�Æ��h�J�¬���v�¤��±�¼ ¡��n��©
Öx±��y�¤�e�0�v�h�e�¬�v�eÙ���!¤¼ �°�­����¡°����� �n�����¬�d�v�h�J���e�hÏ

Γ (Ngk) =

√
σ2(Ngk)

〈Ngk〉2
∝
√

κT
Nu2

�q�"�@I�M@NF�%§®µ�ªyÈ%Ì��e§��h���X�'�y�¤�e�«µ �n�e�e¼ ���h� ¶ ����� N � �h���h©
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�
fihcj�h�kdl$m�ncpqlCrthFl@p
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U

Umk = 〈H〉
σ2 (H) =

〈
H2
〉
− 〈H〉2 = U2

mk − (Umk)
2

= 0

⇒ Γ (Umk) = 0

y$zq|�y�|�¡�|^� }�~ M ���o����M��
��Gs�J���
N

Nmk = 〈N〉
σ2 (N) =

〈
N2
〉
− 〈N〉2 = 0

⇒ Γ (Nmk) = 0

�
�"�=ILM=NËª´�������[§��e¡°�v¢�¡>����¢����e��¼ ����!?#°���v�h§ �X��¢��d�e�n�v�­�X��� £ �v�d��� N �����
U

Ù�¢�� � ���'�yÙ�¢��vÈ���n���n�g�n� £ ������¡��n�e���h�	!¤¼ �°���¬��¡°�������n�J���)�v�h�v�­¢��v� �n��©

_a`�bd_ib�` ¢�£Fl{f�u¤u¥pqh�¦Qfil$l$£�h�§

¨�I�©a�S��©"�"������ILE���� ~ EHDF��E ~{ªT« K ~ N
〈
(∆U)

2
〉
ρmk

= 0
〈
(∆N)

2
〉
ρmk

= 0
⇒ limN→∞

〈(∆U)2〉
ρmk

U
= 0

limN→∞
〈(∆N)2〉

ρmk

N
= 0

¬t�"������ILE���� ~ EHDF��E ~{ªT« K ~ N
〈
(∆U)

2
〉
ρk

= kBT
2cVN〈

(∆N)2
〉
ρk

= 0
⇒ limN→∞

〈(∆U)2〉
ρk

U
= 0

limN→∞
〈(∆N)2〉

ρk

N
= 0

­ �S�o®a©"�"���J�
I�E ��� ~ EHD��
E ~$ªZ« K ~ N
〈
(∆U)2

〉
ρgk

∝ NcV
〈
(∆N)

2
〉
ρgk

∝ κT
⇒ limN→∞

〈(∆U)2〉
ρgk

U
= 0

limN→∞
〈(∆N)2〉

ρgk

N
= 0
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:;�d�����h§ �h�v¡��n� £ ���¬Æ³�¤�e� p'� ���dÙ»���d�h� ¶ �¤�n�´��¥T���v�n§¨���d���y�¬�¤���¤�h§ ���n� ��¼ �)���e���¤�h�Ä�¤�n�!¤¼ �°�­����¡°�������n�«�e§ µ�ªyÈ%Ì��e§��h�

N → ∞ ���h�v������©»ª��e� p'� ���dÙ»�¬�e�n� ¶[¶ ���e��¼ ���n�a§��d¡°��¢�¡»�»È��¢����e��¼ ���n§®�����¦¡>����¢����e��¼ ���n§@¥T���v�n§a���d�a�[¢��d�e�n�<���e���°���2����¼ �Ä��¢¤¼ �¦�¬�������d���n¡)�v�h§:Ú�h� ¶ �n�e���h��©�:;�e�Ë�[�h�e�v�n�×�v¼ ��¢��³Ê'�n� ¶ �«���������¤�T���e� £ ����ÆJ�v�e¼ �Ú�n�e�¦�v�e�Î� �h�7Xg�����¬§�§��n�¤È���¬��� ¶ ���e��¼ ���h���¤�h�<���h�e�¤�h�ZXg�������¬�����v�v��§�§��n� ¶ �h�d���n�����d� �ñ©

%'&)(±° ²´³H,93¶µ�0�+58'61·¹¸98Wº¼»½69¾
8c¿¹À	+58¹3-¿ ÁwÂ¼ÃoÄB3-¿Å8'¾

Xg����Û�¼ ����� �­¢��e�d�h�����e� ¶ �n�e���h� £ ���¬Æ��¤�e� � ���n�e�J¥����n�����e�J²��v¢�µÍ�h�d�X¼ ���h�{�e§ÇÆJÈ«í�É ï^Ê è5Ë�e���n�)�v�X�v¼ ���X�'��Ï

Öx±��´�¤�n�<µ�ªyÈ%Ì��e§��h���h�d���n��Å¯�Q<�Æ��
A

���e�d�hÏ
µ�ª�ÈsÌÍ�d§��h�

A := lim
N,V→∞ Ì n:= N

V
= Í Ô�Ñ6x^Î A

¥TÀ)���n���v�eÙ��[Å¯�Q<�Æ��n�
Aext £ ���e�T¿É¢¬���n�)�v�X�¬�e� £ �­Û��v�h�¯�e§ÏÆ�È¨í�É ï^Ê è5Ë��¤�dÙ��n�����h����©Îª������­�n���n����d�d��� ±��y�¤�e�h�v��Ï

µ�ª�ÈsÌÍ�d§��h�
Aext := lim

N,V→∞ Ì n= Í Ô�Ñ6x^Î Aext

NÜ­�n�v� ��¼ �)�v�h�¯���e�Í¿É¢��v�n�)���e���d�
P

�e§ µ�ª�È%Ì��e§ ��� £ �v¢�¡=<������n�0���e�Í�¬��¼ �0�n�e�¤�^��¼ �«��¼ �����n�e���h��Ï
p :=

µ�ª�È%Ì��e§ ��� P
N

Õy§	�°��� �¤�e� p'� ���eÙ»�¬�e�n� ¶ �¤�n�[� ���n�e�n�³¥T���h�v���d�´²���¢¨µÍ�h�d�X¼ ���h� �d§ µ�ª�ÈsÌÍ�d§���� ¶ � ¶ �h�d���n� £���h�)±��¬���h� ¶ � ¶ �n�e���h� £ ���¬Æ

fmk (T, n) = fk (T, n) = fgk (T, n)

���e�#� £ �¤�e�0�¬���¤�h�v�h�J¿É¢��v�n�)���e���d�¯� ¢��e���h�����¬���<§��#�����n�yÌ��h���h���¤���ÎÈ%µÍ� �»� ¢�©
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����ûÍú;ø�� ù��2ÑGû�ø��Äú[ÿ ò¬ó@Ò
}�~{Ó7~ ILE@N
Ô © Ü¯© �ñ© Ç ¶ �h�d���n�����d� £ ����Æ fmk (T, n) = fk (T, n)

���e�#��Õ��e§ ¡°�e���v�v�X�v¼ ���h�JÖ��¬�e�ñ�n�����¬�d�v�h����e� ¶ ����Û�¼ �����y�¬���
Zk (T, V,N) =

!°²����
exp {−βH}

=
1

N !h3N

∫
d2fx exp {−βH}

=

∫ ∞

0

dE

{
1

N !h3N

∫
d2fxδ (E −H (x))

}
exp {−βH} ,

�­¢ { 1

N !h3N

∫
d2fxδ (E −H (x))

}
= Zmk (E, V,N)

=

∫ ∞

0

dE Zmk (E, V,N) exp {−βH} ,

�­¢Ä§��#�
Zmk (E, V,N) ≈ Z

(∆E)
mk (E, V,N) ≈ Ω (E, V,N) £ � ±�� ∆E

E
� 1 £ N � 1� ¢��d���hÏ

Zk (T, V,N) =

∫ ∞

0

dE Ω (E, V,N) exp (−βE)

=

∫ ∞

0

dE exp

(
Smk (E, V,N)

kB

)
exp (−βE) ,���)���n�����n���­�n���¤�����³�¤�n�yÜ­¢��d� ¶ §³�¬���¤È%Ö�¢��v§��h�

=

∫ ∞

0

dE exp {−β [E − TSmk(E, V,N)]}

¶ ����Û�¼ ���'��� ±��y�¤�e�0¡»�¬��¢����X�v¼ ����Xg������������������§ §��
Zk (T, V,N) =

∫ ∞

0

dE exp {−β [E − TSmk]}

� ¢��d���h©
:;�e�y���h���n�<�°��� £ ���¬Æ

lim
N→∞

Zk (T, V,N) = exp {−βFmk (T, V,N)}

���d�d�h©
���¤� ¶ �n�¨���e� £ ���¬Æ Smk

�d§ Å¯�e�n�X¼ �����n���X¼ ���x§³�»À¤�d§³���)���e� � £ ��¢´¡=<������n�a���d� � ¢��e���h�v� £ ����Æ
[E − TSmk]

�e§®Å¯�e�n�X¼ �����h���e¼ �)��§��#�
E = Umk

§��e���e§��������e���ñ©¤¥[��§¨��Æ³���e�v¢a���n�d�v�h��Ï
0 =

∂

∂E
[E − TSmk]

∣∣∣
E=Umk

⇒ ∂Smk

∂E

∣∣∣
V,N

=
1

T
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:;�d�T� ±������n���n�e���yµx��#)�e¢����n�)�'���X¼ ¡°�d������Ù�¢��

E−TSmk (E, V,N)
��§

E = Umk
�¤��� ¼ ��Ï

E − TSmk (E, V,N) = Umk − TSmk (Umk, V,N) +

+

[
1 − T

∂Smk

∂E

∣∣∣
V,N

(Umk, V,N)

]
(E − Umk) +

+
1

2

[
−T ∂

2Smk

∂E2

∣∣∣
V,N

(Umk, V,N)

]
(E − Umk)

2
+

+O
(
∂3Smk

∂E3

∣∣∣
V,N

(Umk, V,N) (E − Umk)
3

)
,

�[¢����h�
Umk − TSmk(Umk, V,N) = Fmk (Umk, V,N) ,

[
1 − T ∂Smk

∂E

∣∣∣
V,N

(Umk, V,N)

]
= 0,

1
2

[
−T ∂2Smk

∂E2

∣∣∣
V,N

(Umk, V,N)

]
= 1

2σ2
N
β
,

σ2
N : = −βT ∂

2Smk

∂E2

∣∣∣
V,N

(Umk, V,N) = − 1

kB

∂

∂E

∣∣∣
V,N

∂Smk

∂E
(Umk, V,N) = − 1

kB

∂

∂E

∣∣∣
V,N

1

T
(Umk, V,N)

=

(
− 1

kB

)(
− 1

T 2

)
(Umk, V,N)

∂T

∂E

∣∣∣
V,N

(Umk, V,N) =

(
kBT

2∂E

∂T

∣∣∣
V,N

(Umk, V,N)

)−1

,

�[¢ ∂E
∂T

∣∣∣
V,N

(Umk, V,N) = ∂E
∂S

∣∣∣
V,N

∂S
∂T

∣∣∣
V,N

= T ∂S
∂T

∣∣∣
V,N

(Umk, V,N) = NcV ,
�v¢ ���¬Æ

� ±��
σ2
N

�d�n� ¶ �v�e�e¼ �����e�#�
σ2
N = kBT

2cVN .!¤¼ �����n�e���h�J���e���°���Ä�¤�e�«µ ��#°�e¢����n�)�'���e¼ ¡°�e�����«��¢°¼ ��§����e��¡°��� ¶ £ �v¢��n�����¬�d�v�h�J���e��Ï
E−TSmk (E, V,N) = Fmk (T, V,N)+

(E − Umk)
2

2σ2
Nβ

+O
(
∂3Smk

∂E3

∣∣∣
V,N

(Umk, V,N) (E − Umk)
3

)

ª´��§��#�y���e��� ¶ �<���)���n� ����¼ ���n���¤�7Xg���'� �¬�������v��§�§ � ¶ �
∫ ∞

0

dE exp {−β [E − TSmk (E, V,N)]}

≈
√

2πσ2
N

∫∞
0
dE exp

{
−β
[
Fmk (T, V,N) + (E−Umk)2

2σ2
N
β

]}
,�[¢����h� ���e�0µÍ�h�v§�� �"<����n���n� Ô � �¤�°�����JÙ��h�v����¼ ���XÛ������e�¬�y�������h��©ñª��e�h�Ë��¼ ���n�e�)�¯���n���h¼ �)��È� �n�v�v�e�¬� £ ���³���X¼ �<�¤�n�'�%�)�v�h��� �¬��� ��§

E = Umk
¡�¢�� ¶ �n�)�v���e�n�v�­���e�0�d� ô-� © � ¶ ���v�n���h��©

Öx±��
E = Umk

���h���<�¬�X��¢ �¤�d�ÚÇy���v����������� ����¡)�v�e¢��
exp {−βE + βTSmk}

±��g�n���d�
exp {−βFmk (T, V,N)} . ª´�

Fmk
Ê��¨� ±��

E = Umk
§³�»À¤�e§��������e� � £ �X���­�����[����¼ ��� ±��

exp {−βFmk (T, V,N)} �¤�n�yÖ��¬�e� £ ���e�0§³�¬�aÊ��³�¬��¼ �<�¬� ô-� © � �v�d�h����©
¥������d�d�y�¬�X��¢ � ±��y�¤�e�0¡»�¬��¢����X�v¼ ���7Xg���'� �¬�������v��§�§ �¯� ±��

E ≈ Umk:

Zk = exp {−βFmk (T, V,N)}
∫ ∞

0

dE exp

[
(E − Umk)

2

2σ2
N

]

= exp {−βFmk (T, V,N)}
√

2σN

∫ ∞

−Umk√
2σN

dx exp
{
−x2

}
,
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Ç������e�e������� ô-� © ��Ï¤ºÄ�d¡°��¢�¡»�¬��¢����X�v¼ ����Xg���'� �¬�������v��§�§ �

�­¢
x =

(
E−Umk√

2σN

) £ dE =
√

2σNdx
�v�������v�d�v���e�n�v�y����� �¤��©

:;�e�«�g�Î�v� ��¼ �)���n�Ø�����«���n�����¬�d�v�h�����Ø�¤�n�«�������n���n�B�%�)�v�h��� �¬�e�����n� ¶ � − Umk√
2σN

.
ª¯�

Umk�nÀ)���n���v�eÙ �e��� £ ���e�#� Umk = O (N) ,
�����<���¬§��d�y���e�#������¼ � £ ����Æ

Umk

σN
=

O (N)

O
(√

N
) = O

(√
N
)
→ ∞ £ � ±�� N → ∞,

�v¢ ���¬Æ � ±����¤�e�0¡»�¬��¢����X�v¼ ����Xg������������������§ §��

Zk = exp {−βFmk (T, V,N)}
√

2σN

∫ ∞

−∞
dx exp

{
−x2

}

� ¢��d���h©�ºÄ�d���¤�n§RÅË�¬��Æ�ÈÖ�%�)���n��� �¬��� ¢��e�¬��� ±��´�¤�d��X����'� �¬��������§�§��
Zk =

√
2πσN exp {−βFmk (T, V,N)} .

Õ�§ �°��� ¶ � ¶ �n�e���h� £ ����Æ
fmk (T, n) = fk (T, n)

���d�d� £ �v¼ �����n�e�g�n�����d� ¶ ����Û�¼ �����¨�¤�d�¡»�¬��¢����X�v¼ ����� ���n�e�Ë¥T���n�����e�

Fk (T, V,N) = − 1

β
lnZk (T, V,N)

= Fmk (T, V,N) − 1

β
ln

(√
2πσ2

N

)
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�¬�¤� £ ��§@�������<�¤�n�Äµ�ª�ÈsÌÍ�d§��h�

fk (T, n) =
µ�ª�È%Ì��e§ ���

Fk (T, V,N)

= lim
N,V→∞ Ì n= N

V
=const

Fk (T, V,N)

N

= lim
N,V→∞ Ì n= N

V
=const

Fmk (T, V,N) − 1
β

ln
(√

2πσ2
N

)

N

= lim
N,V→∞ Ì n= N

V
=const

Fmk (T, V,N)

N

= fmk (T, n)

¶ �������'���d§�§��n�Í©�!°¢�§��d�����¬�g�n�����d�y���d� p'� ���eÙ>���d�h� ¶ Ù�¢�� ¡»�¬��¢����X�v¼ ���h§ ������§��d¡°��¢�¡»�»È��¢����e��¼ ���n§ ¥T���v�n§¨���d�0��� ¶ �h�d���h©

}�~$ªs~ ��©����
G
N�ª´�n� Ü­�h�[�h�e�
fgk = fk

§¨��Æ��d�����d���n¡)�Í§��d���v�h�e�
ωgk = ωmk

���n� ±����v���[�h��È�¤�h��©hª¯� ¶ �Ë§¨��Æ��e§ �h�����v�h��!¤¼ �����#�v�
Zgk

§��d� ∫∞
0
dE exp {−β [E − TSmk − µNmk]}�X�¤�n�)���#· ¶ �d�h���­�[�h�����n� £ �¬�����d¢�� ¶ ��§	Ù�¢��v���n���d���n��Ü[�h�[�h�e� £ �����������h���n� ���>Ù�¢�� £ ���¬Æ

e−βH
�¤��� ¼ �

e−β(H−µN) �h���v�Î� ¶ �¨���e����© ª¯�¬���Ø���e�����e�
exp {−βΩmk}

�¤��� ¼ �µx��#°�d¢��v�h���'���X¼ ¡°�d����� ���d�0¥T� �v�Î� ¶ ����� Ωmk = Umk − TSmk − µNmk
Ù�¢��v���n��¢�§ È§��n�Í©ÉÇ����

Ωmk = − lnZgk

β

� ¢��d��� £ �¬���¬�e¢�� ¶ � Fk = Fmk +
Ã´¢����v�h¡)�v���

,
�¬��¼ �

Ωgk = Ωmk +
Ã�¢��v���n¡)�����

.
ª´���������[� ¢��e�¬�����¬���J�¤��� ¼ �JÜ­�e�e������� ���h��µ�ªyÈ%Ì��e§��h� £���e�h�¤�h�y���e�¯�h���h� £ ωgk = ωmk.

×>��E�� ªsªs~ ���
�"��G
N

Zmk (E, V,N) ⇒ Zk (T, V,N) ⇒ Zgk (T, V, µ)ØoÙ�ÚÜÛÞÝ ß ÐÝx Û uQà-á u Í ÐTv-âäãQáæå E Ø�Ù�ÚçÛÞÝ ß ÐÝx Û uPà á u Í Ð v âäãPáèå N Ø�Ù�ÚçÛÞÝ ß ÐÝx
⇓ ⇓ ⇓Û Ðäã�Ð%ÑnÒnÓ^ÐLv-âäãQáæå ub=E Û Ðäã�Ð%ÑnÒhÓ ÐLv-âäãQáèå nb=N

smk (u, n) ⇒ fk (T, n) ⇒ ωgk (T, µ)

%'&)(Pé ÄB0�ê1+-0�ë�8�Ã�Áìº�0�61¾qíS4�ºi¿Å02/
35476

ª��e�yÌÍ��²��X��¼Î�nÈsµ � �»� ¢Ë�¬�X�
Xg�����¬§�§��n��������� ¶ ���X�v¼ ���n�
Zmk, Zk

�����
Zgk

�n�����e�¤�T���X¼ �³�¬����¤�n§@�n� �'���n�t!¤¼ �����#�v�y�¤�h� p'� ���eÙ»�¬�e�n� ¶ ���h�[�h�e�v�h�h©°¥������d�d�hÏ



ü�ý�þïî¤þ û öy÷�û ö��xú�Ñ�ù��yö��¯ÿ?U�VW�c�2öyùxø-VW� ò¤ô �

Ì �¬²��X��¼n�ÎÈ%µÍ� �»� ¢a� ¶ ���G© E: L (...) =

∫ ∞

0

dE ...e−βE

Ì �¬²��X��¼n�ÎÈ%µÍ� �»� ¢a� ¶ ���G© N : L (...) =
∞∑

N=0

...eβµN

}�~$ªs~ ��©�����GqNc�%§	µ�ª�ÈsÌÍ�d§��h�¯¸
N → ∞ £ V → ∞ £ n = N

V
= const

½É���e�#���¬�e�d���n§��n�e� £���¬ÆË�¤�e��µ�ª�Ès¿x¢��v�h�����e���d�­²���¢¯µ �n�e�X¼ ���n�¨� ±��T�¤�e�­Ù��n� �v¼ ���d���¤�n���h�«¥T���v�n§a���e�h�É���e�n�X¼ ����e���ñ©°ª��e�h�v� p'� ���eÙ»�¬�e�n� ¶ ���h�v���)�[���¬� �¬�¤� £ ���¬Æ0� ±��­�¤�e�F!¤¼ �°���¬��¡°�������n��²���¢¨µ �n�e�#È¼ ���n�:�¤�d��¿T��¢�²g¢��v�v�e¢������d�d��Û¬� σN

N
∝ 1√

N

���e�#� £ �����{���¬§��#� � ±��³�¤�h� µ�ª�ÈsÌÍ�d§��h�
limN→∞

σN

N
= 0

�¤�d�7!�¼ �)���¬��¡)�������h� ²���¢³µÍ�h�d�X¼ ���n��Ù��h����¼ �°���d���¤�n��©
}�~$ªs~ ��©�����GqNc:;�e�Ä���e�³���Î� �����¤�n�:�������h� £ �¤�eÙ��h�v���d�h�v�h� �¬§ ¡)���d�v�X�v¼ ���h�{¿T����¡)�J�¤�e�µ�ªyÈ%Ã�¢°�-ð ¶ �d�h�)�v�n�Í©´Çy���JÅ¯�v����� �¤�h�2���n� �����¤�h���n�ñXg���v��§ §�§��n�����¬�����h� ¶ ���#È�v¼ ���h��!¤¼ �°�­����¡°�����Ë������µ�ª�ÈsÃ´¢°�5ð ¶ �e�n�)�v�h�����h§ �h�v¡��n�����e���)��� £ ����Æ0�¬§¹¡°���#���#È�v¼ ���h�J¿�����¡)�´�¬��¼ ���¤�e�7!¤¼ �°���¬��¡°�������n�<�¤�eÙ��n�����e�n���n�Í©°ª´�e�h� ¶ �n�X¼ �����Î�y���e�v¢�¿T���»È���h�)±����h�v�)Û¬����� ò © Ô � �¤�°�������¬���h©
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�%�¦�¤�e�h�v�n§Ýµ �n�e� �­¢��e�e�n�Ä���e��§��#�0�¤�h�2ºÄ�Î����¢¤�¤�n�Ú�¤�n�¯�'� �»�v�X���v�X�v¼ ���h�¦ºÄ�h¼ ���¬���e¡J�h�d���d����nÀ¤��¡)�[�Ü<��v���¬����ºÄ¢¤�¤�h�d�e�´�g�Î������¼ �)�v�n�Í©°ª´�e��X���������¢��e¼ ���h�­�����¬�Ü#)�v�X�v¼ �³�Ü<��v�����v�h� ºÄ¢¤�¤�n�e�e��X�'��Û���Æ��h������¡)�e�n�e��È ¶ ��§��h�e���y§¨±����v�n�Ä��Û����n�������)��§��Î����¢¤�¤�n�<�¬�����n�­�n���¤�Î��¢¤�¤�n���[¢�§ È²����v�n� �v�d§a���e�¬�v�e¢����h� ���h��¼ ���v�e�n�g�n�J�[�h�����n� £ �­¢��g�n���¤�e�«�¤�h� ¶ �n�d�v�e���n��ºt<����d�X¼ ��¡��n�d�v�n� ¶ ���!°�e§¨���d�e�n�������0�h�d�¤�^��¼ ���n�[!$#¤�'���n§����v�e¼ �³�¬���ñµ �n�e�X¼ ���n� ¶ �¬���e�n���e§ Ü­�h�v�h�e¼ ��Ù�¢��

104−105�g�h��¼ ��� Û¬��¡��n��©
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N
N

�X�¤�n�)�v�X��¼ ���Úµ �n�e�e¼ ���n�;¢������Z:×�h¼ ���v�n�e���e�v¡°����� ¸ ¡��h�d���2�e�����n���n�5Ö��v�h�#È���n�d���v��� ���¤�>½[§ �d��º¦���v�v�´§@�d�<�h�d���h§ :;±��v� �n� �¤�n�yÃ0�������n���XÛ¬�����
L
©

ª¯���0�X��� �¤�e� �n�e�¤�^��¼ ���'��� §H<����d�X¼ ���³���e�n�d�v�h�d�X¼ ���h�¤Èä!¤�#�����»���d¢�� £ �¤�e� §³�������X¼ ��Ù�¢�� ���v�n�e�e�n�¡»�¬����©�Õy���h���¤�e�e¼ �Ø¡°�e�n�e���³µÍ�h�d�X¼ ���h� £ �¤�e� ���X¼ �×���n���n���v�n�d�v�e�<���X¼ ���«���P<��v�h� £�� �e�n���h�����d�X��¤����¼ ���h�d���¬���¤�h�T����� ²������d�e�n���°���[���n���n� �¤�e�c:5Û����¤��©°Çy�X��Ü­�h��Û¬�d�v�h����Û¬���e�n�³���e���h�d���h�:;±��v� �n�ÖÕ¤���e�­�h�v���¬�v�v�h�0Ê�� £ �������­�����­���n�����¬�d�v�h�J�¤���yÅË���v�h�[���X¼ ���y���>Ù�¢�� ������Û����¬� £ ¢�����e�������°��� �e� �h�d���h§¤:;±���� �h��¢¤�¤�h�[�h�d���n§ Ã�¢¤¼ �)�v¢�²¤�ñ���)�v�h�v�����e�����h� £ �����h�[�¤�h��:;±��v� �n��X�'���n�e���¤�h�¤�v�e���d�h�e¼ �)���n� ¶ �J�����v¼ �����n�e�g�n��©�ÃË�X�������X��¼ � �'���d§�§«�y�¤�e�0Çy�����¬��§��0�¬��¼ � £ ��������¤�e�aÛ���Æ��h�v�«Ö�¢���§Ý�¬�2�v�e¼ �Ä¡��n�e����Ay¢��e�d� ��²��e�n�d� Õ � ���¬�)���n��§��h¼ ���¬���X�v¼ �Ä�X���¯�¤�e�aÇ����v���¬����v¢a���e¼ �)�y§��n����¡�¢����v�h¡)� £ �¬�g�n�y��� ¶ �<��²�Û»�v�h�h©
Xg����Û�¼ ���������n�v� ��¼ �)�v�h�J���e���¤�e��;��¬§��e�#��¢��¤� ����¡)�v�e¢���Ï

H(x) =

N∑

n=1

[
p2

n

2m
+ V W (rn)

]
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�aùxø5��ú[ÿ�!gõ0ûÍö¯ÿ�ÿ°ø�ÿ�����ú[ÿB��ö´ÿ
ª´����¿É¢¬�v�h�)�v�X�¬�

V W
�X�'�������W:×�����¤²g¢¬���n�)�v�X�¬�������<��¢�§ �d�hÏ

VW (rn) =

{
∞, rn /∈ V
0, rn ∈ V

Ì�¢����X�v¼ ��ÏÍ¥T�d���¤�v�e�����n�Ø�e�{�¤�e��:×���������h�)�¨���X¼ ���a� ±��¨�h�d�Ø¡°�X�������X��¼ ���h�«µ �n�e�X¼ ���n� £ �¬�g�n��d�����n�<���e���J�h���¤����¼ �<���X¼ �)���������'�Q<��v�h©
Çy�X�É��Û�¼ ���'���h�x�­Û����e�n� ���d���h�d� ¥T���v�n§a���d��©»¥T� �'���[�'���n����Û¬���[�����É§ �e¡°�v¢�¡»�¬��¢����e��¼ ���[¥T�¤È���h§¨���e� £ �����h�x�����x�e���x������±����'���d� £ ���´�¤�e�­�d�����n���[¥T���n�����e�

U
��¼ ���e�h¼ �)���'���n���h�v����� �X���h©>¥�����e�¤���¬��¼ �J¡��n�e�<ºÄ�h�������n� Û»� £ �������¬� ¶ �n�e���h� ¡=<����)�v� £ ���e�Ë����¢�Æ¨�¤�e�Ë�d�����n���´¥����n�����e�¯���h�!$#¤�'���n§³�´�e���h©ñÅ¯�n���n�¦���������v¢�Æ�¡»�¬��¢����X�v¼ ���Ë¥T�����h§¨���e�a�v²����e¼ �)� £ ������� µ �����d�)���n���h���v������e��� £ �­�n�e�

dN = 0
���e�#��ÕÍ���¨�­�n� �¤�n�Ø¡��n�e��� µ �n�e�e¼ ���n�Ø�n� ¶ �h���¬� £ �������¤��� ¼ ���¤�e�):��¬����[�h�����n�<�¬��¼ �<�g�h���v�e§ §¨�y¡��h�d���«µ �n�e�X¼ ���n�<¡�¢�§�§ �h��©�Çy�X�v¢³���d�h�d���´������¡»����¢����X��¼ ���Ë¥T�¤È���h§¨���e�«±����v�e� £ ���������d�´��¢�§ �d����Û¬���e�n�Í©gÅ¯�n���n�¦���e�yÙ�¢��Ä����¢�Æ��n�<µÍ�h�d�X¼ ���n� ¶ �¬���d�h�¦�¬���¸ �����Ø�����0�­¢��e�e�n�����d�a�d§ � ¢��e���h���¤�n�g½ £ �v¢¦�v�d���Ø���d� Õ��)�v�n� ��¼ ���d���¤���d�����n�Ø¥T�����h�����X�'È���h�Ú�¤�h�¯µ����n��§ ¢¤�?#°����§��d¡<���e�n�X¼ �2�����d� £ ���������d�a� �v�h�d��:��¬���É���h¼ �)��� �h�����d���h©�Xg����Û�¼ ���'����h�v��¼ �����h�J���e�y�¤�e�0¡>����¢����e��¼ ����Xg�������¬�����v�v��§�§���Ï

Zk(T, V,N) =
!°²����

e−βH

=
1

N !h3N

∫ N∏

n=1

d3pnd
3rn e

−βH(x)

=
1

N !h3N
∗
∫ N∏

n=1

d3pn e
−β

PN
i=1

p2
i

2m

∗
∫ N∏

n=1

d3rn e
−βPN

i=1 V
W (ri)

Ü­�Î�v� ��¼ �)���n�����d� ¶ ����Û�¼ �����¨����� ¶ �­�n�d�v���%�)���n��� �¬� £ �­¢Ä±��g�n�a���d�J��Û���§��d�X¼ ���n�ØÃ´¢°¢�� �¤�#È���»���n�Ú�d�)�v�h�����d�h���¯���d� �ñ©�:×�n���h�
ex+y = exey

��¼ �����n�e���h�¦���e�Ë�������%�)�v�n������� ¶ ����Û�¼ ���'���§<Ï
∫ N∏

n=1

d3rn e
−βPN

i=1 V
W (ri) =

N∏

n=1

(∫
d3rn e

−βVW (rn)

)

ª´�����%�)�v�h��� �¬�¬���e� � ¶ ����Û�¼ ������±��g�n�É�¤�n�«���h���¬§¨�v�n�
R3 �¬���v���n� ±����v� Õh���y�¬�g�n�

e−βV
W (rn)� ±��«�¬�e�e� Ô �v�v���¬��Æ��n�����¬�e�2�¤���0Ã0�����v�h���´�����e�������Ú� ±��0�¬�e�d� Ô �v�v� �d�����n�����¬�e�2¥��d���Ë�X��� £Ù��h�v�h�d�¤�^��¼ �)���v�e¼ �<�����W�%�����n��������������§��¬�v�X�v¼ �ÍÏ

N∏

n=1

(∫

R3

d3rn e
−βVW (rn)

)
=

N∏

n=1

(∫

V

d3rn

)

=

N∏

n=1

V

= V N
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ª¯�����h����¼ ���n�e�)������¼ ���d¢����X�v¼ ��Ï¤ª´�n�'�%�)�v�h��� �¬��� �e���y¥T�e�����e§ �%�����h�v�h�����h�c!$#¤���v�n§³������������d������Æ��h��©ñÇy�X��¢�§¨�����¯�����¯��¢��e��§��n�×�¤�h��!$#¤���v�h§��Ë���e�¯¥T�����h�����X�´���n� �¬���v¡�¢�§ §��h��©:;�e�J��Û»�����n�Á���e�v¢��h�d���)�¬���)� ����¼ �;±��g�n�<�¤�n� Ã�¢¤¼ �)�v¢�²¤�0�d�)�v�h�����d�h�v�h�A¡=<������n��Õ�����������v±����¤�Ë�)���<��������¢��e��§��n�Ä�¤����Ã�¢¤¼ �)�v¢�²¤�^������©
�����Á���X�¤§��n� ���d�<�����<�¤�h§ �%�)�v�n��������±��g�n�Ä�¤�e�ì�%§ ²����e�v��©yÇ���¼ �Á���d�h�J�°�¤� ¶ �n� ���d�
¶ ����Û�¼ ���'�y�¬��� £ �����v� ex+y = exey

���d�d�hÏ
∫

R3

N∏

n=1

d3pn e
−β

PN
i=1

p2
i

2m =

N∏

n=1

3∏

α=1

(∫

R

dpn,α e
−β p2

n,α
2m

)

ª¯�¬�g�n�T���v�h���
α = 1, 2, 3

� ±��a�¤�d�³�¤���n�TÃ´¢°¢�� �¤�e���»���n��©ñ�y���×§a�����Ë§����Ú���X�����h�:¸^¢°���n�����¼ ����¼ ���e�����h��½ £ �������������­ÅË����Æ��e�)�v�n������� ∫∞
−∞ dx e−x

2 �¬�X�T¥��v���n�����X� √
π

�e�e�Î� �n�v�h©¤ºÄ�d��È
���n�X���%�)�v�h��� �»���d¢��<������¼ �ì!°�������v�d�v�¤���d¢��Ú�v�d�h�)�´§³�¬�¦�v¢�§��d� £ ������� ∫∞

−∞ dx e−ax
2

=
√

π
a���d�d�h©�Ç��e�v¢��n�����¬�d�v�h�J���e�hÏ

N∏

n=1

3∏

α=1

(∫

R

dpn,α e
−β

p2
n,α
2m

)
=

N∏

n=1

3∏

α=1

√
2mπ

β

=

(
2mπ

β

) 3N
2

�����Ä���n� ¶ �h�J���e�y�¬�e�e�h� ¶ ���v��§ §��h���������n�����¬�d�v�h��Ï

Zk(T, V,N) =
1

N !h3N
∗
(

2mπ

β

) 3N
2

∗ V N

ª´�d�7!°�v�e�v�e�d���¬È%Ö�¢���§��n�g� ±��y���v¢�Æ��
N

¸^�����
N = 1023 ï Ë î ����¢�Æ°½T�X�¬���v�Î��Ï

N ! ' NN

eN

√
2πN

Ç��e�v¢����e�#���g�n�e���¬���0�nÀ��¬¡)�hÏ

Zk(T, V,N) ' V NeN√
2πNh3NNN

(
2mπ

β

) 3N
2

=
1√

2πN

(
e

nλ3
T

)N

ª´�����h�T�X�'�
n = N

V

���d� µ �n�e�e¼ ���n���¤�X¼ �)�v�³�����
λ3
T = h√

2πmkBT
=
√

2π~2

mkBT

�¤�e� ��¢����ÎÈ���¬������� î á�è5\ Ê ï Ënà�á�è#"�èÎí%$c\ ð ç¬ë ï èÎí'&�èÎëDëdènä�ë)(»ä)ç)èn©
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G
N�Öx±��T���������e�n�����¬�

λT
�h�������n�e��§³�¬��¡��n�e����������¢����¤�h�v��Ü­�h�¤�h�¤�v������©Þ:;�e��¤�n·����e�n���n�Ä�¤�e�h�v�¨Å¯�P<�Æ�� ¶ ����Û�¼ �������d���¤�d���d�X¼ � £ ��§@�¤�e��X��¬�����¤�n��Ã´¢����'� �¬�)�v�h� ¶ ����h�¤� ¶ �e�n���n� £ �����Ë��§ �����Í¥T�����n�����e�����d�h�Í§��d�x�v²�Û»���n���n�Ë¥T�����n�����e���v�n�ËÙ��h�v���d�h�e¼ ���h�

¶ ��¡@<������n��©?:;�e�y�­�n� �¤�n�<�¬�e�d�h�����d���)�����h���n� £ ������� λT �n�e���0���e¼ �)���d���0Å¯�Q<�Æ��´�X��� £�­�n���<���e� � ���¬�)�v�h��§��h¼ �������X�v¼ ����!$#¤���v�n§��0�g�n�������¤�h�d��©

Çy�X����Û�¼ �����v���y�­¢��e�d�h�Ä���d�
Fk(T, V,N)

���h�v��¼ �����h��©�ª¯���´�e�����h�d�¦±����d�X¼ ���������h���^�����v�h� £�[�h���¦§³�¬�×�¬���´�n�e���h§ !$#¤�'���n§®�v���h�v§�¢¤�?#°����§ �X��¼ ���7�%�¤� ¢��v§³�¬�v�e¢����h�¦���h���d�����n�¦���e�d�êÏXg����Û�¼ ����� ��� �¬��¼ �)�x§����a�¤�e�W;��¬§��e�#��¢��¤� ����¡)�v�e¢�� £ ��§ ���d��Xg�������������v��§�§����e§ ���h�­Û����#È�v�h��¥T���v�n§a���d� ¶ �{�����'���d§�§��n��©�Ç����a���n��Xg�������¬��������§ §�� ���n� �¬���¨¡>������§³�¬� ���¬����������n�)���v²����h¼ ���h���¤�������n��§�¢°�"#)���¬§��e��¼ ����¿É¢¬���n�)�v�X�¬���n���v��¼ �����h� £ �����³���d�¯Çy���e�n�d�v�������n��n�����h���h���¤�e�Ë�v���n��§ ¢¤�?#°����§��e��¼ ���n�ÄÃ´¢°�5ð ¶ �e�n�)�v�h� £ �¤�e�0�����yÇ������v�����n��±��g�n�����������h��È���¬�d�v�h�³�¤�h�>!$#¤���v�h§��T§���¼ ���n�Í©=!°¢�§��d�T���¬�g�n�����e�T�¤�n�³Ü­¢����n� Ù�¢����¤�h�É� ��������§ �h�)���¬�e�n�;���§ �e�d�v¢���� ����¡)�v�e¢��<���X� ¶ �Ä�¤�h��§³��¡)��¢��v¡�¢�²��X�v¼ ���h� Ü­�n¢�����¼ �)�v�������n�J�����v¼ ���X�¬���n��©

Fk(T, V,N) = − 1

β
lnZk(T, V,N)

= − 1

β
ln

[
1√

2πN

(
e

nλ3
T

)N]

=
1

β

[
N
(
ln
(
nλ3

T

)
− 1
)

+ ln
√

2πN
]

�y��� �v��¼ �����n�³���e���¤�d���T�e�
fk(T, V,N)

�d§ �v���n��§ ¢¤�?#°����§��e��¼ ���n� ÌÍ�d§�������§ £ ��§	�n�e���Ù�¢����¤�h�yµÍ�h�d�X¼ ���h� ¶ �����ñ����������Û¬�����e���0Å¯�P<�Æ�� ¶ �<�n�����¬�d�v�h��Ï

fk(T, V,N) = lim
N,V→∞, n=const.

1

N
Fk(T, V,N)

=
1

β

(
ln
(
nλ3

T

)
− 1
)

= kBT
(
ln
(
nλ3

T

)
− 1
)

:;�d�����¬�g�n�Ä���¬�g�n�ÍÙ��n���­�n���¤�n� £ �����v� limN→∞
lnN
N

= 0
���e�d�h©�Ç��e�v¢�Ï

fk(T, V,N) = kBT
(
ln
(
nλ3

T

)
− 1
)

Çy�X�0��Û�¼ ���'���h�0¡@<������n�×���d�¨���d� ¥������v¢�²��e�³�d�ØÇy����Û¬�����d��¡��h�#�«Ù�¢��
T

�����
n = N

V

�g�ÎÈ�'���d§�§��n�Í©gª¯�¬§��d�´�������h�¦���d�´���h�v�h�#� �y�h�d���h�¦�n�)� �v¼ ���h�e���n���¤�h�Ä��¢��v�v�h�d� ���n���n�°±��g�n�¯�¤�n�¥T�)�v��¢�²��e� £ �¤�e� §����×�����¯�¤�n§ §��e¡°�v¢�¡>����¢����e��¼ ���n�Ä¥������h§¨���e�����h¡�¢�§ §¨�hÏa;y�e�n�Ë��Û����¬����e� �°��� ��¢¤¼ ��Ù�¢����¤�h�{§��h�������¬���n�Ø�T�¬���X�¬���e�n�
T, V,N

�¬�{�����Ø���X¼ �)� Ù�¢��
U, V,N

©



ò�ò �
Ç��e�v¢�Ï

sk(T, n) = − ∂

∂T

∣∣
n
fk(T, n)

= −kB
[
ln
(
nλ3

T

)
− 1
]
− kBT

1

nλ3
T

3nλ2
T

∂λT
∂T

= −kB
[
ln
(
nλ3

T

)
− 1
]
+ kBT

3

2λT

√
2π~2

mkB

1

T
3
2

= −kB
[
ln
(
nλ3

T

)
− 1
]
+ kBT

3

2λT
λT

1

T

= −kB
[
ln
(
nλ3

T

)
− 1
]
+

3

2
kB

Ç��e�v¢�Ï

sk(T, n) = kB

[
− ln

(
nλ3

T

)
+

5

2

]

�����Ø¡=<������n�����e�¨�¤�h�Ø�n� �'���n�×�v���h�v§�¢¤�?#°����§ �X��¼ ���n��Ã�¢°�-ð ¶ �d�h�)�v�n���g�n���h¼ �����n��©Íª¯����X�'�Ë�¬�e�d���y���v�����¤�d�h���h���¤�¨º¦�¬�v���h§³�»�v�e¡ £ �°���Ëª´�#Þ��n���n�)�v�X�»���d¢��¦���e���Ä�g�n�o<¬�v�e�¬� £ ��§ÝÙ�¢�§¿É¢¬���n�)�v�X�¬� ¶ �����n�ÄÃ�¢°�-ð ¶ �d�h�)�v�n� ¶ �<���n�X�¬�����n��©
cV = T

∂s

∂T

∣∣
n

= −kB
T

nλ3
T

3nλ2
T

∂λT
∂T

= kB
T

nλ3
T

3nλ2
T

λT
2T

=
3

2
kB

ª¯�����X���������������y�g�n���n�d�����g�n¡»�����)�v� £ ¡°�e���v�v�e��¼ ���¯¥T�����n�����e�hÏ�ª´�d�7:5Û¬��§ �h¡»�¬²�� ¶ �d��Û»���g�n�¡�¢��������������n§ ��¢��d��§ �h���e�����n�g�n���^�¬�e�e��¡�¢����������)�h©�ª¯�������n�eÆ¬� £ �[�h����§����³�¤¢�²�²g�n�d�[�v¢»Ù°�d�h�:5Û��v§��³���e���n�e�����v��¼ ¡�� £ ���v�n�e�¬� �¤�d� µ �n§�²g�n� �»�����¨�¬��¼ ����¢�²�²g�n�d�a�v¢¦�'� �¬��¡g© ª��e�h�v�n��¥��DÈ� �h¡��­¡=<������n� ���d���¬��¼ �J�¬����¼ ���¬���d�X¼ �³Ù��h�����v�h���n��Ï)ª��e�¯�n�e� ¶ �e���´¥T���n�����e� £ �¤�e���e§ !$#¤�'���n§���h�v²��h�e¼ ���h���[�e��� £ �X�'���¤�e�´¡°�e���Î���e��¼ ����¥����n�����e�´�¤�h�­µ �n�e�X¼ ���n��©?;��d���h�d�����h���v��¼ ¡)�v��:5Û��v§��nÈ�h���n�����e�T���h�)�x�¬�X�v¢�Ù�¢��d�X����Û¬���¤�d�´�¬�¤�����d��µÍ�h�d�X¼ ���h�«±��g�n��©>ª¯�����d��µÍ�h§�²��h���¬�v���x���d���¤�n����§²���¢�²g¢��v�v�e¢����¬� ¶ ����§ �d�����d�h�v�h��¡)�e���n�v�X�v¼ ���h��¥T���n�����e���X�'� £ ���v�n�e�¬���v�e���d§ ���h�d�g�n� º¦��Æ������e��¤�e�<¡°�d���n�v�X�v¼ ���Ä¥T���n�����e� £ ��© ��©�²��v¢�²�¢������d¢����¬� ¶ ���³���e���n�e�������'���h¼ ¡)�v�h��:5Û¬��§ �h�n���h�v���d�@Õ¿T��¢�²g¢��v�v�e¢����¬�e�#� Û»���v¡�¢°�-ð ¶ �d�h�)�[�X�'�
cV

©
¥T�e���0�h�d�¤�^��¼ ���+*y�g�n���d�h�������³§���¼ �)�������h�y�v¼ ��¢���¡)�X�¬� £ �����v���������e���h�¬�e�«ÅË�������e¼ �)�y�¤�n�:×�n�X�����n�d���d�n� ¶ �v�n��!¤¼ ���e���v�����h�d�Ä¡»�¬����Ïo:;�e�¨�v¢��e�Í�¤�n���t:5Û¬��§ � £ �ñ© ��©�¥����n�����e� £ ���¤���n�e�²�����¡)����<���§��d���h�[µÍ�h�d�X¼ ���n�J±��g�n�v�v� �¬���h�³�[�h�����n� £ �����[§��#�����X¼ �)���[�[��¼ �����h�d���e��¡��[����� ����¤�h�q:��¬���Ë�e�h���d���d�X¼ �0�v� � �n¡)���d�h���Í���e� �-,�ª´�e�[Çy�����¬��§��T�h�d���h��²�����¡)����<��v§��e���n�«µ �n�e�X¼ ���n���
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�aùxø5��ú[ÿ�!gõ0ûÍö¯ÿ�ÿ°ø�ÿ�����ú[ÿB��ö´ÿ
�e���´�v�e¼ ���n���d�X¼ ���^�¬�X�v¼ � £ ¸^�h©���©gµÍ�h�d�
� £ Ã0��²��#���n� ¯ £ Ù»���¤Ès���n�vÈÖ:������e��È%ÅË����½ £ �¬�g�n��� ±��´����¢�Æ��Çy������Û����¤� ¶ ���e��¼ ���n�<�¤�h�<µ �n�e�X¼ ���n����������¢����«µÍ�h§�²��h���¬�v�����n��¸ ��§®�¬�����n����:×�h¼ �����h�#È���d��¡°�������n� �¤��� ¼ � �¤�e�¯��¢����´¡°�d���n�v�X�v¼ ����¥T���h�v���d�´§��n����¢¤�¤�n�[�[�h���e���n� ¶ � Ù��n�����e���¤�h�v��½�e�����������e�¤���¬�e�«ÅË�����v�e¼ ���h���n�e���0���¤���0Ü[���v¼ ���v�h�d���������v§H<����e�X¼ ��¡��h�#��©
Xg����Û�¼ �������[¢��d�e�n�¯���d� �¬�g�n����¢¤¼ �Ë�Î�'�������­�n�d�v�h�v���h¼ �����n��©Îº¦�#� ���n�ÍÌÍ�n���h���¤���ÎÈ%µÍ� �¬���'� ¢��v§³�»���d¢���n����Û¬�d��§³�¬�<�¤�d�0¡»���d¢��v�X�v¼ ����Xg���'� �¬�����v���e�n�X¼ �°�����

uk(T, V,N) = ...
Ï

uk(T, n) = fk(T, n) + Tsk(T, n)

=
3

2
kBT

ª��e�¯¥T���n�����e���h�d���h��µÍ�h�d�X¼ ���h�����X�������e�v¢¨�����¬����Û������e�¨Ù�¢�� µ �n�e�X¼ ���n� ¶ �¬���g¢¤�¤�n�­��¢��e��§��n��d§ º¦�#�v�v�n� 3
2kBT

©Éº¦�¬� ¡»�¬���:�¤�d�����h�{Çy���v�¤����¼ ¡ØÙ��n� �¬�e�d���n§��n�e���n���Ø�¬�¤� f
2 kBT £ �­¢¬È���h�

f
�¤�e��Ç�� ¶ �����y�¤�h��Ö��v�h�d���n�d���v��� ���¤� �h�d���h�³µ �n�e�e¼ ���h�������e��� £ �����h�����¬§��#����±�� �¤�n����d�0���d�h� ¶ �×�[�h�#�«�¬���v¼ �°�­�n�d� �n��©�ÃË��� ¶ ���h���¬���Ë�v�n� £ �����v�¯�h�Ë�g�n�e§ ���v�h�e�¤�e§��n���v�e¢������d�h�²�����¡)�v��<���§ �e���h�Jµ �n�e�e¼ ���n�J���v�h�gÖ��v�h�d���h�#� ���������¤�����d���[È��n�e���h� � ±��xÊ'���¤��A��¬��§����e¼ �)�v������©ª´�����v�d�h�)�[§³�¬� ����¼ � ���h���[��¼ �"<�� �¬§¤�%�)�v�n���������¤�h�WXg������������������§ §���©�º¦��� �n����Û¬�d�[���e�¥T�����n�����e�
λT

� ±�� Ê'���¤�n�<Ö����n�e���h�#� ��������� £ �ñ© ��©¤�¤���n�d�^��¼ � � ±����¤�d�Ë�¤���n��Ay�¬��§ ���X¼ �����������n��©;�Û¬���v�<§³�¬� Ò ª��e§��n���v�e¢����h� £ ��¢��h�v���e�n�d�v�<§³�¬�:²���¢×µ �n�e�X¼ ���n�A�¤�n�;Ö��¬¡)�v¢��
λ9
T £ �¤�n����h�d§®Çy���e�n�d�v�h�Ä�v¼ ���e�e�nÆ��e�X¼ �J�h�d���h�ÄÖ��¬¡)��¢�� 9

2

±������e� �e�e�nÆ���©
:;�d��¡@<������n�<�¬��¼ �<�¤�n�Äª´�v��¼ ¡ �¤�h�´ÅË���v�h�­�����'���d§�§��n�ÍÏ

p(T, V,N) = −∂Fk
∂V

∣∣
T,N

(T, V,N)

�%§¹�����n��§�¢¤�?#°���¬§��X�v¼ ���h� ÌÍ�d§������n����Û¬�d�T§³�¬��� ±��
pk £ ���e�v¢«�¤�h��ª´����¼ ¡�.�²���¢«µÍ�h�d�X¼ ���n�0/ Ï

pk(T, V,N) = lim
N,V→∞, n=const.

1

N
p(T, V,N)

= lim
N,V→∞, n=const.

−∂
∂V

∣∣
T,N

1

N
Fk(T, V,N)

= − ∂

∂V

∣∣
T,N

fk(T, n)

= − 1

N

∂

∂
(

1
n

)
∣∣
T
fk(T, n)

ª��h�«�e�Î� ¶ �v�9!�¼ ���v�d���¨� ¢��e�¬�v� ����� 1
n

= V
N

§��#��;��d�d� � �¤�h�¨µx�»������¼ ��� £ �����v�
N

¡�¢���������������h���¬�d�v�h�J���e����©�Xg���e��¼ ���h���v��¼ ���°������Ï
∂

∂
(

1
n

) =
∂

∂n

∂n

∂
(

1
n

)

=

(
∂
(

1
n

)

∂n

)−1
∂

∂n

= −n2 ∂

∂n



ò�ò@�
Ç��e�v¢�Ï

pk(T, V,N) =
1

N
n2 ∂

∂n

∣∣
T
fk(T, n)

=
1

N
n2 1

n
kBT

=
1

N
nkBT

Xg���¬�0�v�d�h�)�0���n�«ª´�v��¼ ¡2�)���×�����¬�e¢�� ¶ �Ø�¤�h�×Ç����v���v±�¼ ¡��n�Ú� ±��
sk

�����
uk

�¬��� £ �����h��h�d�³ª´�v��¼ ¡¨²��v¢«µ �n�e�X¼ ���n� §³��¼ �)�T�d§	Å¯�n���n�����»� ¶­¶ ���n�e���n�T¥����n�����e��²���¢Ëµ �n�e�X¼ ���n���­�n���e�²��$#¤�v�d¡»�¬�e�X�v¼ ���h�)!°�e����©¤ª´�����n�­���h¼ �����h� ���e�­��¼ �����h�d�ñ�¤�h�JÅ¯�h���¬§¨���¤����¼ ¡��d§ �����n��§�¢°�"#�È����§��e��¼ ���n�<Ì��e§��h�������nÏ
p(T, V,N) = Npk(T, V,N)

= nkBT

⇔ pV = NkBT

ª¯�����X�'���������g�n��±���§«���Ë�e�¤���¬�e�¨ÅË���v�������n� ¶ ©
}�~$ªs~ ��©�����GqN

fk(T, n)
�X�'�a� ±��

T > 0
���X¼ �)���v�e�������XÛ¬� £ ���¨���d�������e�v¢¦¡��h�d���n��¿T���»È���h�)±����h�v�)�¬����©°Ç��d�e���h§��n�e�����d���������g�n�
!$#¤���v�h§ �h�<¢������2:×�h¼ ���v�n�e���e�v¡°����� ¡��h�d���¿T�����v�n�°±��g�n����Û�������©

Ö��������h� ���e�y�����v�n���Ë¥T�v���n�����e�����¯��¢¤¼ �<�n�e��§³�¬� ¶ ���v��§�§ �h��Ï

fk(T, V,N) = kBT
(
ln
(
nλ3

T

)
− 1
)

sk(T, n) = kB

[
− ln

(
nλ3

T

)
+

5

2

]

uk =
3

2
kBT

cV =
3

2
kB

p(T, V,N) = nkBT
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:;�e�y�g�Î�v� ��¼ �)���n���)���t!?#°���v�h§�� £ �e�¦�¤�n���n� � ���¬�)�v�h��§��h¼ �������X�v¼ ����:×�h¼ ���v�n�e���d��¡°�������n��h�d����A�¢��e�e����²��d�h�d�h��©)ª´�e�h�[�e��� ¶ © Ü¯©�� ±��[���v¢�Æ��yª´�e¼ �)���n� �¤�h�­Ö��¬�e�G©°ª¯� ¶ � �­Û����d�h�³���d�­��������e�h�¤�h� �h�d� �X�¤�h���d���xÅË��� £ ����� �°��� �¬�g�n�x�n�e���n§¹¿T�v�e� ¶ �d²a���n��¢�� ¼ ��� £ ����� � ±����¤�e�[���h���¬§«���4 �����)�v�n��§ ��¼ ���¬���d¡ �����'���d§�§��n��� �X�'�­ÈT�¤�n§ ¿������d�dÈs¿T�v�e� ¶ �d²�©°Ö��h�v§��e¢����h�J�¤±���� �h� ���X¼ �)���§ ���h�d�g�n� Ô �v�«���h�d��Õ �����Ë�­�n� �¤�n�×²�����¡��v��<���§��d��� µÍ�h�d�X¼ ���n���¬�g�n�0�ê© ��©Í�v¢»���d����¢����X¼ �)��v�n�e��©hÇ����h� ����¼ �0�n�e����Ç�����Û¬���n�������y���e���0�������v¢�Æ��n�����i:;�d��¡°�����y�������h��©hª¯�¬§��d� �������h����e� �n�e���¦µ �n�e�e¼ ���n�¤È%µÍ�h�d�X¼ ���h�¤ÈÖ:×�h¼ �����h�d���e�v¡°�����×�h�d�����Î� ±������ £ �����;�v¢�§��d� �­�n� �¤�n�:���d��°���<�¬��¼ ��¥�Þ��n¡)�v�¨���d� ¶ © Ü¯©�¿T�������h�°±����h�v�)Û¬���������X¼ �)�y§��n���y�����v��¼ ���e�d�hÆ��h� ¡=<������h��©
Õ�§®�¤�e��!¤�#�����»���d¢��¦¡�¢��v���n¡)� ¶ �¦�g�h��¼ �����n�e���h� £ ��������¼ ���n�<���e���°���2���n�Z!°²��e�2�¤�h�´µ �n�e�#È¼ ���h��©´Ç��¤� µ �n�e�e¼ ���h� ���)�v�n� ��¼ ���d���¤�e�e¼ ���h��!°²��e���¦���e��¡��×�����Ä¿������d�dÈs¿T�v�e� ¶ �d²Â��Û�§��d�X¼ ����X¼ �)� £ ���¤�Éµ �n�e�X¼ ���n��§��#�y���d�h�e¼ ���h§ !°²��e�Ä�v¼ ��¢���©
:;�e���������h� ¶ ����Û�¼ ���������e�h�¤�h���¤�e�¨���e�n�X¼ ���7!°�d�v���»�v�e¢��Ä���e�¨��¼ ��¢�� ¶ ��Ù�¢������h�d§R�X�¤�h���d�h�ÅË���nÏ?:;�e�´�v²��h�v���n�

N
µÍ�h�d�X¼ ���h��§��d�´º¦���v�v�

m
�d�Ä�h�d���n�	:;±��v� �n� ���n��Ã0�������n���XÛ¬�����

L¸
V = L3 ½8©�ª´�n�F;��¬§��e�#��¢���¢�²��h���¬�v¢��­�¤�e�h�v�h�c!?#°���v�h§³���e���¤�v�n�y�°����Ï

Ĥ =

N∑

n=1

[
− ~2

2m
∆n + V W (rn)

]

=:

N∑

n=1

ĥn

ª¯�¬�g�n�g�e���
V W

���e�h�¤�h�­������:×�����¤²g¢¬�v�h�)�v�X�¬�g�����
ĥn

�¤�h�[¥T�e�¤È%µÍ�h�d�X¼ ���h�¤È ;´�¬§��e�#��¢����X�¬��Ï
ĥn = − ~2

2m
∆n + V W (rn)

¥������d�d�hÏ
[
ĥn, ĥm

]
= 0

ò�ò{�
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ª´���y¡»�¬���¦§³�¬�2�v�e¼ �2�d�h�e¼ �)��¡°�X�¬��§³��¼ ���n� £ �[�h���¦§³�¬�

ĥn
���¤�

ĥm
���e�v¡��n�<�eÛ��v���hÏ�ª´�d�Çy���e�n�d�v�������h�{Ù��h��� �¬����¼ ���h�������{�h� ���e�¤��¡��n�e�s:×�h¼ ���v�n�e���e�v¡°�����)��²g¢¬���n�)�v�X�¬� £ �����aÙ�¢��§��n�����n���n�¦µ �n�e�e¼ ���n�Ú������Û����¬��Õ��¤�e� Ç����e�n�d�v�����<�¤����¿É¢¬���n�)�v�X�¬�X�

V W (rn)
����¼ �

rm
�X�'��y���e�ê©

�y���Ú���n�v� ��¼ �)�v�h�Ä���d�ËÌ�<)���������h�¦�¤�n�2!¤¼ ���Q<°���d�����n�����e�n�X¼ �°����� £ ¶ ����Û�¼ �����y� ±��¯�n�e�2µÍ�h�d�dÈ¼ ���n�ÍÏ
ĥnΨk,σ(r, S3) = εk,σΨk,σ(r, S3)

ª´�����X�'�´���d�«�g�n��±���§¨�v�«¥��d���n�°�[�h�������e�n�X¼ �°�����
HΨ = EΨ

©gª��e���%����� ¶ �h��§a±��v�v�n�Ä���d�e�n�vÈ�¤�e�����0�h�v¡°�XÛ¬�v�«�[�h�����n��©
Ψ

�X�'� �¤��� ¼ ���¤�d�9Ay�¬���������¤�d�����������n�Ø�h�d�����h��¼ ��� Û¬��¡)�h©ñ¥[�«�e������h¡»�¬���)� £ ���������e�����n� 4 �����)�v�n��§ ��¼ ���¬���d¡«���¤� �����������¤���T�¬�e�d���n§��n�e���h��:×�n�e�d�h��¼ ��������¡�È�v�h���0�¤�e�YAyÛ¬���¤�n�«�¤����¼ �������¯�n�e���YA�¢��e�e���v²��e�n�e�n��© Ö�¢��e���e�X¼ �2�X�'�«���¯� ±��«�����Ë¥��v���n�����X�
ε���X¼ ��� §��n��� �n�)�¬� £ ¢��Ø���e� �)���������v�n���n�s:;±���� �h�[Ù��n���[�h���¤�n�Ø¢¤�¤�h�¨�h�d���h�{Ã´¢°¼ �)��¢�²¤��Õ�¤�e�¯���v�����¤�e�n���h���¤�h� ¥T�e���h���v¼ ���»�D�v�h�����d�e�n� �¤�e�����­���e�n�e�g�n�<����¼ �J���d�0Ù�¢����¤�e�h�v�n�e���h��©�ª´�d�Çy����Û¬�����d��¡��n�d�yÙ�¢��Ä�¤�n��Ay�����¤�g�h�¤�e�����������h�Ä���d� �<�¤��� ¼ �¦�¤�n�t�%���¤�ÎÀ

k
�d#°§¨�g¢��e�X���e�n�v�h©

Ψ
��Û¬���¬�J���e¼ �)�J§��h���J�°����Ù�¢��

r
�¬� £ ��¢����¤�h�v�5����¼ � £ ���d�Ú���h�v�h�#� � �h�v��Û¬���)� £ Ù�¢�§!°²��e�J�¤�h��µÍ�h�d�X¼ ���n�Í©°ª¯�a§���� ���X¼ �)�­���d�h�e¼ � ¶ �n�d�v�e�a���d�e�´���v�h�a!¤²��d��¡�¢�§�²g¢����h�)�v�n�J§��h�����h�¡»�¬��� £ §¨�����y§³���2���X¼ �Ä�n�e��� 4 ���¬�)�v�X���e�n�������)�v��¼ ���v�´� ±��´�¤�h�T!°²��e�¦��Û¬���e�n��Õg��� �¤�e�h���d��¤�n�[µ����n¢��v�e���'���Î���[�¤�e�y�»È%Ç�¼ �������X�'� £ �­¢��e�d�h�����d�����d�������e�n������¼ �����e¼ �)�������¤�n� ��§³��¼ ���n��Õ���d�[§��h�����h�����e�v¢0�n�)���e�����«�¤�n� ¶ È%Ç�¼ ���v��©�ª¯�¬���h�

S3
©�ª´�d�ËÅ¯�P<�Æ����¤����!°²��e�����n�)�v�X�¬���a�¤�n�4 ���¬�)���e�v�d�h�v����������¼ ���v�­¡>�����³���¬�v±����d�X¼ �³Ù»�¬���d�e�n���n�Í©�Çy�e�d���n§��n�e�³���e�d�����h���h�d���n§	µÍ�h�d�X¼ ���n�§��#�F!°²��d�

S
Ï

−S ≤ σ ≤ S

�%§¼!°²g� ¶ �e���#�^���d� S = 1
2

���e���J� ±��
σ

�°��� ¶ �­�n�a:×�n�v�v�0§H<����e�e¼ ��Ï
σ = ± 1

2

©
Çy�¤� ���v�����<�¤�n�yµx�»� �v��¼ ��� £ �����v�����d�e�0µÍ�h�d�X¼ ���n���e�<���n�ÄÃ0�����v�h�J���h�v²��h�v�v���v�e��� £ ���d�d�hÏ

Ψk,σ(r, S3) = 0� ±������d�e�
r £ �¤�d�0���¤�É���n§@Ã0���'���n��� �¬��� �e�d�h���n��¸ � ¶ �0©�����Æ��h�v�����d���¤�h��Ã0���'���n��� ½8©

ª��e��Ì�<��v�����¯�¤�e�h�v�h�x¿T��¢����e�n§³� �e���x�����x���h¡>�����)� Õ¬�¤�e�­�n�e��������²g�n�������n��:×�n�e�d�h�¤� ����¡)���d¢����n����e����Ù�¢������n��Ö�¢���§
A sin (kαrα) £ �­¢��g�n�

kα = mαπ
L

�����
α

�n�e���«�¤�n�´�¤�v�h�qAy����§�¡�¢¬È¢�� �¤�e���»���n�
x, y, z

�e���h©�ª´���¤�e�h��� ±��0�¬�e�d� �¤���n�iAy�¬��§ ���X¼ �����������n�Ä����������Û������e� ���e�d� £ �e����e���¤�v�n���¤�e�Ë���d�e���h§��n�e���0Ì�<��v����� � ±��
Ψ

�e�����n�������d�<�¤�h��Ã0���'���n���hÏ

Ψk,σ(r, S3) =

√
8

V

3∏

α=1

sin (kαrα)χσ(S3)

√
8
V

�X�'� �h�d�5��¢���§��d�h�v���������^�¬¡)�v¢��<¸^�n�e��������²g�n���v�v��:×�n�e�d�h�¤� ����¡)���d¢����n�Á�v�e���A��¢���§��d�h��È
���¬� £ �ñ© �Í© 〈

Ψ
∣∣Ψ
〉

=
∫

Ψ∗Ψ = 1
½ £ ���d� ���e�¯���d�h�e¼ �2����¼ �����h¼ �����n�¦�­�n� �¤�h��©gª´�n�0µ �n��§

χσ(S3)
�����v¼ �����n�e�¤�É�¤�d�W!°²��e���¬����Û¬�����d��¡��h�#��Ù�¢��

Ψ
©�ª¯�F!¤²��d�°�­�n�e�d�h�¤� ����¡)���d¢��«����� Ô �v����È�[�h�d�e�n��� ����¡)�v�e¢��¦�v�e¼ �Ä���e¼ �)���g�n�h�d� � ���v�v�n� £ ���e���Ä�¤�h�´µ �n��§@�h�d���^��¼ �¦�¬�¦���n� Ô �v�����v�n��§���n� �¬��§¨���d�v�e²��e� ¶ �d�h��� £ ���d�«�������¤�n� 4 ���¬�)�v�h��§��h¼ �������d¡³�g�n¡»�����)�h©



ò�ò=Ò
:;�e����¢���§��d�h�v�h�

Ψ
©)ª¯� ¶ �J�v�Î� ¶ �n�J���d���g�n���n�d���­Ù�¢�������� £ �����v�[���d���h�d���¯¢��v�v��¢���¢���§��d�h�����ª¯�¬� �'���n�e�d���������h��!°²��e���0���¬�g�n� £ �v¢Ä������� 〈

χσ(S3)
∣∣χσ(S3)

〉
= 1

���e�#��©�ª´�����Ú§a±������h����e���°������¢¤¼ �������W�%�)�v�h��� �¬��±��g�n���¤�e� Ô �v���v¡�¢°¢�� �¤�e���»���n� �������­�n�v�v�h��Ï
∫

V

d3r

3∏

α=1

sin2 (kαrα) =

(∫ L

0

dr1 sin2 (k1r1)

)3

=

(∫ L

0

dx sin2
(mαπ

L
x
))3

ª´�n�«�h�����v�h�7!¤¼ �����#�v�x�¤�����D���n�«���e� §³��¼ ���n� £ �[�h�d�°�¤�e�[�¤���n�{Ay�¬��§ ¡�¢°¢�� �¤�d���»�v�h�0����������Û¬��È���d� ���e���aÕ
r1

�������¤�Ë�����������n���d�h�e¼ �)���n���n�6*����h���v�X¼ ���������d�g�n���e�
x

��§a���h���¬���)��©{:×�n������e�T�¤�e�h�v�h���%�)�v�h��� �¬�¤�¬���v���h¼ �����h�a�­¢��e�e�n� £ �h§ ²�·��n���d���v�e¼ � ¶ ����Û�¼ �������n�e����!°�������v�d�v���v�e¢���Ï
mαπ
L
x = x′

©�ª¯�¬�����h�v��Û¬�d��§³����Ï
(∫ L

0

dx sin2
(mαπ

L
x
))3

=

(
L

mαπ

∫ mαπ

0

dx′ sin2 x′
)3

=

(
L

π

∫ π

0

dx′ sin2 x′
)3

ª´�n�a�d�n� ¶ ��� Õy§ � ¢��v§a����������¼ ���v�d���«���d�d� £ �[�h�d�
sin2 x′ π

Ès²g�n���d¢¤�¤�X�v¼ �Ø�X��� £ ��© ��©É�������%�)�v�ÎÈ��������±��g�n�
mα

¿É�n���d¢¤�¤�h�J�X���
mα

§³�¬�������W�%�)�v�n��������±����h���n�e���Ë¿É�n���d¢¤�¤��©�ª´���W�%�����n�������±��g�n���h�d���¯¿É�h�v�e¢¤�¤�Ë�e���y�¬�g�n���n�e�n§��h��� �¬���¤��� ¼ ���n�e���n�<¡°�d�h�d���n�<µÍ���e¼ ¡¦¸^����� ¶ ¢������0Ö�¢��vÈ§��n�X���¬§�§��d�����-7 ½´����� ¶ �°�[�h�����n��Õ�����§³�¬�×�[�h�dÆ £ �������¯�h�ËÙ@<��e�d�e�J�h�����x�X��� £ §��#�«�­�n�X¼ ���h�¿T�����v�n�°Ù��h����¼ ���e�n�������a§³�¬�Ä±����h���n�e���«¿É�h�v�e¢¤�¤�«�e�����n���v�e�n�v� £ �­�n�e�Í¢������h���d��Ê'���¤�«¿T�����v����n����� �n�e��§³�¬� �¬�¤�D� �¬��¼ �)� £ ���d�d���v¢¬� ¢��v�hÏ
∫ π

0

dx′ sin2 x′ =

∫ π

0

dx′ cos2 x′

ª´�d�7!¤��§�§ �0�g�n�X�¤�h�'�%�����n�������d�¯�d�e�Î� �h���������h�����h�����¤� ∫ π
0 dx′ = π £ � ¢��d���d�X¼ �J���d�d�hÏ

∫ π

0

dx′ sin2 x′ =
π

2

ª¯�¬§��d��� ¢��e�¬�y�¬�X��¢�Ï
(
L

π

∫ π

0

dx′ sin2 x′
)3

=

(
L

π

π

2

)3

=

(
L

2

)3

=
V

8
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ª´��§��#�T�������h�a���e�T�¤�h����¢���§��d�h�v���������^�¬¡)�v¢�� ¶ � √ 8

V

���n� �����¤�h� £ �¤�h���³�¤�d�����h�É���d� �a��§Çy�¤�^��������¢¤¼ � � �����¤���d�h��� £ �[�h�d�ñ§³�¬�
Ψ∗Ψ

���e�X�¤�n�<§¨���v�h©
Ü­�Î�v� ��¼ �)���n� ���d�­�����TÜ­�h�d²��e�n�

S = 1
2 £ �����������e�����h�����d��� �n�����n� £ �����v����� ¶ �ËÊ'���¤�n� Ô ��� �'È�[�h�d�e�n��� ����¡)�v�e¢�� ¶ �[�h��ºt<����d�X¼ ��¡��h�#���n�<� ±��Ë�¤�e�H!¤²��d�°�­�n�e�d�h�¤� ����¡)���d¢��2���e�¤��©gº¦���¦·����¤�Î��¬�X��¢0���v�n��� ¶ �[�h��¥T�e���h�¤� ����¡)�v�e¢����n�³§��#�ÍÊ'�n�­�n�e�e�����d�h�e¼ ���n§ Ô �v�����¬�)���n�e�GÏ

Ψk, 12
(r, S3)

�����
Ψk,− 1

2
(r, S3)

©
Õy���´�e�����n���h�����e�n�v�����¬�v±����e�e¼ �2���d��Å¯�h���¬§«���ç<)��������©gª´� ���d�¯���e���v�n� £ �����������n�2;��¬§��e�#��¢¬È���X�¬���¤�h�«¥T�e� ¶ �h�#���n�e�e¼ ���h�ÄÊ'�n�­�n�e�X�0§��#���¬�e�d�h�������¤�h�v�h�B;´�¬§��e�#��¢����X�¬���¨Ù��h��� �¬����¼ �)� £ �X�'��¤�e�¨Å¯�h���¬§«���n���h�v���d�Ë�¤�e��!°��§�§��«�¤�n�y¥��d� ¶ �n�e�n���h�v���d�h�����n�yµ �n�e�e¼ ���h��Ï

E =

N∑

i=1

εk(i),σ(i)

ª´�����h���X�'�
εk(i),σ(i)

���h�����¤��Ê'�h�[�h�d�X���¤�e�0¥T�e�¤Èsµ �n�e�X¼ ���n�¤Ès¥T���h�v���d��Ï
εk(i),σ(i) =

~2

2m

(
k(i)
)2

Ö��h�v���h�É�e���É���d�yÅ¯�h���¬§¨�'�[�h�d�e�n��� ����¡)�v�e¢��¨�����É�¤�e�v�h¡����[¿��v¢¤�¤��¡)���¬�e�d�h�É¥T�d� ¶ �n�e�­�n�e�d�h�¤� ����¡)È�v�e¢����h��Ï
Ψk(1),σ(1) ,...,k(N),σ(N)(r1, S3,1, ..., rN , S3,N) =

N⊗

i=1

Ψk(i),σ(i) (ri, S3,i)

ª´�����[¢��d�e�n�����e����¢¤¼ ��§³�¬�X��¡)��� ¶Ë¶ ���v��§ §��h�¤�^�������h��Ï
¥��d�¤È%µ �n�e�e¼ ���h�¤È :Ú�h�d�e�n�¤� ����¡)�v�e¢���Ï

Ψk(i),σ(i) (ri, S3,i) =

√
8

V

3∏

α=1

sin
(
ri,α

mi,απ

L

)
χσ(i) (S3,i)

¥��d�¤È%µ �n�e�e¼ ���h�¤Ès¥T���n�����e��Ï
εk(i),σ(i) =

~2

2m

(
k(i)
)2

N
Èsµ �n�e�e¼ ���n�¤È :Ú�h�d�e�n��� ����¡)�v�e¢���Ï

Ψk(1),σ(1),...,k(N),σ(N)(r1, S3,1, ..., rN , S3,N) = ⊗Ni=1Ψk(i),σ(i) (ri, S3,i)

N
Èsµ �n�e�e¼ ���n�¤Ès¥T���h�v���d��Ï

E =

N∑

i=1

εk(i),σ(i)



ò � ô
!)� �»�v�x�¤�e� 4 �����)�v�n� ¶ �¬���d�h� mi, σ

(i) ¶ �«���h�°�¤� ¶ �n� £ �X�'�x�h�Í� ±��x���d�[�[�h�#���n���n�7A���¼ ���°�������n����d�e�n� �¤�e������Ù°�e�n�x��� � ���n§��n� £ �¤�d��Ü­�h�v�Î� ¶ �����)� ¶ �¬��� nν �n�e� ¶ �¤� ±������n��©��y��§ §��h�v�e�n���a���e�v¢�¤�e�Ë¥T�e�¤Èsµ �n�e�X¼ ���n�¤ÈdXg������Û����¤�
Ψk,σ

�¤����¼ �<§��#�
ν = 1, 2, 3...

}�~ ILE98�I ~ KdN
S = 1

2

m σ ν

(1, 1, 1) 1
2 1

(1, 1, 1)
È 1
2 2

(1, 1, 2) 1
2 3

(1, 1, 2)
È 1
2 4

(1, 1, 3) 1
2 5

(1, 1, 3) − 1
2 6

ª´�e�7!°¢��v�v�e�n���������¤�n�2Xg������Û¬���¤�Ë�e���y²����d� ¶ �d²��d�h�d�ñ�h���¬�ê©

ª��e�«Ü­�h�v�Î� ¶ �����)� ¶ �¬��� nν ���e�¤�y�¤�e�«Çy� ¶ �¬���Í���n�yµ �n�e�e¼ ���h����� £ �¤�e�«���X¼ ���d§ Xg�������¬���
ν���n·����¤�h��©�¥������d�d�y����� ¶ �¬�e�d���n§��n�e��Ï

Ö��h�v§��e¢����h��Ï
nν = 0, 1

Ü­¢��v¢����h��Ï
0 ≤ nν ≤ N

}�~ ILE98�I ~ KdN
S = 1

2 £ N = 4

ô ©�µÍ�h�d�X¼ ���n�ÍÏ
φ1 = Ψ(1,1,1), 12ò ©�µÍ�h�d�X¼ ���n�ÍÏ
φ2 = Ψ(1,1,1),−1

2��©�µÍ�h�d�X¼ ���n�ÍÏ
φ3 = Ψ(1,1,2),−1

2� ©�µÍ�h�d�X¼ ���n�ÍÏ
φ4 = Ψ(1,1,3), 12ºÄ�d�y�����v�n���n�����n��Û¬���d�v�h������§�§ �h�v�e�n�����������e�nÆ��0���������e�v¢�Ï

n1 = 1, n2 = 1, n3 = 0, n4 = 1, n5 = 1

Ö��n�����n���X�'�
ni = 0

� ±��y�¬�e�d�
i > 5

©
:×¢ ¶ �¨§³��¼ ���h�¨���e�x�����x±��g�n�����¬��²��:,������ £ �n�e�n§��h��� �¬���[µ �n�e�e¼ ���n�a�v�e���«���°���)���n� �v¼ ���h�e�¤È�����h©ñ¥[�«��²��d�h�#�¨���e�v¢<¡��n�e���YA�¢��d�e��� ±��¨������!$#¤�'���n§ £ â�ènëdà á�è5Ë µÍ�h�d�X¼ ���n�Ø�v�e¼ ���e���n�e���n§�g�h���v�e§�§«�v�h�ìXg�����������<�g�Î·������Î� £ �v¢����¤�h�v�Ä�°���aâ ï è ]�ï ènëdè³µ �n�e�e¼ ���h�¦���X¼ �Ä�e�¦�n�e���n§ÏXg�¤È���������J���¤� �����#���n��©
:;�e�Í¡@<������h�«�¬�X��¢��n�e���;$´è¶Ënè î=< æ¤ä)çÞË < ãhá°ë)>�ãSË ï Ë[���e�e���n� £ �¤�e�[�¬���Í�¤�h�«Ù��h����¼ ���e�h�¤�h���n�Ë§H<���È�e�e¼ ���n�1:Ú�h�d�e�n�¤� ����¡)�v�e¢����h���g�h���v�h�)�hÏ

∣∣n1, ..., nν , ...
〉
=̂Ψk(1),σ(1) ,...,k(N),σ(N)
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�7��ö¯ÿ°ú
Ö��h�v���h�´¡@<������n�Ä���e�´�h�d���h�?$´è¶Ënè î=< æ¤ä°çSË < ãhá¤ë ðA@ è5\�ã î%ð \ �h�d�¤� ±����v�h� £ �¤�n�Ë�¤�e�aÇ�� ¶ �������¤�n�µÍ�h�d�X¼ ���h�J�e§ Xg���'� �¬���

ν
�¬�����d�¤��Ï

n̂ν
∣∣n1, ..., nν , ...

〉
= nν

∣∣n1, ..., nν , ...
〉

ª´��§��#�¯���e�¤�´���y���¬�v±����d�X¼ �¦�¬��¼ �Ä�n�e���n� Ô ²g�n� �»��¢�� £ �¤�h�´�¤�e� Å¯���v��§«� ¶ �¬��� �¤�n�¯µÍ�h�d�X¼ ���n��¬�����d���hÏ
N̂ =

∑

ν≥1

n̂ν

Ì�¢����X�v¼ ��Ï�ª´�e��!°��§�§��«±��g�n�¯�¬�e�d�aµÍ�h�d�X¼ ���n� ¶ �¬���d�h�<���n�2X����'� Û¬�����«�n�����e�¤���¤�e�aÅ¯�h���¬§¨��È
¶ �������¬�<µÍ�h�d�X¼ ���h� £ �­�n�e�°Ê'�h�¤���yµÍ�h�d�X¼ ���h�J�e�<���n���¬���n�e���n§ Xg�������¬��� �X�'��©
:;�d���^���v�v�n�<�¬�e�e�0¥T�d���n����¼ ���¬�D�v�n� ¶ ���v��§ §��h��Ï

Ĥ =
∑

ν≥1

εν n̂ν ⇒ E =
∑

ν≥1

ενnν

N̂ =
∑

ν≥1

n̂ν ⇒ N =
∑

ν≥1

nν

〈
n′

1, ..., n
′
ν , ...

∣∣n1, ..., nν , ...
〉

=
∏

i≥1

δn′
i,ni

∑

n1≥0

...
∑

nν≥0

...
∣∣n1, ..., nν , ...

〉 〈
n′

1, ..., n
′
ν , ...

∣∣ = B
ª��e�0�n� ���v�n���g�n�X�¤�n�ZXg�h�d�e�n�Ä�v�d���<�¤�e���n¡)�v�0Ö�¢��d���0�¤�n�����X�v���n���d���n�<ª��n·����d�v�e¢����h��Õ��¤�e�«Ü­�ÎÈ���n� ¶ ������� ¶ �����e�����v�e�­�X�'��¢�������¢���¢��v§��e�n�v�Ë¸ Xg�n�e�e�Ë�)½­������Ù�¢��d�X����Û¬���¤�d�<¸ÖX��n�e�d� � ½8©
ºÄ�d�É�¤�e�h�v�n�ÉÜ­�h�v�Î� ¶ �����)� ¶ �¬���X���������v�h�d�e�������������h�¨���e�É�n�e���[�v�n���x�n�e�n�)�¬�)�v�[�����¨Ù�¢��x�¬�e�d�h§��� � ���n§��C�[��������¡����n���e�v�e�n�������a���n�

N
È%µÍ�h�d�X¼ ���h� ¶ ������Û����¤�Ë�����JÈs�n�e���h�)�­�n�v�v�¯���n� �����¤�h��©Çy�e�d�h�����d���)���X���­�¤�e�h�[�°����� ±��[�X�¤�n�)���e��¼ ���´µ �n�e�X¼ ���n� §H<����e�e¼ � £ ���d�Ë��¼ ��¢��³¢����h� �n���­Û����)� £�¬���v¢����'���n���­Û��v�Ë�¤�e�D�[���¬� �¬¡)�v�h�v�X���e�n�������a���X¼ ���y�h�d���¤�n�¤���d��©

DF��E ~{ªT« K ~FEHG �o�
KdN
ª��e� �d¢����X�v¼ �����'�¤�n� ����¼ �Ú�¤�h�ËÜ­�h�v��¼ ���°����� �¤���¯�e�¤���¬�e�n��ÅË���v�h�´�­Û��v� £ �h�v���h�¤�0�����¯¡»�»È��¢����e��¼ ����¥������h§¨���e� ¶ �JÙ��n���­�n���¤�h��©°Çy�X��¢a���h�v��¼ �����n�J���d���¤�e�¯¡>����¢����e��¼ ���2X����'� �¬�����'È����§ §���Ï

Zk =
!°²����

e−βĤ

=
∑

α

〈
n1, ..., nν , ...

∣∣e−βĤ
∣∣n1, ..., nν , ...

〉



ò ���
ª¯�¬�g�n�É�XÛ¬�¤�D�

α
±��g�n�0�¬�e�e�a§H<����d�X¼ ���h�BXg������Û����¤��©gºÄ�d�

f
(
Ĥ
) ∣∣Ψ

〉
= f (E)

∣∣Ψ
〉 £ ���e�

�������¤�n� 4 ���¬�)�v�h��§��h¼ �������d¡³�g�n¡»�����)� £ � ¢��d���hÏ
∑

α

〈
n1, ..., nν , ...

∣∣e−βĤ
∣∣n1, ..., nν , ...

〉
=

∑

α

〈
n1, ..., nν , ...

∣∣e−βEα
∣∣n1, ..., nν , ...

〉

=
∑

α

e−βEα

�%§ �e�Î� ¶ ���n�½!¤¼ �����#�v�³����������Ù�¢��:�¤�n� Ô �v�v��¢���¢���§��d�h�������n�d� ���n� Ü­�h�v�Î� ¶ �����)� ¶ �¬���e�������X�Å¯�h��������¼ �«���n§³��¼ �)�h©�ª��e�c!°��§�§��[±����h�É���d�e�cXg������Û¬���¤�[�­¢��e�e�n�«���e� ��¢°¼ �a�Î�'�����x�¬�����n� ���¼ �����n�e���h��Ï
∑

α

e−βEα =
∑

n1,...,n∞≥0,
P

ν nν=N

e−β
P

ν nνεν

:;�e��§¨±����v�n�����)�v�n� ��¼ ���n�X�¤�n� ¶ ���X��¼ ���n�<Ü­¢��v¢����h� �����<Ö��n��§ �e¢����n��Ï
Ü­¢��v¢����n��Ï

∑

α

e−βEα =

∞∑

n1,...,n∞=0,
P

ν nν=N

e−β
P

ν nνεν

Ö��n��§ �e¢����n��Ï
∑

α

e−βEα =

1∑

n1,...,n∞=0,
P

ν nν=N

e−β
P

ν nνεν

ª´�n���h�d� ¶ �d����Õy�)�v�h����¼ ���e�h�a�����'���n�)���¬�X��¢Ë�����v�e� £ �����v�É�g�n��Ü­¢��v¢����n���¤�d��Ü­�h�v�Î� ¶ ������� ¶ �¬����h�d�����HX����'� �¬�����h�¨����¼ �����P<�Æ��n�«���e�a¥T�e�������h�d�{¡>������©ÉÇy�e�d�<Ã´¢��¤·������ �»�v�e¢����n���[�h�����n����)���n���¤�n�y���n�g�n�°�g�h�¤�e��������� ∑
ν nν = N

�¤����¼ ���X�¬��� �n��©¤Çy��� �����������¤�d�����h�y�y�h���h�)�g�ÎÈ�¤�e���������0���e�����¤�e�y�¬�¤�D���v�n�v�h���¤�n��!°��§ §��h� �¬�e�d�h���¤�e���)� ���e¼ �)�T�n�e�¤�^��¼ � �������­�n�v�v���¬��©>ª¯���¡»�¬��¢����X�v¼ ���³¥T���v�n§¨���d� �X���a�¬���¨�v��¼ �����h�v�X�v¼ ���n�ØÅ¯�v±����¤�n��� ¢��d���d�X¼ ��¡��n�e��� ���¤�v�):×�����G©ª¯�¬���h�����h���n�0���e� ¶ ��§ ����¢�Æ�¡>����¢����e��¼ ���n�´¥T���v�n§a���d�[±��g�n��©hª´�d�[A��h¼ ���°�����y�e��� Û������e�e¼ � £���d�e�n� �¤�e�����­§��#�y�h�d���n§ �h�)����¼ ���n�X�¤�n���¤�n�<Õy�)�v�h����¼ ���e�h�ñÏ
Zgk(T, V, µ) =

!°²����
e−β(Ĥ−µN̂)

=

∞∑

N=0

∑

α

〈
n1, ..., nν , ...

∣∣e−β(Ĥ−µN̂)∣∣n1, ..., nν , ...
〉

:;�e�h�¤�h���XÛ¬�¤�D�
α

±����h�[�¬�e�e�y§H<����e�X¼ ���n� Ã´¢��¤·������ �»���d¢����n� £ �����h� ¶ ���vÛ¬� ¶ �d�X¼ ��������¼ �)���°�����¢¤¼ ���h�d���t!¤��§�§ ��±��g�n�³�¬�e�e�J§H<����d�X¼ ���h�{µÍ�h�d�X¼ ���h���¬� ¶ �¬���e�n� N
�¬���'©i:;�d���n���e�����n��������nÏ��%§Ý����¢�Æ�¡»�¬��¢����e��¼ ���h�J¥T�����h§¨���e�a���¬�¯�h� ¶ ���eÛ��v�v�d� £ �������´�¤�e��µÍ�h�d�X¼ ���n� ¶ �¬��� � ��¡�È�����d�h����©

α
��� ¶ �e�n�)�[�v�e¼ � ����§��#���e§�§��n�[���¤���¬�e�d��§H<����e�e¼ ���h�³Ã�¢��¤·��������¬�v�e¢����h�a§��d���n�e���n�



ò � � õ0öy÷Tønùxú�û;ü 5)þì��� ö�� ùxú
�7��ö¯ÿ°ú
�����'���d§�§¨�v�n�Äµ �n�e�e¼ ���n� ¶ �¬��� N ©�Çy�����d¢�� ¶ ��Ù�¢������n�����d�d�y��¢�§ �d�hÏ
∞∑

N=0

∑

α

〈
n1, ..., nν , ...

∣∣e−β(Ĥ−µN̂)∣∣n1, ..., nν , ...
〉

=

∞∑

N=0

∑

n1,...,n∞≥0,
P

ν nν=N

e−β
P

ν(εν−µ)nν

=
∑

n1,...,n∞≥0

e−β
P

ν(εν−µ)nν

ª��e�«�e�Î� ¶ �v�aÕy§ � ¢���§¨����� �X���´�¤�n���n�e���n�)���d�X¼ ���«ÃË�°±��e�d�h�����h� �¤�h�y����� ¶ �h�t!���¼ ����Ï¤��¢������n�§¨�������v�n�³���e����¢°¼ � ���¬� �¬�¤�ñ��¼ �)�v�h� £ �����v�[�¤�e�F!°��§�§��´���d�e�n��Ü­�����n� ¶ ������� ¶ �����d�h�����d���¤�n�
N

�n�����e�¤��©�ª¯���[���»�����X¼ �ËÊ'�Î� ¶ ���n��±������d��� £ �­�n�e�
N

���h�d�����[Ù�¢��
0

���e� ∞ �XÛ¬���D�[����� ��¢�§ �d�Ê'�h�¤�h���¤�n��¡°�����v��Xg�����������³§H<����d�X¼ � �X�'�0¸ ����� ����¼ � ���n����� �n�e��§³�¬����� ¶ Û����#�­���d� ��½Î©{:;�e�¡=<������n�<������¥T�v���n�����e�­� ���n�e�d�X¼ ����¢¤¼ �J�h�d�h§ �h�)���¬����§a� ¢��v§��h��Ï
∑

n1,...,n∞≥0

e−β
P

ν(εν−µ)nν =
∑

n1,...,n∞≥0

∞∏

ν=1

e−β(εν−µ)nν

=

∞∑

n1=0

∞∑

n2=0

...
[
e−β(ε1−µ)n1e−β(ε2−µ)n2 ...

]

=

[ ∞∑

n1=0

e−β(ε1−µ)n1

][ ∞∑

n2=0

e−β(ε2−µ)n2

]
...

=

∞∏

ν=1

[ ∞∑

nν=0

e−β(εν−µ)nν

]

=
∞∏

ν=1

[ ∞∑

nν=0

(
e−β(εν−µ)

)nν

]

ª��e�h�v��Ay�h¼ ���°���������e�#�É���h�d�����vÙ��n� �'� Û¬�����d�X¼ �0�°����� ±��ÉÜ­¢��v¢����h� £ ���y¡��h�d���[Ü­�h�v�Î� ¶ �����)� ¶ �¬������h�ñÖ��n��§��d¢����n�³���P<�Æ��h�T�[�h�����n� �������Í���e��¥T�e���n©$�%���¤�n� ��¼ ¡°�d���n� ÃË�X�¬§�§��n��� ���h���n� ���d��n�e���¨���n¢�§ �n�v���e��¼ ����A��h�d����©�¥��´���e�#��Ï ∑∞
n=0 x

n = 1
1−x £ �^�¬�e�X� x ���n�v� �¬���v§³Û¬Æ��d�³¡°�e�n�e���n��¬�X�«¥T�e��� �X�'��©xÕ����Ø���e�n�����h���n�{���d�a���e�n�X¼ ���n�e��¿T��¢����e�n§<ÏÉª��e� ¥TÀ°²g¢����n�)�v�X�¬�d� ����¡)�v�e¢���e���³�'���Î��� ���P<�Æ��n� �y���e� £ �¬�g�n��¡°�d�h�d���h� ���e� ¥T�e�����X�'�³�v�d���°���³���¬��� £ �­�n���

εν − µ
� ±���¬�e�d� Ù��h����¼ ���e�h�¤�h���n�

εν
���Q<�Æ��h�´���e�¯�y���e���X�'��©�ª¯�

εν
�v�n�e���'�Ë���Q<�Æ��n�����e�Ë�����d���X��� £ ¢¤�¤�n����h���¬���h�����h���¬���hÏ

εν = ~
2

2mk2
ν > 0 £ �X�'� ���e�v¢

µ ≤ 0
���e�����n�X¼ ���n���:���»� ±�� £ �������³�¤�e�Xg������������������§�§�� �h���¤�e�e¼ ���X��� Õx�n�e��� �����n���¤�e�X¼ ���	Xg���'� �¬�������v��§�§ �Ú¸D� ±����¬�e�d�

T, V, µ
½�­Û��v�¯����²��{#¤�v�d¡»���d�X�v¼ � £ �[�h�d���¤�e�«Çy���d�h�#���������h�<�����<���¬§��d���¤�e�0¿x¢��v�h�����e���d�Ë���X¼ �)��§ �h����¤�Î·����d�h���x�­Û��v�h��©�X������e�n�X¼ �0�e���

µ ≤ 0
�¬�g�n� ����¼ �0��¢��'�[�h���¤�e� £ �­�n�e�°�¤�d�[¡°�d�h�d�����v�[¥T���h�v���d�

ε ¶ �­���ñ�d§�§��n����¢°¼ �0²g¢��v�d�v�eÙ��X�'� £ �¬�g�n�ñ²��v�e� ¶ �e²��e�n�e���g�n�e�d�h���e��¡)�e�n�e�«�v�n�e�¯¡»������Ï
ε1

���n�)�ñ� ±���n�e���n�������n���¤�e�X¼ �³����¢�Æ��h� Ã0���'���n� ���h���n�³�����d�ê©
µ

�X�'�[�����h�TÙ�¢�§ ��¢��e��§��n� ���h�TÃ0���'���n�������������Û¬�����e� £ �­�n�e�����T�e§ ���v¢�Æ�¡»�¬��¢����X�v¼ ���h�a¥������h§¨���e��� ���'�­Ù�¢������h���h���h�a�X�'�¯¸ ���e�´�¬��¼ ��¤�e�´µ �n§�²��h���¬�v���8½8©°ª¯�«�¤�e����¢�����Û������y�����h�[�°���[�d§ �����n��§�¢°�"#)���¬§��e��¼ ���h� Ì��e§ ��� £ �ñ© ��©� ±��������h���¤�e�e¼ � ����¢�Æ��1!$#¤�'���n§�� £ ���e¼ �)�v�e�Ú�v�e��� £ ������������� Ù�¢�� �¬��Æ��n��Ù�¢������n���n�g�n���
µ���X¼ ����²g¢��v�#���dÙ����h�d�Í©



ò � �
Õ������n���¤�h�����d�e���h§��n�e���n��Ü[���¤�e���������«� ±��yÜ­¢��v¢����n� £ ������� µ ≤ 0

���d�d� £ ¡@<������h� ���e���)����¤�e�7Xg������������������§�§��0�¬�e�d���n§��n�e�<�¬���v�v��¼ �����h��Ï
∞∏

ν=1

[ ∞∑

nν=0

(
e−β(εν−µ)

)nν

]
=

∞∏

ν=1

[
1

1 − e−β(εν−µ)

]

ª´�d�FX����'� �¬�����v�v��§�§��­Ù�¢��³Ö��h�v§��e¢����h� �v¢��e�¤���¬�v±����d�X¼ �³�¬��¼ � ���X¼ �)�T���)�v�n� ��¼ ���e�����h�¨�­�n�vÈ�¤�h��©Íª´�n�«�h�d� ¶ �e���³Õy�)�v�h����¼ ���e�h�×�g�h���v�n�)�¨�����v�e� £ �����v�¨�¤�d�)!¤��§�§ �h��±����h�¨�¤�e� Ü­�h�v�Î�vÈ
¶ ������� ¶ �����e�n� �°���Ä���e¼ �)��§��n���yÙ�¢��

0
���X� ∞ �e���¤� �n� £ ��¢����¤�h�v���°������¢¤¼ �<Ù�¢��

0
���X�

1
©ª¯�������h�dÆ��hÏ

Zgk =

∞∏

ν=1

[
1∑

nν=0

(
e−β(εν−µ)

)nν

]

ª´�d��±������d���cA��h¼ ���°�����0���e�[�¤¢��v�v���d���X�'��Ù@<��e�d�e�«�¬���¬�e¢�� ¶ � �¤�h�
A���¼ ���°�����Ë� ±��­Ü[¢)��¢����n�Í©�´�»�v±��v�e�e¼ ��¡=<������h�J���e�y�¤�e�h���¤�e�v�h¡)���¬���v�[�h�����n��Ï
∞∏

ν=1

[
1∑

nν=0

(
e−β(εν−µ)

)nν

]
=

∞∏

ν=1

[
1 + e−β(εν−µ)

]

;��d�h�y���e�#�����d�«¥��d����¼ ��� Û¬��¡°�����
µ ≤ 0

���X¼ ��� £ ���������d�e�n� �¤�e����������¼ �<���e¼ �)� ¶ �Ä�n���­�������n����¬��©$:;�d��¡@<������h�����d�0¥T�����h�����X�v�v�0�¬�X��¢ ¶ ���v��§ §��h�¤�^�������h��Ï
ª��e��Xg������������������§ §��¯� ±���Ü­¢)��¢����n�

(µ ≤ 0)
�X�¬�¤���Î��Ï

Zgk(T, V, µ) =

∞∏

ν=1

[
1

1 − e−β(εν−µ)

]

Õy���J� ±��´Ö��n��§��d¢����n��¸
µ
�g�n�e�e�n���e�)½­�X�¬�¤���Î���v�d��Ï

Zgk(T, V, µ) =

∞∏

ν=1

[
1 + e−β(εν−µ)

]

ª¯��� ¶ ���y���v¢�Æ�¡»�¬��¢����X�v¼ ���h�1Xg������������������§ §��0²����v�v�n���¤�0¿É¢¬�v�h�)�v�X�¬���X�'�¯���������v¢�Æ�¡»�¬��¢¬È���X��¼ ���Ë¿x¢��v�h�����e���G©�ª´�e�h���­¢��e�d�h�J���e���°���<���h�v��¼ �����h��Ï

Ωgk(T, V, µ) = − 1

β
lnZgk(T, V, µ)

= ∓kBT
∞∑

ν=1

ln
[
1 ± e−β(εν−µ)

]

ª¯�¬�g�n������� �¤�¯Ù�¢����¤�n�'A��h���h�
ln (xy) = lnx+ ln y

Å¯�n��� �¬��¼ � ���n§³��¼ ����©)ª¯��� Ê'�h�[�h�d�X�¢����h�v�¯��¢�� ¶ �h�e¼ ���h�J���d�d��� ±��yÖ��n��§ �e¢����n� £ ���������)�v�h�v�Ë� ±��yÜ­¢)��¢����n��©



ò � � õ0öy÷Tønùxú�û;ü 5)þì��� ö�� ùxú
�7��ö¯ÿ°ú
¨�I�M M K ~ � ~t}�~ E ~ M �@�
��GJE �@�"�
K%I
I�����M ~ N :;�d�y� �������n�������y�)��� £ ���e�nÙ°�e�n�e�«µÍ�h�d�X¼ ���n�<�e§ºÄ�d���v�h���e§ Xg�����������

ν′
Ù�¢����d�e�n���n��©

〈n̂ν′〉 =
!°²����

(n̂ν′ ρ̂gk)

=
1

Zgk

!°²���� (
n̂ν′e−β(Ĥ−µN̂)

)

:;�d�����X�����h���g�n���n�d����������¼ �<�¤�e�«Ü­�n���h¼ ���°�������¤�h�FXg�������¬�����v�v��§�§��
Zgk £ �����v�����d�d�hÏ

!¤²���� (
e−β(Ĥ−µN̂)

)
=

∑

n1,...,n∞≥0

e−β
P

ν(εν−µ)nν

��<��d�e�d�³�����¬�e¢�� �n����Û¬�d��§³�¬�<��¢�§ �d�hÏ
!°²���� (

n̂ν′e−β(Ĥ−µN̂)
)

=
∑

n1,...,n∞≥0

nν′e−β
P

ν(εν−µ)nν

ª��e�h�y¡>������§����<���d�¯� ¢��e�¬�y��§a� ¢��v§��h��Ï
∑

n1,...,n∞≥0

nν′e−β
P

ν(εν−µ)nν =
∑

n1,...,n∞≥0

− 1

β

∂

∂εν′
e−β

P
ν(εν−µ)nν

= − 1

β

∂

∂εν′

∑

n1,...,n∞≥0

e−β
P

ν(εν−µ)nν

= − 1

β

∂

∂εν′
Zgk

Çy�X��¢³�v�n���h�<���d��Ï
1

Zgk

!°²���� (
n̂ν′e−β(Ĥ−µN̂)

)
= − 1

βZgk

∂

∂εν′
Zgk

=
∂

∂εν′

(
− 1

β
lnZgk

)

=
∂

∂εν′
Ωgk

Ωgk
���¬�����n�2���e�0�¬�g�n�Ë�g�n���n�d���¯���h�v��¼ �����n�h©�!°¢�§��d�¯�h�v��Û¬�d�¯§³�¬�×�¤�n�Ú¥T���­�������������v�­�n�v�� ±����¤�d�¯Ü­�h�v�Î� ¶ �����)� ¶ �¬�����e§ Xg�����������

ν′
�n�e�¤�^��¼ � ������¼ �JÇy���e�n�d�v�h� ����¼ � ���n§	�n�)���v²����ÎÈ¼ ���n���¤�n��¥T���h�v���d�h�n�e���n�°�­�n�v�hÏ

〈n̂ν′〉 =
1

eβ(εν′−µ) ± 1
=: n± (εν′ − µ)



ò � �
Öx±��yÖ��n��§ �e¢����n�����e�#�������

+ £ � ±���Ü­¢��v¢����n�J����� − ©

n+ (εν′ − µ) =
1

eβ(εν′−µ) + 1���n�eÆ¬�yÖ��n��§ �dÈ%ª��e����¼8Ès���n�v�v�h�d�e����� ���������e�d�y�)����� ±���Ö��h�v§��e¢����h�×¸
µ

�g�n�e�e�n���e�)½Î©
n− (εν′ − µ) =

1

eβ(εν′−µ) − 1���n�eÆ¬�yÜ­¢��v�ÎÈs¥T�e�����v�n�e�¤Ès���n�v�v�h�d�e���������������d�d���)����� ±���Ü­¢��v¢����h�
(µ ≤ 0)

©
Ô �¤�h���¬���¤�h�������h��¼ �����d�h���h��Ï

n±(x) =
1

eβx ± 1

�­¢��g�n�x� ±��¨Ü­¢)��¢����n�×�¤�d��¥T�e����¼ ��� Û¬��¡°�����
x ≥ 0

���e�#��©q!¤¼ ���¬���n�×���d�0�����0�¤�d� �v¢��n�)��È���v�h���n�����n� ���h�����n�e�d�������n� ����©°Ü[�h�gÖ��n��§��d¢����n�³¡»�¬���
x

���d�e�����n�h�d�e�n�Y:×�n�v�v�¯�¬�����h��§��n��©!°¢�§��#�­¡>�����
eβx

�¬�e�d�´²�¢)�'���dÙ��n��:×�n�v�v�¯�¬�����n��§��n�Í©°ª´�n���y�h�����h�­�g�n�­�n���­�v�e¼ �J�¬�X��¢a�d§Ü­�n���n�X¼ � ¶ ���e��¼ ���n�
1
����� ∞ ����� ��¢�§ �d�x���n�É�����v��§«�v�­Çy�����¤����¼ ¡Ë�d§ Ü[�h�v�h�e¼ � ¶ ���X�v¼ ���h�

0
�����

1
©�ª¯���x�X�'���¬��¼ �¨�����x�v¢ £ �¤�n���¨���e�x���X�����h��Ê�� £ �����v�x§³�»À¤�e§������h�d� µÍ�h�d�X¼ ���h�¨�n�e���h�Xg���'� �¬���J�������n� ¶ �n�<¡»�¬����©�¥T�d�<¥T�����¬�v�v�����)���­�n�v�[Ù�¢�� ¶ © Ü¯©

0, 5
���d�¤��� ¢��d���d�X¼ ����� £ �����v��¤�e�h�v�n��X����'� �¬���a§��#�

50%
:��¬��� ��¼ ���n�e���e�e¼ ��¡��n�d���������n� ¶ �T�X���h©¬¥��T�n�����e�¤�T���X¼ �³Çy����© ô � © ô ©Öx±��a¥T���n�����e�n�Ø�������n�����¬�e�ØÙ�¢��

µ
���e���Ø²�� �¬¡)���e��¼ �Ø�¬�e�d�1X����'� Û¬����� �������n� ¶ � (n+ ' 1)

Õ¢����h�v�����d�����e����²�� �¬¡)�v�X��¼ �J�¬�e�e��Xg������Û¬���¤�Ë���°�������n� ¶ � (n+ ' 0)
©

Ü­�n�ñÜ­¢��v¢����n� �X�'���¤�h��Ü­�h�v�h�e¼ �³� ±��
x

���¤�Í²g¢��v�#���dÙ��´���n�h�d�e��Xñ�¬���e�n� �g�h��¼ ��� Û¬��¡)��Õ�� ¢��d���d�X¼ �¡»�¬���
eβx

�°����:Ú�h����� ¶ ���X��¼ ���n�
1
����� ∞ �¬�����n��§��h��©�ª¯�¬§��d�x�g�n�­�n��� �v�e¼ �¨���n�É�y�n�����n��e§ :Ú�h�����n�g�n���n�X¼ �ÄÙ�¢��

0
���X� ∞ �����¦�v¢�§��d�´¡»�¬���Ú�¬��¼ �¦�¤�h�����h���¬§«���¨Çy���v�¤����¼ ¡<�¬�e�d�²g¢��v�#���dÙ��n�Ú�v�h�n�e�d�h�T:×�n�v�v�³�¬�����n��§��h��©ñ¥��«�v�n����¢¤¼ �×�n���­Û����)� £ �����v�Ë�¤�e�³Ü[�n�v� ��¼ �)�v������°���­�d§ �v���h�v§�¢¤�?#°���¬§��X�v¼ ���n� ÌÍ�d§��h�­Ù�¢��e�e����Û����¤�e�«¡�¢��v���n¡)���X�'������� �������n���¬��¼ �J���h�d�e�ÎÈ���e� ��¢����ËÜ­�h�v�Î� ¶ �����)� ¶ �¬���e�n�J§H<����e�X¼ �J�v�d����©)¥������y���¬�����X�'���h������¼ � ¡�¢����v�h¡�� £ �������¤�n�¿T����¡)��� ¢��e���Ë�h�d���«���v�n�v�e���0Ö�����¡)�v�e¢�� ¶ ��§³��¼ ���h� £ ���d�0¢����h�J���h��¼ ���n���n��©�Öx±��yÜ­¢��v¢����n��h�v���d�¤�0�v�e¼ ��Çy���Í© ô � © ò ©�O�����Û¬���n�0�¤�e�³¥T���n�����e���¬§ ¿É¢¬���n�)�v�X�¬�

µ
�d�e�n��� £ ��§��v¢����Q<�Æ��h��X�'�y�¤�e�«Ü­�h�v�Î� ¶ �����)� ¶ �¬���ê©

!°�h���x�d�)�v�h�v���v���¬�)�Í�X���É����¼ �¨�����Í���h�v�����#���n�¨���n�x���n�v�v�n�e�e�������h�¨�g�n�
T → 0 £ �ñ© �Í©

β → ∞ ©Öx±��¯Ö��n��§��d¢����n�Ä�g�h���n�¤���Î�¯���d��� £ ������� n+
� ±��

x < 0
¥T�e�������e� �<�����<� ±��

x > 0
�y���e�¸ � ±��

x = 0
�X�'�

n+ = 1
2

½8©°ª��e�h� ¶ �h�d���­����¼ � Çy���Í© ô�� © ��©)ª��e�2Xg���'� Û¬���¤�´���X� ¶ ����¥T���n�����e�
ε = µ

�­�n� �¤�n�J¡�¢�§�²��e�Î�v�����¤� ���n� ±��e�#� £ ���¬��±��g�n�����e�����¬�e�d��Xg������Û����¤�����)�g�h�v�Î� ¶ ��©�ª��e�h�v�h�¿T��Û¬��¢�§ �h�³¡��h�����n� ���d�­�¬���­�¤�n�­Ö����'��¡=<���²g�n��²��$#°�v�e¡a�¬�X��Ö��n��§��d¡»�¬�)����©°ª��e�´Ö��n��§ �e�n���n�vÈ���d�Ë�X�'�´�v¢�§��d�����e�n�X¼ �
µ
©�ª´���y��¢��d�d�v�0�����y�¬��¼ �����e¼ �)�y±��g�n�������v¼ ���n� £ ��¼ ���d�e�nÆ��d�X¼ ���e���������¥T�e�n¡)���v¢����n���)���­�e�J�h�d���h§@Ö��h���v¡=<��v²g�n���h�d�ÄÖ��h�v§��e¢����h�������n©

Öx±���Ü­¢��v¢����h� ¶ �n�e�¬�����X¼ � �h�d�<�¬�����n���n��¥�Þ��n¡)�hÏ�ª´�d�0���h�����n�e�d�����a���e� � �e§�§ �h���v¼ ��§³���d�h�� ±��
T → 0 £ ���X�y���e�¨��¼ ���e�d�hÆ��e�e¼ ���d�Ä�h�d���n§®¿x���¬¡J���h�

x = 0
�h���¤�Î��¸^Ç�����© ô�� © � ½Î©�Çy��¼ ��������e�������������e¼ �)�����°���h¡»�¬���)�hÏ�¥������e�e���Î���v�e¼ �<�n�e�<Ü[¢)���nÈê¥��d�����v�h�d��ÈsÃ´¢������n�����»��©
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Çy�����d�X�¤����� ô � © ô Ï�Ö��n��§��#È%ª��e� ��¼8Ès���n�v�v�h�d�e�����

Çy�����d�X�¤����� ô � © ò Ï¤Ü­¢��v�ÎÈs¥T�e�����v�n�e�¤Ès���n�v�v�h�d�e�����
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Ç������e�e�¤����� ô � © ��Ï°Ö��n��§��#È%ª��e� ��¼8Ès���n�v�v�h�d�e�����a� ±��
T = 0

Ç������e�e�¤����� ô � © � Ï°Ü­¢)���nÈê¥T�e�����v�h�d�¤Ès���n�v�v�h�d�e����� � ±��
T = 0
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!¤¼ �������n� ���d� £ ¢�� §³��� �¤�e��!°�d�v���¬�v�e¢�� � ±��

T = 0
���e¼ �)�T�¬��¼ ���e�)�v���d�v�eÙ¨Ù��n� �'���n���h�a¡»�¬����©

T = 0
���n�eÆ¬� £ �������[¡��n�e���n���e�n��¸ ¡°�e���Î���e��¼ ����½[¥T���n�����e� ¶ �������n�v� ±��������³�'���n�)�h©�Ç������h��¢�§ È§��n�:§����A���»�³¡��h�d���n���d�h�­�­�n�d�v�h�v��¥T�e����¼ ����Û���¡°�������n� � ±�� �¤�e�<µ �n�e�X¼ ���n� £ ��������±����¤�§³�¬�¦�h�v���¬�v�v�h�J,«�´�»�v±��v�e�e¼ �¦���������v�d� �¬�e�d�«�e�2���������d�n�^�'���a¥T���n�����e�n���eÙ����¬���^�¬�e�d�h� £ �¤�n���� ±����"<����n���[¥����n�����e�n� §¨±������v�­§���� ���d��µ �n�e�e¼ ���h��Ê��¯¡°�e���Î���e��¼ �a�����v�h���h� £ �¬�g�n�É§³�¬� ���»�Ê��<¡��h�d����¥T���n�����e� ¶ ���0���h��� ±���������©ÍÇy�X��¢Ä�g�Î·����¤�n�Ø�v�e¼ �Ø���d�e�³µÍ�h�d�X¼ ���n���e§ Å¯������� ¶ �¤È�'� �¬����©�ª´�����X�'��� ±��[Ü[¢)��¢����n���¬��¼ �����n�TÖ����d�ê©�Öx±��[Ö��n��§��d¢����n� �X�'�[���d���T�¬�e�d�h�����d���)�x���e¼ �)�§H<����e�X¼ � £ �¤�h��� §��n���­���e���n�e� µÍ�h�d�X¼ ���h� ²���¢�Xg�����������³Ù��h�v�e�Î� ¶ �[�����T¿������d�dÈs¿T�v�e� ¶ �d²�©°Çy�dÈ��¢2�^Û¬�e�#�������a�n� ���v�Jµ �n�e�X¼ ���n���e� ���n� Å¯������� ¶ �������¬��� £ �����¨��Û�¼ �����v��µÍ�h�d�X¼ ���h���d�:�¤�n���Û�¼ ���'���"<����h�v�h�;¥T���h�v���d� ¶ �����������A���v�0©¯¸^¥T�)���¬�v�v�������h�5���X¼ ���Ä�¬�������h��¼ ���d¢)�v�v�n�g½8©�ª¯������n�eÆ¬� £ ���d�ËµÍ�h�d�X¼ ���h�³� ±��e�d�h�J�¤�e��X����'� Û¬�����´�v��¡ ¶ �h���v�dÙ��y�¬�¤�Í���e� ¶ ����Ö��h�v§��e¡»�¬�)�v� £ �­¢a���#È�d�yµ �n�e�X¼ ���n� Ù��h�v��� �¬��¼ �����v�d����©�ª´���v±����h�����h��¼ ���e�n�)�É�)��� ���e¼ �)���É§��h��� £ �¤�n�������e�����¬�g�n�Ê�� ¡��n�e���0µ �n�e�e¼ ���h�J§��h���������<�¬��¼ �J¡��n�e���´¥����n�����e� £ ��§@�n�e���e���0µÍ�h�d�X¼ ���h�J��¢¤¼ ���[�h�#���n��¬� ¶ �����h���h��©

ª��e�h�v�K*y�g�n���d�h���������n�Ú���e���Ú���e¼ �)�0§��n���Ë�nÀ¤��¡)� £ �[�h���2§³��� ¶ �2�n�e���h�¯���h���d�h�Úµ �n§�²g�ÎÈ���¬�v��� £ �ñ© �Í©
T > 0 £ ±��g�n�����h����©gª¯�¬���2�������h�Ú���e�´��Û¬§��d�X¼ �2��¢°¼ �Ú¥T���h�v���d�a±������d� £ ��§µÍ�h�d�X¼ ���h�<�����y�¤�h§RÅ¯������� ¶ ������������¸^Ü­¢��v¢����h��½­� ¶ �0©�±��g�n�����d�¨Ö��n��§��d¡»�¬�)��� ¸^Ö��h�v§��e¢¬È���n�g½ ¶ �<���n�g�n�qÕ��¤�e�¯���h�����n�e�d�������h�K.�Ù��h����¼ ��§��e�n���n�L/8©

×>��E M �"�MI
ENI�IL����M ~ N Õy§ �­�n�d�v�h�v�TÇ����v���¬���n�Ë±��g�n� 4 ���¬�)�v�h���������É§³��¼ ���n� ¶ �0¡@<������n� £§¨�����
Ωgk

�[�h�#���n���g�Î�v� ��¼ �)���Î���[�h�����n��©?:;�e�����»�v�v�h��Ï

Ωgk(T, V, µ) = ∓kBT
∞∑

ν=1

ln
[
1 ± e−β(εν−µ)

]

ª´����¿��v¢����d�h§	�d�e�n���[�°��� �e�J�¤�h�­Ç����v�[�h���������¨�¤�h�W!¤��§�§ ��©¤ª´�a�¤�d��������¿��v¢����d�h§	�v��¼ �����Û¬��·�� �¬���D�v���#�v� £ � � �¬���n�Ä���e� £ ���d� ∑∞
ν=1 f (εν)

� ±��´�h�d���a�¬�e�d���n§��n�e���¨Ö�����¡)�v�e¢��
f

���nÈ�'���d§�§¨� �[�h���¤�h�{¡»�¬����©Tª��e�h�³� ±����v������� �¤�e�v�h¡)� ¶ ���POÍæ$Ë î ã¬ä�"SËQ" ï à�á î èn©�;��d�h� ¶ � ±����h��È�d�h���h�×���e�¨����� ¶ ����Û�¼ ���'� £ ���d� ∑∞
ν=1 f (εν)

��§ ���h��¼ �����d�h���h�×�­�n� �¤�h�×¡@<����)��� £ �­�n���Ê'�h�¤�J¥T���h�v���d�
εν

�e�{�¤�h��!°��§�§³�»���d¢����ÎÀ���¡��a�n�e��§³�¬��Ù�¢���¡�¢�§ §¨� £ ��© ��©�Ê'�h��� ¥T���h�v���d�ä ï à á î èÎä î ãÞ\ î è î �X�'�0� ¶ �0©°Ê'�h�¤��¥T���n�����e� �°���Ë§��d�«���n���¬�2�h�d���n§ Xg���'� �¬���Ú�������n� ¶ �Ë�X���h©�%�J�������h�v�h§ Ü­�n�X��²��d�h�ñ�d�e�n�����¬�e�d�h���¤�e���)�[¥���� �¬�v�v����� Ù�¢�� £ �¤�n���<�¤�e�«Ü­�h�v�Î� ¶ �����)� ¶ ���'� Û¬�¤È�¤�<���)�v�h����¼ ���n�X�¤�h�:�v�e¼ �:�¬�¤�­Ê'�h���n�AÖ��¬�e����¢¤¼ �:�d�;�¤�h�Y!¤²��d� � ���¬�)�v�h� ¶ ����� £ ¢������Ä�����v��¤�e�h�³¥T�e� � ���v� ���¤�0�¤�d�<¥T���n�����e�¦�¤�h�)Xg���'� �¬��������Û»����� £ �v¢Ø�������³�¬�X�v¢JÊ'���¤�n�	Xg�������¬���§��d�����h���v�n��� ¶ �[�h�#�^��¼ � �h��� �¬�v�v�n�­�X�'��©¤Ö��n�����h�­§³��¼ ���n���¬��¼ � ���d�ËÙ��h����¼ ���e�h�¤�h���n�9Ay�¬��§ È�v�X¼ �)�v�������n�:¡��h�d���n�A�n���h�v���Î���e��¼ ���n�:Õy�)�v�h����¼ ���e�h�:�e�:�������h�v�h§ Ã0���'���n� £ ����� ���³���e�¤�
¶ �����n§ Ù=<��d�e�e�«���)�v�h����¼ ���e�h�¤�e�e¼ ����Xg������Û����¤� £ �¤�e�y���v¢�� ¶ �¤�n§ �¤�e�����d�h�e¼ ����¥T���h�v���d�´���¬�g�n�¡=<������n�Ä¸ ¶ © Ü´©��e���

42 +32 +12 = 52 +12 +12 ½8©)Ü[�n�v� ��¼ �)�v�h�a���e�������h� ¶ ����Û�¼ �����T�n�e���n��¬�e�d���n§��n�e���h� £ ���X¼ �����h��� �¬�v�v�n�v�n�<Ö����d�ê©�ª¯�¬���<¡@<������h�J���e�y��¼ ���v�h�d�g�n�ÍÏ
n(ε) :=

∞∑

ν=1

δ (ε− εν)

∞∑

ν=1

f (εν) =

∫ ∞

0

dε n (ε) f (ε)
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n(ε)

�X�'�T�¤�e��Xg�������¬�����v���e¼ �)�v��Ï��%§��%�)�v�h�vÙ»�¬�e�
[ε, ε+ dε]

�d�e�n���n�¨���n� ���¤�
n (ε) dε

Xg������Û¬��È�¤��©�Çy�X��¢³�X���
n (ε)

�¤�e�«Çy� ¶ �¬�����¤�n�FXg���'� Û¬���¤�0²��v¢ ¥T���h�v���d��©
ª´�d�­�¬�����n���n�g�n���[X����'� �¬�����v�¤�X¼ �)�v�T���e� �0�d§ §³�¬¡°��¢��v¡�¢�²��e��¼ ���h�¯Ü­�n���n�X¼ � ¸

L→ ∞ ½ñ¡�¢��¤È���d�°���e�n���d�X¼ � £ ���n���Ä�������Ä���e�#��Ï |εν − εν−1| → 0
©"�%§®Ì��e§��h�����n�)���¬�X��¢³�������h�v��!°��§ §��

∑∞
ν=1 f (εν)

¶ ���e�����h��� �e�Ä�����W�%�)���n��� �¬� ∫∞
0 dε n (ε) f (ε)

±��g�n��©
:;�e��¡=<������n�:�°���:������¼ �:�¤�e�h�v�n�2*y�g�n�����¬���Ú�¤�e�ZXg�������¬�����v���e¼ �)�v�������v�n���n�³Ü­¢��v¢����n������¦Ö��h�v§��e¢����h�¦�����'���d§�§��n�Í©�Ç�����¼ ���d�e�nÆ��n���¦���n�e�e���¬�����������´���¬���2����¼ � £ Ωgk

�¤��� ¼ ��%�)�v�h��� �»���d¢��J�����»�v��!°��§�§³�»�v�e¢�� ¶ ���g�h���v�e§�§��n��©�Öx±��������v�n���n�<Ö��¬�e�ñ���e�d� ¶ ����Û�¼ �����hÏ
∞∑

ν=1

f (εν) =

2S+1∑

σ=1

∑

m1,m2,m3≥1

f

(
~

2

2m

π2

L2
m2

)

ª´�d�[�n� �'���[!°��§ §��­�v�������#���d�h���É�¬���x�¤�n�i!°²��e�¤Ès¥T�)��������������Ï»Öx±���Ê'�h�¤� Ô �v���v�[�h�d�e�n�¤� ����¡)�v�e¢�����d�¤�­�h�­��¢¤¼ �
2S+ 1

Ù��h����¼ ���e�h�¤�h���y¥T�e�����v�n�e�e�������h� � ±����¤�h�1!°²��d��©�ª´�e�´¥T���n�����e����Û����¬����e�����n���h�J�°����Ù�¢��<�¤�n�Ä�¤���n�
mα

����©":×�n�e�����)�v�h����¼ ���e�h�¤�e�e¼ ����!¤²��d���y�¤�e�h�v�n�e���0¥T���n�����e��e�d�n� �n���)� £ ���e�d�hÏ
2S+1∑

σ=1

∑

m1,m2,m3≥1

f

(
~2

2m

π2

L2
m2

)
= (2S + 1)

∑

m1,m2,m3≥1

f

(
~2

2m

π2

L2
m2

)

=

(
2S + 1

8

) ∑

|m|≥1

f

(
~2

2m

π2

L2
m2

)

ª´�d�×�e�Î� ¶ �v�ØÕy§ � ¢��v§a�����{�������¤�×���h§³��¼ �)� £ ��§ �¤�e�C!°��§�§��×�g�h���v�n�<�¬���v�[�h�����n� ¶ �¡@<������h��©������¦���e���Ä±����h�´�¬�e�e� |m| ≥ 1
�v��§�§��d�h��� £ �ñ© ��©�Ê'�h�¤�h��:×�n�v��� ±��

m1,m2,m3� �¬��¼ �)���n�e��§³�¬��§��#� ²g¢��v�#���dÙ��n§ �����{�h�d��§³����§ �d�³���n�)�»���dÙ��n§ ��¢�� ¶ �h�e¼ ���n�{���¤�'©Tª¨© ��©��� ���e�¤�J�����¬��� �h�d���n§ ���n¡)�v¢�� �°����Ê'�h�[�h�d�X�
23 = 8

���n¡)��¢����n� £ �¤�d�Ú���X¼ �;�°��� �e�Á�¤�h���¢�� ¶ �n�X¼ ���n�;�¤�h�
mα

���)�v�h����¼ ���h�e�¤�h��©[ª¯�¬���n�J�v�n�e�e�n�5���e� ���e�h�¤�h�J�¤����¼ �
8 £ ��§¾�¤�h����n§³��¼ �)�v�h� Ö��n���e�n�����d���¤�n� ¶ ��¡�¢������d���d�h�v�h��©»Çy����¼ ���¬���d�X¼ �����h�v²���¢¤¼ ���n� ����§�§��e�n���n�����d��°���:±��g�n�³�n�e���¦ÃË�����n�������:���X¼ �)�³�)���³±����h�³�n�e���n� Ô ¡)���������n� £ ���¬���h� §a±������h� ���e� £�­�n�������e�y���������h�d�g�Ë¥T�����n�����e���h�v���¬�d�v�n���­¢��e�d�h� £ ���d���¤�n�y������¼ �

8
�¤�eÙ°�e�¤�e�n���n�Í©

(
2S + 1

8

) ∑

|m|≥1

f

(
~

2

2m

π2

L2
m2

)
=

(
2S + 1

8

) ∑

|k|>0

f

(
~

2

2m
k2

)

=

(
2S + 1

8

)(
L

π

)3 ∑

|k|>0

(π
L

)3

f

(
~2

2m
k2

)

= (2S + 1)
V

(2π)
3

∑

|k|>0

(π
L

)3

f

(
~2

2m
k2

)

= (2S + 1)
V

(2π)
3

∑

|k|>0

(π
L

)3

f̃
(
k2
)
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Ç������e�e�¤����� ô � © � Ï π3

V

È :;±��v� �n�ñ�e§
k
ÈäAy�¬��§

ª´�����h���������h�����e�
f̃
(
k2
)

:= f
(

~
2

2mk2
) �¤�n·����e�n�v�h©

Ü­�Î�v� ��¼ �)���n�¯���d�Í���e�v¢��¤�e��!°��§�§���© Ô Þg�h�����X¼ �)�v�e�e¼ �¯���e���[Ê'�h���n� ( π
L

)3 È :;±���� �h��§��d�
f̃
(
k2
)§¨���d�v�e²��e� ¶ �d�h����¸^Ç�����© ô � © � ½Î©o:;�e�´�X�����v�n�<�°���2�����y��¢��e��§��n�

L3 ���n���n�<�����h���¤�e�e¼ �¦���ÎÈ���n�Í©�ª´�����<���d� ���¤�d�7!¤��§�§ � ¶ ��§ �%�)�v�h��� �¬�êÏ
(2S + 1)

V

(2π)
3

∑

|k|>0

(π
L

)3

f̃
(
k2
)

= (2S + 1)
V

(2π)
3

∫
d3k f̃

(
k2
)

O��n� ¶ �����e� � ����¼ �{¡°�X�¬� £ �­¢ ¶ �{���e� �¤�n�AÖ���¡)�v¢�� ( π
L

)3 ¡°±����'���d�X¼ � �h�d�����Î� ±������³�������h��©ª��h���;�­�n���A���e� ±��g�n�
k

�v��§�§��d�h�v�h� £ �������R.'�g�n�e�n���S/ Ê'�h�¤�h� ���n¡)��¢�� ���n�����:�¤�e�h�v�n�¿T�X�»� ¶ �d§
k
ÈäAy�¬��§®�����Ä���e��� £ ���d�a¢��g�n�Ä���h�v�n���h� £ §��d�

f̃
(
k2
) §¨���d�v�e²��e� ¶ �d�h����©�¥T�e���¤�dÈ§��n���v�d¢����¬�)���e�n�)�x§����¨��������¢¤¼ �«�e�n�X¼ �)�v�n��ÏhÇ��e�
:×�n�v�v�T� ±��

k
�v�d���0�°��� ���d�e���)�¬� ¶h¶ �¬���d�e���h����e�n�d�^��¼ ���h�ØÙ�¢�� π

L

§H<����d�X¼ � £ ���d� ���e�¨��¼ ��¢����g�n���¤�n�aÌ�<��v�����¦���n��!�¼ ���P<¤�¤�e�����n�����e�n�dÈ¼ �°�����¯���h�v�n���n�¨���¬�g�n��©¬Ç��e�v¢�.��g�n�e�n�¬�T/ Ê'���¤�n��:×�n�v�ÉÙ�¢��
k

���¤�g�¤�h�
x
ÈsÇ�¼ �����­�n�e����ÌÍÛ������Ù�¢�� π

L

©)Çy�����d¢��Ë�n�)�����v�h���n���e§ �¤���n�X�¤�e§��n���v�d¢����¬�e�n�
k
ÈäAy�¬��§ ¡��h�d����!)�v���h¼ ¡��n� £ �v¢������n���:;±��v� �n�ê©"X��0Ê'�h�¤�h§ �¤�n�

k
È :Ú�h����� £ �����J���¬§��d� ¶ �«Ê'�h���n§ �¤�e�h�v�n�[:;±��v� �n� £ ���n�"<����­���¬����n�e�<�n�)���v²����h¼ ���h���¤�n�

f̃
(
k2
) ÈÖ:×�n�v�h©

Å¯�n���h�a���e���°��� ¶ � ����¢�Æ��n�
L

±��g�n� £ �v¢´�­�n� �¤�n���¤�e�W:;±���� �h���g�n�e�d�h���d�Ë¡°�e�n�e��©�Õy���¨�­�n������d�¯�����Ë���������¦�n���e�����n��� £ ���d� §³�¬�{¸G�¤���n�X�¤�d§��h�����e¢����¬�D½y�e�)�v�n���v�e�n�v� £ ���¬���Ú�v�n���h�2���e� £������� �¤¢����0Ê'���¤�h� �d��·����d�v�h�v�e§����d�2��¢��e��§��n���h�d�h§ �h�)�
dxdydz

§��#�J���n§ �n�)���v²����h¼ ���h�¤È�¤�n�C:×�n�v�
f (x)

§¨���d�v�e²��e� ¶ �d�h��� ���d� �ñ©xÅ¯�h���¬�����d���«�X�'�¨���d�h�a�¬�g�n� �¤�n� Ö����d�êÏ ( π
L

)3 �X�'���������¢��e��§��n���h�d�h§��n�)�������
f̃
(
k2
) �¤�h���n�)� ��²����h¼ ���n���¤��:×�n�v�¯��� ¶ �Í©J!°¢�§ �d�´�X����¢����e���Õy§ � ¢���§¨����� ¶ ��§ �%�����n�������g¡�¢����v�h¡)�h©
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Õ�§ �������%�����n�������)�g�h���v�n�T�¬��� ¶ �)�­�n�v�v�h� £ �v¼ ���v�h�d�g�n� ���d�����T�¬���gÃË�����n�e¡�¢°¢�� �¤�e���»���n�«��§<©ª¯�����d�e�n���¯�¬��¼ �¦���¬��� £ �[�h�d� �h��Ê��³� ±��Ë�¤�e�¨¥T���h�v���d�a�n�e���h��Xg��������������¢������h���e�¦�°���¯���¤��¤�h�;Ü[�n�v� �¬��Ù�¢��

k
����¡�¢�§ §¨� ÕT�����³¿T��¢����e�n§ �e��� �¬�X�v¢×¡°�����n�X�d#°§�§��Î���v�X�v¼ �Í©Tª´�×� ±��¡°�����n�X�d#°§�§��Î�v���X�v¼ ���¯¿T��¢����e�n§��
∫

R3

dxdydz f (x) = 4π

∫ ∞

0

dr r2f (r)

���d�d� £ ¡@<������h�J���e�y�¬�X�v¢ �������h�'�%�)�v�n�������ñ�v¼ �����n�e�g�n�<�¬�X�nÏ
(2S + 1)

V

(2π)3

∫
d3k f̃

(
k2
)

= (2S + 1)
4πV

(2π)3

∫ ∞

0

dk k2f

(
~2

2m
k2

)

= (2S + 1)
V

(2π)2

(
2m

~2

) 3
2
∫ ∞

0

dε ε
1
2 f (ε)

:;�e��� ±����v�v�h�<���d�7!°�����'���#���¤�v�e¢��
ε = ~

2

2mk
2 �¬���h©�ª´��§��#�����d�d�y�¬�X��¢�Ï

(2S + 1)
V

(2π)
2

(
2m

~2

) 3
2
∫ ∞

0

dε ε
1
2 f (ε) =

∫ ∞

0

dε

[
(2S + 1)

V

(2π)
2

(
2m

~2

) 3
2

ε
1
2

]
f (ε)

=

∫ ∞

0

dε n (ε) f (ε)

:;�e�����¬�g�n�Ä���e�v¢a�h�v¡»�����)�hÏ

n (ε) = (2S + 1)
V

(2π)
2

(
2m

~2

) 3
2 √

ε

:;�e�����h�v��¼ �����h�J�°���
Ωgk

§ �d�v���d�d� �¨�¤�h�FXg�������¬�����v���e¼ �)�v�
n (ε)

Ï
Ωgk(T, V, µ) = ∓kBT

∑

ν≥1

ln
[
1 ± e−β(εν−µ)

]

= ∓kBT
∫ ∞

0

dε n (ε) ln
[
1 ± e−β(ε−µ)

]

= − (2S + 1) kBT
V

λ3
T

f±
5
2

(z)

ª¯�¬�g�n�����d�d�hÏ
f±

5
2

(z) = ± 2√
π

∫ ∞

0

dx
√
x ln

[
1 ± ze−x

]

z(T, µ) = eβµ
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���n�����y§³�����¤�e�aé�æ�ç�ã <ÎïDî ( î ©

Ωgk(T, V, µ) = − (2S + 1) kBT
V

λ3
T

f±
5
2

(z)

f±
5
2

(z) = ± 2√
π

∫ ∞

0

dx
√
x ln

[
1 ± ze−x

]

z(T, µ) = eβµ

Çy�X�­��Û�¼ �����v���T�g�n���h¼ �����n� ���e���¤�n��ª�����¼ ¡
p

(
T, n =

〈N̂〉
V

) ©°Ç������¤�n�­¥T���e�n�vÈäA��n�X�»���d¢��
���e���v�n�����d��Ï

Ωgk(T, V, µ) = −pV

ª´��§��#�y�h�v��Û��#��§³�¬�<�v¢¬� ¢��v�y�¤�n�Äª´�v��¼ ¡ �d�ÄÇ�����Û¬�����e��¡��h�#��Ù�¢��
µ
Ï

p(T, µ) = (2S + 1) kBT
1

λ3
T

f±
5
2

(z)

Çy��¼ �
n

�eÛ��v���y���X¼ �J�e�n�X¼ �)�y�����'���d§�§��n�ÍÏ
〈
N̂
〉

= − ∂

∂µ

∣∣
T,V

Ωgk(T, V, µ)

ª��e�0�n�e� ¶ �d���0Å¯�Q<�Æ��´�e�
Ωgk £ �¤�e� µ �h������Û¬�d� £ �e�����¤�e�«Ö����)� ¶ �d��Û¬�h©�Ö�¢��e���e�e¼ �J�n����Û¬�d��§�����Ï

n = lim
V→∞

〈
N̂
〉

V

= (2S + 1)
1

λ3
T

f±
3
2

(z)

:Ú¢����h�����e�
f±

3
2

(z)
�¤�n·����e�n�v�y���¬�g�n�<�¬�X�hÏ

f±
3
2

(z) = z
∂

∂z
f±

5
2

(z)

Õy���aÊ'�n� ¶ �y¡@<������n�����d��²����e� ¶ �e²��e�n�e�Í�¤�n�Äª´�v��¼ ¡ �d�ÄÇ�����Û¬�����e��¡��h�#��Ù�¢��
n

�g�h���v�e§ §��h��Ï
n = (2S + 1)

1

λ3
T

f±
3
2

(
eβµ
)

ª´���É�eÛ��v���T���X¼ ������¼ �
µ

��� � <)���h�a�����a�e�
p (T, µ)

�n�e�����n� ¶ �n��©�ª¯���É�­¢��e�e�n� ���d�T���d�h�T�¬�g�n����X¼ ����������©
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¥�� §���¼ �)�9!°�d��� £ �n�e�¤�^��¼ ���n���ÄÇy�����¤��±�¼ ¡���� ±��

f±
5
2

(z)
�����

f±
3
2

(z) ¶ �:·����¤�h��©[ª¯� ¶ �� ±����v�h�J���e���n�e���0µ ��#°�e¢����n�)�'���e¼ ¡°�e�����¨���h��Ì�¢������v�d�v��§a���������T��§
ze−x = 0

�¤��� ¼ ��©¤ª´�d�µx��#°�d¢��v�h���'���X¼ ¡°�d�����´Ù�¢��
ln(1+ y)

��§
y = 0

·����¤�n�[§³�¬� �d� �h�d���n�[Ö�¢���§��n�X�v��§ §��e�����¸^¢°���n��§³�¬���v��¼ �����n���v�e�«�¬��� ½8Ï

ln(1 + y) =

∞∑

j=1

(−1)
j y

j

j

Ç��e�v¢�Ï

f±
5
2

(z) = ± 2√
π

∫ ∞

0

dx
√
x ln

[
1 ± ze−x

]

= ± 2√
π

∫ ∞

0

dx
√
x(−1)

∞∑

j=1

1

j

(
∓ze−x

)j

= ∓ 2√
π

∞∑

j=1

1

j
(∓z)j

∫ ∞

0

dx
√
xe−jx

ª´�d�������W�%�)�v�n���������e���y���h¡»�¬���)�¨¸^����¼ �����d�h�����e�#�D�´���d�0Ö�¢��v§��h�e���¬§�§��d�������[�h�#���n�8½8Ï
∫ ∞

0

dx
√
xe−jx = j−

3
2

√
π

2

!°¢�§��#��¡=<������h�J���e�y�¤�e��A��h¼ ���°�����a� ¢���� ���n� ¶ �n��Ï
∓ 2√

π

∞∑

j=1

1

j
(∓z)j

∫ ∞

0

dx
√
xe−jx = ∓

∞∑

j=1

1

j
5
2

(∓z)j

:×�n���n�
f±

3
2

(z) = z ∂
∂z
f±

5
2

(z)
�n�����¬�d�v�h�J���e�hÏ

f±
5
2

(z) = ∓
∞∑

j=1

1

j
5
2

(∓z)j

f±
3
2

(z) = ∓
∞∑

j=1

1

j
3
2

(∓z)j

ª¯�¬§��d�y�e���y�¬��¼ �<�¤�e�«Ü[� ¶ �h�e¼ ���°����� �e¢����e��¼ ��©
:;�e� �­¢��e�d�h�A�)���;�n�e���d���ÚÅ¯���n� ¶ �^Û¬�e�d�¦�g�Î������¼ �)�v�n�Í©[Xg����Û�¼ �����J�v¼ ���¬���h�:���e� ����� �¤�h�¡°�X�������X�v¼ ���n�2Å¯���n� ¶ �^�¬�e�x��¢����h�¯µ �n§�²g�n� �»�v���v�h�¦�����Ú¡°�d�h�d���h�¯ª´�X¼ �����n�×�¬��©a;y¢�����µÍ�h§aÈ²g�n� �»�������g�h�¤�h�¤�v�n�

z � 1
©�Çy�X��¢ ¡=<������n�¦���e���e�2�¤�h�¯µx��#°�d¢��v�h�)�'���e¼ ¡°�e����� Ù�¢��

f±
5
2

(z)
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�¤�e�0�"<����h�v�h� Ô � �¤�°�������n���[�h���X�������h��Ï

p(T, µ) = (2S + 1) kBT
1

λ3
T

f±
5
2

(z)

= (2S + 1) kBT
1

λ3
T

[
z ∓ 1

2
5
2

z2 +O(z3)

]

n = (2S + 1)
1

λ3
T

f±
3
2

(z)

= (2S + 1)
1

λ3
T

[
z ∓ 1

2
3
2

z2 +O(z3)

]

µÍ�h�v§����¤�n� Ô � �¤�°�����Ú���v�h�[�������"<����n� �[�h�����n�{�e§ � ¢��e���h���¤�h�{�¬�X��¢ÚÙ��h�v����¼ ���XÛ������e�¬��©Xg����Û�¼ �����J�Ü<��v�n�5���e�
n

����¼ �
z

�¬�¤�«�����5�g�Î������¼ �����n�5¢�© Ü¯© �ñ© Ç«©��°�������n� Ö��¬�e�Ë§ �d�²�¢)���d�v�eÙ��h§ ��¢�� ¶ �h�e¼ ���n��Ï
λ3
T

2S + 1
n = z +

1

2
3
2

z2

⇒ 1

2
3
2

z2 + z − λ3
T

2S + 1
n = 0

ª��e� ¶ �­�n��Ìq<��v�������n�<�¤�d�����h� � �����¤� �»���e��¼ ���n�<Å¯�d�h�e¼ �°�������v�e�������h¡>�����)�hÏ

z1,2 =
−1±

√
1 +

2
1
2 λ3

T

2S+1 n

2−
1
2

:;�d�J���e���v�n� £ �������
z

���P<�Æ��n� ���e� �y���e�¯�v�n�e�A§¨����� £ �­�n�e���n�e���¦¥TÀ°²g¢����n�)�v�X�¬�d� ����¡)�v�e¢�����e�n§³�¬�X�����h���»���dÙ����h�d�<¡»�¬����©�Ö�¢��e���e�e¼ �<¡�¢�§�§«���°�����¤�e�¨Ì�<)�������³�d�ÄÜ­�Î������¼ �)� £ �g�n�x�¤�n�Ù�¢������n�':×��� ¶ �n���h�d� +
�'���n�)�hÏ

z =
−1 +

√
1 +

2
1
2 λ3

T

2S+1 n

2−
1
2

Öx±��������v�n���´Çy���^�¬���)���g�h�¤�e�����������h�2¸ ¡°�e�n�e���h�
n £ ����¢�Æ��h� T ½��X�'�

λ3
Tn

�v�n���­¡°�d�h�d�����¬����§¡»�¬����§³�¬�Ä�¤�e��:Ú��� ¶ �h�ñ§��#� √
1 + x ≈ 1 + 1

2x
��Û¬���h�v�ÍÏ

z =
−1 +

[
1 + 2−

1
2

λ3
T

2S+1n
]

2−
1
2

=
λ3
T

2S + 1
n



òS�?�
ª´�d�������n� ¶ �n�<���d���°���<�h�d��Ï

p = (2S + 1) kBT
1

λ3
T

[
z +

1

2
5
2

z2

]

= (2S + 1) kBT
1

λ3
T

[
λ3
T

2S + 1
n+

1

2
5
2

λ6
T

(2S + 1)
2n

2

]

= kBT

[
n+

1

2
5
2

λ3
T

2S + 1
n2

]

:;�e�y���h���n�Ä���e�v¢�Ï
p

kBTn
= 1 +

1

2
5
2

λ3
Tn

2S + 1

⇒ pv

kBT
= 1 +

λ3
Tn

2
5
2 (2S + 1)

+ O
((
λ3
Tn
)2)

Ç��e��¥T���¤�n�����h�����X�����¬�g�n�<���e�y�¬�X��¢��e§ ¡°�e���v�v�X�v¼ ���h��Å¯���n� ¶ �^�¬�e�ñ�n�����¬�d�v�h��Ï

pv

kBT
= 1 +

λ3
Tn

2
5
2 (2S + 1)

+ O
((
λ3
Tn
)2)

ª´�n� ¶ �[�h�#��� µ �n��§ �¤�h�¨���h¼ �)�v�h�C!¤�n�d�v� �X�'� �¤�n�¨� ±������n���¤�JµÍ�h�v§ �¤�n�VU­æ�ã¬ä î èÎä¤å ð \¶\vè å»íî æ?\ ¶ ��§ �e�¤���¬�e�n�{ÅË�������h�v�Î� ¶ ©�:;�e� �v�n���h��Ï Öx±��
T → ∞ �����

n → 0
�h�v���¬�d�v�n�Ø���e����e�h�¤�h�¯�����´�e�¤���¬�e� ÅË�������h�v�Î� ¶ £ ���e�¨���e�Ë�h�´�n���­�������n��©�;y�e�n�Ë�¬�Ú�¤�d�����h��!)�v�h�d�e�a¡@<������n����e�¯����¼ �¦�¤�h�������n��§��e��¼ ���n�Ú�¤�ÎÈ%Ü­�v¢����e�d�nÈÖ:×�n�e�d�h���XÛ¬�����0�n�e���a�����v¼ ���¬���e�e¼ ���¨Ü­�h�¤�h�¤�v��������n�g�n��©�:;�d�«���e���v�n���h� £ ��Û¬�����´�¤�e� 4 ���¬�e�d��Û»�����n�´�´Û¬���h�v�����³�n�)����¼ ���h�e�¤�h���<Ù�¢��Ä�¤�n§¿T��¢¤�¤��¡)� ����� �¤�n���¤�ÎÈ%Ü­�v¢����e�d�nÈÖ:×�n�e�e�n���XÛ¬�����³�����

n
1
3

�¬�Í©
:×�n�e�
n

�¤�d�<µ �n�e�e¼ ���h� ¶ �����dÈ�¤�X¼ �)�v�­�d���¤���n��ª´�d§��h�����e¢����n���¬�����d�¤� £ ����� �¤�e��µ �n�e�X¼ ���n� ���¬�e�°�[�h��� ���e�n�X¼ �¨Ù��n�v�v�n�e�d���v�e���¸^�­�������h�d§ÝÅË�����e�<�����v�n���n§®Ã0�����v�n�Ä��� ¶ �����n��§��n�<�X�'�8½ £ ���¬���<�X�'�
n− 1

3
�¤�h�y§��#�v�v�e�n���µ �n�e�e¼ ���n�������'� �¬����©S!¤¢��X�¬�����[� ¢��d���d�X¼ �

λ3
Tn

Ù°�e�n�¤¡°�d�h�d���n�T�¬�X�É¥T�e�����X�'� £ �X�'���¤�e�­�v���h�v§��X�v¼ ����¤�nÈsÜ­��¢����d�e�ÎÈ :Ú�h�d�e�n���eÛ������¯�[�����h�)�v�e�e¼ �<¡°�d�h�d���n�����e�y���n�y§��d���v�e�n���¨µ �n�e�e¼ ���n�������'� �¬���<������������n�[�¤�d�¯Ü­�h�¤�e���������Ë� ±�� � ���¬�)�v�h��§��h¼ �������e��¼ ���W:×�h¼ ���v�n�e���d��¡°�������n�����X¼ ���­���h���n�g�n�Í©ª´�n��:Ú�h�d�e�n��¼ ���¬� �¬¡)�v�h�y���e���ÄÙ�¢��2���n�Ú�����¤�h�v�h� £ �­�n�d�¯�h�)��� �n���)�v�h�2µÍ�h�d�X¼ ���h�¦���������X¼ �)����¬�������h��¢�§�§��n�ÍÏ)ª¯����ÅË����Ù��h�v��Û��#���v�e¼ ��¡°�e���v�v�e��¼ ��©
ª´�n���v�n�e�g�n�×¥�Þg�h¡)�«���h¢�����¼ �����Î�Ë§³�¬���¬��¼ �×���h�T�¬�����n���n�Z:×�h¼ �����h�d���e�v¡°�������n�ÍÏñÅ¯��¢�Æ��µ �n�e�e¼ ���n�������'� Û¬�����J����� ��¢����Äµ �n§�²��h���¬�v�����n�:�g�n���e���¤�h�v�A�¬��¼ �õ:×�h¼ ���v�n�e���d��¡°�������n����e� ¶ © Ü¯©��[¢����d¢�§¨�¤È%Çy���'��¢�Æ�������¢°���n��Ù»���¤Ès���n�vÈÖ:������e��ÈÖ:×�h¼ �����h�d���e�v¡°������©°ª´�����n�´¡=<���È���h�«���h�d���'�Í�h�d���¤�n�¤���d�´���X¼ ���vÈê�X�¤���¬�e��ÅË���v�T���d� ¶ © Ü¯©hºÄ�n�v����� ¸

CH4
½�¢¤�¤�n�xÃ�¢����d�h���¤�e¢>À¤�e�¸

CO2
½­�v¼ ��¢�� �g�n�qA��¬��§¨�v�n§�²g�n� �»�����������<�y¢��v§³�¬�X�¤����¼ ¡��d�����n�X�»�v�eÙ³�����v�n�y�´Û¬���h�v�����¡°�X�������X�v¼ �J�����v¼ ���v�e�n�g�n���[�h�����n��©

WYX[Z\X[]_^a`cbcdfeagih=]�jckF]_X-h=lmX
ª´�d�¨�v��¼ �����7!°�n�d�v�a�¤�n�ËÅË���v���e�n�X¼ �)����� pv

kBT
=
∑∞

ν=0Bν(T )nν
���h�dÆ��on ï \ ï ã¬ëæ\vè ï á�è �����

Bν(T )
�v�d�������d�pn ï \ ï ã»ë å ð è%q <Îï ènä î ènä�©�;��d�h���e���

B0 (T ) = 1
�����

B1(T ) =
λ3

T

2
5
2 (2S+1)

©
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WYX[ZrX[]_^M`mbcdse
ª´� λ3

Tn

2
5
2 (2S+1)

���Q<�Æ��n�����e�¯�y���e���X�'� £ ���e���¦� ±��¯� �h���v��ª��X¼ �)�v�
n £ ��© ��© v = 1

n
= V

N

� �h��� £����� � ���'����µÍ�h§�²��h���¬�v���
T

���n��ª´�v��¼ ¡¨� ±��­������Ö��n��§��d�)���y¸^²�¢)���d�v�eÙ�������¢�� ¶ �h�e¼ ���n� £ ������È�¤� ���n� ���¤���g�n���h¼ �����n� ½Ë���n���n�°±��g�n�«�¤�h§ �X�¤�h���d�h��ÅË���«�h�v�o<��)�0������� ±��a�����«Ü­¢)���h�����¸^�����¬�e¢�����A��h¼ ���°����� �d�e�Î� �h���Ë��������§����h¡��n�������«��¢�� ¶ �h�e¼ ���h�Ä�d�Ú�¤�n�´�n� �'���n�2Ã´¢����v�h¡)�v���8½�n�����e�h�¤���d���h©­Õy§ �¤�e�h���n�e� ¶ �����h���n� £ ��¼ ���¬���n�5���e�J�����J���d�×¥T�e���n���v¼ ���¬�D�v�h�5Ù�¢��ÁÖ��h��È§��d¢����n�¦�����2Ü­¢��v¢����n�¦�¬�Í© Ô �°�­¢���� ���d�Ë�¤�e�h�´���d�h�´���e¼ �)�´�nÀ¤²��d� ¶ �d�0�¬���v���n� ±����v�����¬�g�n�¸^���¬� ±�� �X�'���¤�d� 4 ���¬�)�v�h��§��h¼ �������d¡ ¶ ������Û����¤�e�)½ £ ���e���v�n�A���d� £ �����v�³Ö��n��§��d¢����n�A�n�e����¬�)�v�X�P#)§�§��Î���v�X��¼ ���������ØÜ­¢��v¢����h�Ú�h�d��� �d#°§�§��Î���v�X�v¼ ����:×�n�e�e�n�¤� ����¡����d¢����������h��© ª¯�»È§��#�y�X�'�y¡°�X�¬� £ ���������v�e¼ ��¡��h�d��� ¶ �[�h��Ö��h�v§��e¢����h����§@�v�n�e���h��¿��e�¬� ¶ �¬��� ���¬�d�v�h��¡@<������n� £�¤�n�������¬��� ��±�� �¤�n�³�v�e¼ � ���h�e���':Ú�h�d�e�n�¤� ����¡)�v�e¢����h�������v�ç<)�v¼ ���h��Õ»�¤�e�yµÍ�h�d�X¼ ���n� ��±�� �¤�n��¬�¤� �o<����n� £ ¶ �×�nÀ¤�e���v�e�n���n��©�ª¯�¬���n�0§¨���v�0�h�d��� Çy����Û����n�������<Ù��n�����d���¤�n�v�0�[�h���¤�h� £ �ñ© ��©�h�a���e�¤���n�e�����������v¢�Æ��n������:Ú��¼ ���v�n�e���d��¡°����� ¶ ���e��¼ ���n�:�¤�n� Ö��n��§��d¢����n� £ �v¢Ú�������¨�v�d��ÎÞ��n¡)�v�eÙ¦�¬�����h�d�������¤�h�v���h�¤��±�¼ ¡)�y�[�h�����n��©gª��h�Ëª´����¼ ¡Ä�'���n�e�¬�¯���e�v¢�©gÕy§����h¡��h�����¯���¬�g�n�Ü­¢��v¢����h� ¡��h�d�J¿T��¢����e�n§ ���¬§��#� £ ���X¼ �J���J�h�d���n§ Ô �v� ¶ �����n·����¤�h��©�ºÄ�n������¢¤¼ � £ �h���X�'���¢������[��±������v�e�¨� ±��y�v�e� £ �¤�h�������¬�����ç<)�v¼ ���n�J�v�e�Ë�v�X¼ �J���X¼ �)���v�n�e�e�[�h�e�v�¯�����h©�Ö�¢��e���e�X¼ � �X�'��h�¯�v¼ �°���e�n���d� £ ¶ ���v��§ §��h�����h¡)�e��§�²¤���aÜ­¢��v¢����h�¦�¬���v�n�e�������¤�n� ¶ �¦�����e�����h� £ ���n�Ëª�����¼ ¡���e��¡)���¬�X�v¢�©
O��n� ¶ � ¡=<��������<§����;���X¼ �A�������¤�h�v� £ �[�h�d�y�h����� �n�e��§³�¬���d�;�¤�h� �����v��§«�v�h�õAy�h¼ ���°������¬�¤�����n�Ä�n� ���v�n�ÚÜ[�e�X¼ ¡J���e�����n���¤�[¢ �P#°§�§ �n�v���e��¼ ���0¢¤�¤�h�´�¬�)���e�P#°§ §��n�v���e��¼ ����Xg���'� Û¬���¤�Ù��h�v�­�n�����Î�¨����� �¤�h��©�Çy�g�n�³�¬�X�«���e�³�¤�d��Ü­�h�v�Î� ¶ �����)� ¶ �¬���e�����v�X�¨�¬�X�a���n���n�g�n�Ø���e�������¤È§��n� £ ���a���¬�g�n�<���d���������¤�e�«Ã�¢����'���v��¡����d¢�� ���h�v²��¬�v�­������¢��v�v��¢���¢���§��d�h������Xg���'� Û¬���¤��n�e�¤�^��¼ �³�������h��¢�§�§��n��©�ª��e�h�����n�)�������h�T�°��� £ �[�h���³§³�¬�³�¤�e�y��� ��²���±������d�X¼ ���h�YXg���'� Û¬�¤È�¤� ¶ ����Û�¼ �����¯�P#)§�§��Î���v�X�v�d�h���Qt»�¬�)���e�P#°§ §��n�v���e�v�d�h����©�ª¯�¬§��d�¯�X�'�0�¤�e�h�v�a¥��d���n����¼ ���»�D�Ë�¬�X��¢�¤��� ¼ ���¬���[�e�Ä�¤�e��A��h¼ ���°����� �h�d����� � ¢������h��©
u ���"��M ~ � «
~ � ~ IL����N"� ~ � ª I E ­ �"E Xg�d�h���X�'�x�h� ���d���¤�n� £ ���d���v���h�v§��X�v¼ ���WXg�������¬���������d�h�#È¼ �°����� ¶ �Ä�g�h���v�e§�§ �h��©�¥[�y�X�'�����d�h� ¶ �����e�h���n�y�¤�e�¨Çy�����­�n�v�v�����³Ù�¢��

f+
5
2

(z)
¸^ª´�v��¼ ¡

p�¤�n�TÖ��n��§��d¢����n��½ �����
f+

3
2

(z)
¸^ª´�X¼ �����

n
���n�TÖ��h�v§��e¢����h��½ ��¢¬�'�­�n���¤�d��©�:;�d�T�g�Î������¼ �)�v�n�

���e�n���¤�h�<��§����n¡��n���v�v�h�¦Å¯�v�h� ¶ �^���d� n → ∞ �����
T → 0 £ �ñ© ��© λ3

Tn � 1
©":;�e�����X�v�v�n��¬�g�n� £ �����v�����d�d�hÏ

λ3
Tn = (2S + 1) f+

3
2

(z)
©J!°¢�§��#�y�X�'�

f+
3
2

(z)
Ù°�e�n�����P<�Æ��h�����e��¥��d���������

���¬§��d�y�¬��¼ �
z

���h�d�����h©�ª´�e�0¥T�)�'���e¼ ¡°�e����� ����¼ ��¡°�d�h�d���h�
z

���e�¯�e§ ¡°�X�������X�v¼ ���n��Å¯���n� ¶ È�^�¬�e���X�'�T§��d�v���e�³���e�n�����X¼ �)�T§�<����e�e¼ �Í©¬ª��e�
f+

5
2

(z)
È�� ¶ �0©

f+
3
2

(z)
È �%�)�v�n�������d�­§¨±��v�v�n�����¬���n�

�¬���v���h�v��¼ �����n�­�­�n� �¤�n�Í©�Ö ±�������¢�Æ��
z

���P<�Æ��­§³���<���¬�g�n�Í���¤�xª´�dÙ��n�����h� ¶ �h��Ï
f+

5
2

(z) =
2√
π

∫ ∞

0

dx
√
x ln

[
1 + ze−x

]

=
2√
π

{[
2

3
x

3
2 ln

(
1 + ze−x

)]∞

0

+
2

3

∫ ∞

0

dx x
3
2

ze−x

1 + ze−x

}

Õy§ �������%�)�v�n������� ¶ �Ú�Ü<��v�n� £ �������¤� ²��������d�h�d���e�)�v�n���v�e�n�v�h©�Ü­�Î������¼ �����n�Ú���d�0�¤�h�Ú�h�����v�h�!°��§�§³�¬�����n��©
!°�n� ¶ �n�:���d�³�y���d�y�h�d� £ �v¢×�e��� �¤�n� µ �n��§ ¢¬Þ��n���v�X¼ �����d�X¼ � �����e�G©TÌ �������h����d�´�'� �»��� �¤�h���v�n�
x

���h���n�<�����n���¤�e�X¼ �����n���h� £ �v¢³�e�����¬���É�¤�h�Ä�n� �'���n�<Ü­�d�X¼ ¡ ���X¼ �)�y¡°�e��� £
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�­�n�X¼ ���h�­¥T�����h�����X���¤�n�yµ �n��§ �e�d�n� �n�v�h©�ª´�d�������e�����¬�g�n��¢�Þg�h�����X¼ �)�v�e�e¼ � £ �­�n����§³�����¤�h�ÌÍ¢������v�d�v��§¨�����h�)�'���e¼ ¡��n�d�hÏ

ln(1 + ze−x) = ze−x− 1
2z

2e−2x+ ...
º¦���#���d²��d�e¡»�»�v�e¢��J§��#��h�d���h§Â¿É¢��Ü#)��¢�§ÂÛ¬�����n�v�x�¬�X�v¢����X¼ �)���É���¬� �¬� £ �����v�x�¤�e�h�v�n�ÉµÍ�h�v§Â���n���n�¨�����d�°���n�)� £ �¤�h���

e−x
���h�)����¼ �����h�d�e�n�����n���n�a�����e���¬�X�gÊ'�h�¤���É¿É¢��Ü#)��¢�§ ���n���h�¨�����n���¤�e�X¼ � £ ���e�­§³���a�e�n�X¼ �)��������¤�n�cAy�n�e���n���h�)�'���e¼ ¡°�e�������¤�n�

e
È%Ö�����¡����d¢����v�e�n�)�h©�Ç��e�v¢³���e�#��Ï

2√
π

{[
2

3
x

3
2 ln

(
1 + ze−x

)]∞

0

+
2

3

∫ ∞

0

dx x
3
2

ze−x

1 + ze−x

}
=

2√
π

{
2

3

∫ ∞

0

dx x
3
2

ze−x

1 + ze−x

}

=
4

3
√
π

{∫ ∞

0

dx x
3
2

1

1 + ex

z

}

Öx±��������v�n���n� Ö��¬�e�
z → ∞ ���dÙ��n�����e�n�v�J�¬�g�n�Ä�����)�%�)�v�h��� �¬� £ �¤�h��� ∫∞

0
dx x

3
2

���d� ������n���¤�e�X¼ �J���v¢�Æ�©0vy�����d�X¼ ���h�y���e�#�y�¬��¼ � � ±��
f+

3
2

(z)
Ï

f+
3
2

(z) = z
d

dz
f+

5
2

(z)

= z
d

dz

[
2√
π

∫ ∞

0

dx
√
x ln

(
1 + ze−x

)]

=
2√
π
z

∫ ∞

0

dx
√
x
d

dz

(
ln
(
1 + ze−x

))

=
2√
π
z

∫ ∞

0

dx
√
x

e−x

1 + ze−x

=
2√
π

∫ ∞

0

dx
√
x

ze−x

1 + ze−xª´�d���«�v�d�h���«Û���Æ��h�����«Û¬�����e�X¼ � ¶ �����n§ Ù�¢������h�¯�g�n���h¼ �����Î���n�ì�%�����n�������T�¬���h©�Çy��¼ �����e�n��¤�eÙ��h�v���d�h���³�����H�%�����n�������[� ±��
z → ∞ £ �¤�n��� ∫∞

0
dx

√
x

���e���:�n�g�n���^�¬�e�e�³�����n�����d�X¼ ����v¢�Æ�©
Ç��¤�­�¤�e�h�v�7:×�n�X�v� �X���¯���´�����Ë�¬�X��¢J���e¼ �)�Ë§H<����e�X¼ � £ �¤�d� ¶ ��� p, n È%Ü[�h�v��¼ ���°�����³�"<��v�e���h��%�)�v�h��� �¬�e�¯����� ¶ �°�[�h�����n��©$:;�e��§¨±����v�n�<�¤�d���%�)���n��� �¬�e�¯���n���¬���h�����v���¤�d�h�v�h��©
w5��M ~ Go�S�"K��"�
�oKyx�E ~ N !¤�n�

χ(x)
�n�e�������e�¬�����yÖ�����¡)���d¢�� Ù�¢�� �o<°¼ ���'���n����²�¢��ç#°��¢�§ �e�n�e�e�n§:���¼ �����v��§ ¸ ���e�Ë�h���¤�e�

xα
Èê¿É¢¬���n� ¶ �n���d�

f+
5
2

(z)
� ¶ �0©

f+
3
2

(z)
�v�d����½8©������<���n�v� ��¼ �)�v�h�

���e��� ¢��e���h���¤�h�����d�e���h§��n�e���F�%�)���n��� �¬�êÏ
I(t) =

∫ ∞

0

dxχ (x)
1

ex−t + 1ª´�n���%�����n���������×���»�¨�nÀ��¬¡)�¨�¤�e�JÖ�¢��v§ £ ���d�J�d�
f+

5
2

(z)
� ¶ �0©

f+
3
2

(z)
���¤�D�v���d��� £ �¤�h���Ø�h�

���d�d�hÏ
z = eβµ

©JXg����Û�¼ �������v�������v�d�v���d�h�v�h�J���e�
y = x− t

Ï
∫ ∞

0

dxχ (x)
1

ex−t + 1
=

∫ ∞

−t
dy χ (y + t)

1

ey + 1

=

[
Ψ (t+ y)

1

ey + 1

]∞

−t
+

∫ ∞

−t
dyΨ(y + t)

ey

(ey + 1)
2
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;y�e�n�¯����� �¤�a�h�d��§���� ²��¬�v�v�e�n�e� �e�)�v�n���v�e�n�v� Õ

Ψ (t+ y) =
∫ t+y
0

dxχ (x)
�X�'�0�¤�e��!)� �¬§�§ È� ����¡)�v�e¢��JÙ�¢��

χ
©oXg���­Ç������­�n�v�v����� ���h�[�n� �'���n�1!¤��§�§������¤�h� Ù��h�v�­�n���¤�n� ���e� £ ������� χ�����0����§��#� ����¼ �
Ψ

�)����²�¢��ç#°��¢�§��d�h�d���­Û�¼ ���'��© !°�n� ¶ � §����«�¤�e�T���)�v�h�v��Å¯���n� ¶ ��¸
y = −t ½�n�e� £ ��¢<�v�d�h���Ë§³�¬�×�¬���������2���n�0ª��n·����d�v�e¢��×Ù�¢��

Ψ
�v¢¬� ¢��v� £ �����v� Ψ(0) = 0

���e�#��©�Öx±��
y = ∞ ���X�����h�����e�´�����h� £ ������� 1

ey

¸ � ±������v¢�Æ��
y

�v²��e�n�d�´�¤�e� ¶ ����Û»� ¶ �e�e¼ �Ä�����¤�e�n�v�v�0¥T�e���¡��h�d����A�¢��e�e�´§��n��� ½[�v¼ �����n�e�d�h�����n���h� �y���d�ñ���n�)�­���e�ÍÊ'�h�¤���­¿x¢��ç#°��¢�§	���n���n� �����n�����d�X¼ ��©Ö�¢��d���d�X¼ �J�h�v���d�����v�X¼ ������¼ �������e� £ ���������d���h�v�����#���n��Ï

I(t) =

∫ ∞

−t
dyΨ(y + t)

ey

(ey + 1)
2

ª��e�h�v�h���%�)�v�h��� �¬�[�d�)�v�h�v���v�v�e�n�v�a����� �°��� � ±��³�v�n��������¢�Æ��
t £ �¤�n��� �¤�e�h�v�h� �X�'��§��#� �v�n�������¢�Æ��n�

z
���e�n�X¼ �°�����¤�n�¤���n��� ¸

t = βµ
½8©a�%���¤�e�h�v�n§ Ö��¬�e�x���n�)�0�¤�d�����)���n����Å¯���n� ¶ �a�¤����%�)�v�n�������e� ���h���h� −∞ ©»Ü­�d�h�d���x��¢¤¼ � �¤�d��Ö�������� £ ���e�­�v�e¼ �

Ψ (y + t)
� ±������v¢�Æ��

t
Ù��n����Û��#��©;y�e�n� ¶ �����n�v� ��¼ �)�v�h�J���e� ¶ ����Û�¼ �������¤�n�ÄÜ­�n���n�X¼ � £ �[¢

y
¡°�e�n�e�J���n���n�

t
�e���h©?:;�e�y���X�v�v�n������ ¶ ���d�e���h§ �h�d� £ ������� Ψ (y + t)

�n�e�2¿É¢��Ü#°��¢�§R�X�'��©q!¤¼ �����¤�¯§³���Ú�v�e¼ �Ú�����v�n���aÖ�����¡)È�v�e¢����h�Ú��� £ ���d�a� ±��
χ

�e�ÚÖ��������«¡�¢�§�§��n� £ ��Û¬§��e�e¼ �
x

3
2

�����
x

1
2 £ �v¢J�v�n���h�2���e� £ �����v����e� ¸^�����¦����§��#�Ë�¬��¼ �Ä�¤�e��!)� �¬§�§ � ����¡)�v�e¢��g½����X�´���¤���n�e���«§a���#���d²��d�e¡»�»�v�eÙ�� Ã�¢��������¬�)���Ù�¢����¤�h�yÖ�¢��v§

xα
���e���ñ©o�%���������h�v�h§ Ö����d�êÏ

Ψ(y + t) =
1

α
(y + t)

α

=
tα

α

(
1 +

y

t

)α

:;�d���g�Î�v� ��¼ �)���n�5�¬�g�n���°���J���n� Ö��¬�e� £ �����v�
y

¡°�e�n�e�5���h���h�
t

�X���h©�ª´��� ���h�dÆ�� £ �������
y
t

�v�n��� ���¬���<�g�n�y�y���d�y�e�e�n�¬��©Tª´��§��#�³¡=<������h� ���e���n�e���Äµ ��#°�e¢����n�)�'���e¼ ¡°�e�����¦Ù�¢��
Ψ�¤��� ¼ �¤� ±������n�ÍÏ

Ψ (y + t) =
tα

α

[
1 + α

y

t
+

1

2
α (α− 1)

(y
t

)2

+ O
((y

t

)3
)]

=
tα

α
+ ytα−1 +

1

2
(α− 1) y2tα−2 + ...

= Ψ (t) + χ (t) y +
1

2
χ′ (t) y2 + ...

ª��e�h�v�³µ ��#°�e¢����n�)�'���X¼ ¡)�e����� ���e�#�0���¬�v±����d�X¼ �2���e¼ �)�0§��n��� £ �[�h���Ú���e�0�e�×Ü­�n���n�X¼ ���a¡�¢�§ È§��n� £ �­¢
y

���X¼ �)�0§ �h���«¡°�e�n�e�×���n���n�
t
�e���h© Çy�g�n�¨���<���e�

t
���n���n�×�����h���¤�e�e¼ �����h���n��e���v�v�n� £ §a���v�Ë���¬� ±��0�¬��¼ �

y
���h���n�2�����n���¤�d�X¼ �×���n���n��©ñª¯�¬���×�v¼ �����#���Î�0���X¼ �Ú�����h�0�¤�n�

¶ �­�n�d�v��µ �n��§¹�h�d� £ �¤�h���e§ñ�%�)�v�h��� �¬�����v�h�)�hÏ ey

(ey+1)2
�X���T� ±��[�v�n���T����¢�Æ��

y
Ù�¢��³�¤�n�­Ö�¢���§

e−y £ �����³�¤�d���T���n�)� £ ���e�y���e����¼ ��¢���§��n���v�^��¼ ���h�v��Û¬���)���������h� £ ��¼ �����h�d�e�n�T���n���n�³�y���e��¬�X�ÉÊ'�h���h��¿É¢��Ü#°��¢�§ £ ���e�v¢³�¬��¼ �<�������h�
Ψ (y + t)

©�Ç��e�v¢³�e���´�¤�e�«Çy�����¬��§�� £ y �v�n�Í¡)�e�n�e����h���n�
t £ ���h�v��¼ ���v� �n�v�v�e�¬� £ �¤�n��� �¤�e�´Ü­�n���n�X¼ ��� £ �[¢¨���d�������X¼ �)�[�v¢«�e��� £ �v� �¬���n�Ä¸ �e§ Ì��e§��h�

t→ ∞ ½­���X¼ �)��� ¶ ��§ �%�)�v�h��� �¬�����h�G©
:;�d� ���n� ¶ �n���°���������«���Î� ��#°�d¢������

Ψ
�e�������0�����v²���±������e�X¼ ���H�%�����n���������n�e�Ø�������X���v�v�n�
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�¤�e�Ë���)�v�h�v�«Å¯���n� ¶ �0���n���n�J�����n���¤�d�X¼ �<�e���¤� �n�ÍÏ
∫ ∞

−∞
dyΨ(y + t)

ey

(ey + 1)
2 =

∫ ∞

−∞
dy

[
Ψ (t) + χ (t) y +

1

2
χ′ (t) y2 + ...

]
ey

(ey + 1)
2

= Ψ (t)

∫ ∞

−∞
dy

ey

(ey + 1)2
+ χ (t)

∫ ∞

−∞
dy y

ey

(ey + 1)2

+
1

2
χ′ (t)

∫ ∞

−∞
dy y2y

ey

(ey + 1)
2 + ...

ª´�d���h�d� ¶ �n�e���n���%�)�v�h��� �¬�e�[¡»�¬���a§³�¬� �°�����d�h�e¼ �)�T�¬�����­�n�v�v�h��©»ª´��� �h�����v�W�%�)�v�h��� �¬�°�e�d�n� �n�v�¥T�e��� Õ �¤�e�h�a���e�n�)�¨§³������¢�� ¢��v� £ �­�n���Ø§³�������X¼ ���n���d�����n�v� £ �������0���d� −1
ey+1

�¬�����n�e�n�d�v�n�
�������h�0�����0�����¤��� ¼ �0�¬�¤� ey

(ey+1)2
¡»�¬§��n�Í©�Ü­�n�e§ ¶ �­�n�d�v�n�0�����0�¤���#�v�v�n���%�)���n��� �¬���v¼ ���XÛ¬���§³�¬�<�¬§ �����'���n�<�d�Ä�¤�h�yÖ�¢��v§��n�X���¬§�§��d����� ����¼ ���������n����Û¬�d�y�¬�X��¥T���¤�h�v���n�����e�hÏ

∫ ∞

−∞
dyΨ(y + t)

ey

(ey + 1)
2 = Ψ (t) ∗ 1 + χ (t) ∗ 0 +

1

2
χ′ (t)

π2

3

Ç��e�v¢����e�#��� ±��
t→ ∞ Ï

I (t) =

∫ t

0

χ (x) dx+
π2

6
χ′(t)

�����³�v¼ �������n� ���e�T������¡�¢���¡°���Î�������v�n��� ¶ �­�n��ÖÉÛ¬�e�e�y�¬��©{X�����Û�¼ ���'���g�Î�v� ��¼ �)���n� ���d�
f+

5
2

©
ª¯�¬�����X�'�

χ (x) = x
3
2 £ ������§��d�

t = βµ→ ∞ � ¢��e�¬�hÏ

f+
5
2

(z) =
4

3
√
π

∫ ∞

0

x
3
2

1

ex−βµ + 1

=
4

3
√
π

{(∫ βµ

0

dx x
3
2

)
+
π2

6

3

2

√
βµ

}

=
4

3
√
π

{[
2

5
x

5
2

]βµ

0

+
π2

4

√
βµ

}

=
8

15
√
π

(βµ)
5
2 +

π
3
2

3
(βµ)

1
2
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O��n� ¶ �y���n�v� ��¼ �)�v�h� ���e�

f+
3
2

©o;y�e�n���X�'�
χ (x) = x

1
2 £ �����J���e���n�������#���n��Ï

f+
3
2

(z) =
2√
π

∫ ∞

0

dx
√
x

1

ex−βµ + 1

=
2√
π

{(∫ βµ

0

dx x
1
2

)
+
π2

6

1

2
(βµ)

− 1
2

}

=
2√
π

{
2

3
(βµ)

3
2 +

π2

12
(βµ)

− 1
2

}

=
4

3
√
π

(βµ)
3
2 +

π
3
2

6
(βµ)

− 1
2

:;�d�´���d���v�n���h� £ �¤�eÙ��h�v���d�h�v�h�³�¤�d�����ËÅ¯�P<�Æ��h� ���»�v±��v�e�e¼ � �d§�§��n�[��¢¤¼ �³� ±��
t→ ∞ £ ���n����¬§Ý���n���h�v�h�d�e�n�Ú���n�����¬�d�v�h�Ú���¬�Ë�v�X¼ �×�¤����¼ �Ú�����v�n��� �´Û¬���h�v�����J���X¼ �)���¯����Û¬�����n�v��¸G������­Û��v�T����¼ �0�¤� �¬§³�»���e��¼ � £ �������0��Û¬���v�h�0���d� ��Û¬§��e�e¼ �0�v�e¼ ���n���d�X¼ �Ë�n�e���n�«Ö��n���e�n� ���n§³��¼ ���8½8©Çy�g�n�y���e���������h���°�����n�e���«Ü­�h��¼ �����n�e�������)��§H<����e�e¼ ��¡��n�d�T� ±��y���v¢�Æ��

t
©

}�~ � ~ ���
�a���
GpI ~ EKz)�S����©�E=N

p =
1

β

(2S + 1)

λ3
T

f+
5
2

(z)

=
1

β

(2S + 1)
√

2π~2β
m

3

[
8

15
√
π

(βµ)
5
2 +

π
3
2

3
(βµ)

1
2

]

=
(2S + 1)
√

~2

m

3

[ √
8

15π2
µ

5
2 +

1

3
√

8
β−2µ

1
2

]

}�~ � ~ ���
�a���
GpI ~ �|{ ~ I�KL��� ~ ���=�o�
K%I
I�����M ~ N
n =

(2S + 1)

λ3
T

f+
3
2

(z)

=
(2S + 1)
√

2π~2β
m

3

[
4

3
√
π

(βµ)
3
2 +

π
3
2

6
(βµ)

− 1
2

]

=
(2S + 1)
√

~2

m

3

[√
2

3π2
µ

3
2 +

1

6
√

8
β−2µ− 1

2

]

Xg���v��§ §��h�����n�^�����'���n�����e�¤�y���X¼ ��§ �d�
h = 2π~

�������Î�'������Õy§ � ¢���§��n��Ï
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p = (2S + 1)

(
2m

h2

) 3
2 8π

15
µ

5
2

[
1 +

5π2

8

(
1

βµ

)2

+ O
((

1

βµ

)4
)]

n = (2S + 1)

(
2m

h2

) 3
2 4π

3
µ

3
2

[
1 +

π2

8

(
1

βµ

)2

+ O
((

1

βµ

)4
)]

WYX[Z\X[]_^a`cbcdfe
p

�����
n

���e����¿É¢¬���n� ¶ �v�h�d���h�J�e� ( 1
βµ

) ©�Ü­�h��¡°�d�h�d���h�ÄµÍ�h§ ²g�n� �»�������n� £ �ñ© ��© T → 0 ⇒
1
βµ

→ 0
¡=<������n�<Ã´¢����v�h¡��������n� �"<����n���n� Ô � �¤�°����� Ù��h�v����¼ ���XÛ������e�¬�­�[�h���¤�h��©

:;�e�Ë�[�h���¤�h�2�°���×���d� �e§ ¡°�e���v�v�e��¼ ���h�2Ö����d�T�¤�e�a�v���h�v§��X�v¼ ����Xg�������������v���e�n�X¼ �°����� �g�ÎÈ���v�e§�§ �h��©i:;�e� ���n���h� ��� ¶ � Ù�¢�� �����v�n���n� �n�g�n�:���n§³��¼ �����n��¥��v���n�����X�����h� �¬���¨�����Ù��n������¼ ���XÛ����v�d���n�Ø�¤�e�<Ã´¢������n¡)�v�����n�{�"<����h�v�h� Ô � �¤�°������©�ª��e�ÄµÍ�h§ ²g�n� �»����� �v¢��e�­¡°�e�n�e������×���d� ª´�e¼ �)���³��¢¤¼ �×�v�n�e� £ ����§��#�«�������h�v�³��Û����n���������n�×�n�)���v²����h¼ ���h���Ú���¤�¨�v�d���ñ©
n�v¢��e�ñ�°���J����¼ �

µ (T, n)
���¤� ���h�ç<)�'���[�h�����n��©�ª¯� ¶ ��Ï

n
2
3 =

(
4π

3
(2S + 1)

) 2
3 2m

h2
µ

[
1 +

π2

8

(
1

βµ

)2
] 2

3

�����Ú���d�d�¯� ±��Ë¡)�e�n�e���
x

� ¢��e���h���¤����Û¬���n��������Ï
(1 + x)m ' 1 + mx

©�Ö�¢��e���e�X¼ �2¡=<������h����e�y�v¼ ���v�h�d�g�n��Ï
n

2
3 '

(
4π

3
(2S + 1)

) 2
3 2m

h2
µ

(
1 +

π2

12

(
1

βµ

)2
)

=

(
4π

3
(2S + 1)

) 2
3 2m

h2

(
µ+

π2

12

1

β2µ

)

:;�e�«���h���n�×���e�n�«��¼ ��¢�� £ �������Ë�h� ¶ �×�n�e���h� � �����¤� �»���e��¼ ���n��Å¯�d�h�e¼ �°�����J¡�¢�§�§«� £ �[�h������e�[§��d�
µ

�¤��� ¼ ��§¨���#���d²��e� ¶ �e�n���n��©°ª´� ¶ �J���n��§��h�J���e�­��� £ ������� µ 6= 0
�X�'��©�ª��e�h�­�������h����e���¬��¼ �J�d§ Å¯�������¤�0��¼ ��¢��J�¤�d�Ë�)�¬� ¶ ��Xg�h�#���¬�����n��¢�§�§��n� £ �¬����¢����'���n� ��±����¤� 1

βµ

Ê���¤�eÙ��h�v���d�h�v�h��©
µ = 0

§³��¼ �)������¼ �Ä�d§®����¢�Æ�¡»�¬��¢����e��¼ ���h� ¥T���v�n§a���e�¨¡��h�d���n�Z!°�e��� £ �[�h�d��¤¢����
µ 6= 0

Ù�¢��������v���h�v�Î� ¶ �­���d� �ñ©?:;�e�y���h���n�Ä�v¢�§��#��Ï

0 = µ2 − µn
2
3
h2

2m

(
3

4π (2S + 1)

) 2
3

+
π2

12

1

β2

h2

2m

(
3

4π (2S + 1)

) 2
3

= µ2 − µn
2
3α+

π2

12

1

β2
α

:;�e�����¬�g�n�
α = h2

2m

(
3

4π(2S+1)

) 2
3 ���Î·����e�n�v�h©�Öx±��

µ
�h�v�����#���n�����d�y���e�v¢�Ï

µ1,2 =
n

2
3α

2
±

√
n

4
3α2

4
− π2

12

1

β2
α
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:Ú�h�d�

βµ� 1
���d�d� £ §a�����

µ
²g¢��v�#���dÙ����h�d�Í©�ª´�����n���X�'����������¢�� ¶ �h�e¼ ���n���n�e�

+
©

µ =
n

2
3α

2

(
1 +

√
1 − π2

12

α

β2

4

n
4
3α2

)

=
n

2
3α

2

(
1 +

√
1 − π2

3β2αn
4
3

)

=
n

2
3α

2

(
2 − π2

6β2αn
4
3

)

} �)���ØÜ­�h�d§ �d�n� ¶ ���n� !¤¼ ���v�d��� �������¤�¦���d�2µx��#°�d¢��v�h�)�'���e¼ ¡°�e�����2Ù�¢�� √
1 + x

�g�n�°�¤� ¶ ��Ï
√

1 + x ' 1 − 1
2x

� ±���¡°�e�n�e���
x
©�Õy����� ±�������¢�Æ��

n
�����

β
�X�'�´���n� ¶ �[�h�#����!°��§�§³�¬������)�v�h�y�¤�n�':×��� ¶ �n� ���X¼ ���n���e�e¼ �����h����¡°�d�h�d��©

�y���J¡=<����)�v��§³���
µ (T, n)

�e�
p (µ)

�n�e���v�Î� ¶ �n�Í©{:;�e�����h���n� �����h�[�h�d���n�J�����¤�h�v�h��:Ú�h������{� ±������n�;�¤�e�ÄÖ��n��§��d�h���n�����e���n�e��©
µ (T, n) £ �¬���v�����¤��±�¼ ¡)�a±��g�n� �¤�e�ÄÖ��h�v§��e�n���h�v���d�

εF £ �n���e�����¤�y��� £ ���d� n È%Çy����Û¬�����d��¡��n�d���¤�n��X����'� �¬���������d�h�e¼ �°�����
p (T, n)

±��g�n�
εF

�¬���'È
¶ �����v±�¼ ¡��n��©Éª´�d��� � ±����v���e�Î� ¶ ���n���¤�e�X¼ � ¶ � �h�d���h���[�����h�����d�X¼ ��±��g�n� �v�e¼ �)�v�e�X¼ ���n���n�:Ö�¢���§�¤�n�������n��§��e��¼ ���h�tXg���'� �¬�����v���e�n�X¼ �°������©

DFI��a~����q�S���
GVI ~ �H� ~ � ª I ~ � ~ ��GJI ~ N Õy���v�n�'Xg�d�h���e���[�����°��� £ µ (T, n)
���X¼ �)�­�����[���n�

n (µ, T )
È%Å¯�e�n�X¼ �°����� ¶ � �g�h���v�e§�§ �h� £ �v¢����¤�h�v� �n�e���´���n���ËÜ­� ¶ �e�n�°����� ¶ ���X��¼ ���n�

µ
�����

n ¶ ��·����¤�h� £ �¤�e�«�������Ä�¬�X�
µ (T, n)

�e�
p (µ, T )

�h�d�����h�v�Î� ¶ �y���e����©�!°¢³�n����Û��#��§³�¬�Ä�¤�e��v���h�v§��X�v¼ ����X����'� �¬���������d�h�e¼ �°������©
:;�d�����X�����h� £ �����v���¤�e�0§��#�v�v�e�n���n�ÄÜ­�h�v�Î� ¶ �����)� ¶ �¬���e�n���¤��� ¼ �

〈n̂ν〉gk = n+ (εν − µ (T, n))

���h���n�g�n�J���e���ñ©?;y�e�n���e�J���v�h¼ ¡)�
µ (T, n)

©$�'�'���h�­�°��� §H<����e�e¼ � £ �¤�e�h�v� n+ (εν − µ (T, n))§��#�
n ¶ �;Ù��n�����e���¤�h�J,¦Ö��¬�e�e�ËÊ�� £ �v¢Ø�­Û��v�<�h�d���2���n���TA��n�X�»���d¢�� ¶ ���e��¼ ���h�

n
�����

µ���n� �����¤�h�����������d�<��¢2���Î� �����¤�n���9A��h�e�¬�v�e¢��Ø¡=<����)�v�J�d�{���d�
p
È'Å¯�d�h�e¼ �°�����2�n�e���������n� ¶ ��[�h�����n��©�¥��d���J��¢��e¼ ���YA��h�e�¬�v�e¢������e�¤�¨���«�¬�g�n� £ �¤�h�����¤�e� µÍ�h�d�X¼ ���h� ¶ �������¤���7!$#¤�'���n§³��e�����¤��� ¼ �

N
���n���h���h�J�������h�����e�d�hÏ

n =
N

V

=

〈
N̂
〉
gk

V

=

∑
ν≥1 〈n̂ν〉gk

V

=
1

V

∑

ν≥1

n+ (εν − µ (T, n))
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n+
����� �¤�n� ¶ ��Ù�¢��ñ§ �d�����n�X� ���n��Xg���'� �¬�������¤�X¼ �)�v�

n (ε)
�e�0�n�e�0¥T���n�����e�ÎÈ�%�)�v�h��� �¬����§������v¼ ���v�e�n�g�n��©¤Ç��e�v¢�Ï

n =
1

V

∑

ν≥1

n+ (εν − µ (T, n))

=
1

V

∫ ∞

0

dε n (ε)n+ (ε− µ (T, n))

Xg���Ä¥T�v�e�����h�v������Ï
n (ε)

�g�h��¼ �����n�e�¤�2�¤�e��X��¬���¨�¤�n�BXg������Û¬���¤�Ø�d§ ¥T���h�v���d�h�d�)���n��Ù>���d�
[ε, ε+ dε] £ n+ (εν − µ (T, n))

���d��X��¬�����¤�n��µ �n�e�e¼ ���h� ²���¢HXg���'� �¬���ñ©)ª´��§��#�����e�¤�­���n��%�)�v�h��� �¬���0���d�cX��¬���°���n�ÉµÍ�h�d�X¼ ���n�a�d§Â�e�¤·����#���h�v�d§³�¬�e�n�a¥T���h�v���d�h�d�)�v�h�vÙ»���d�
[ε, ε+ dε]

����Õ±��g�n�T���d�e��¥T���h�v���d�h�a�e�)�v�n���v�e�n�v�É�n����Û¬�d��§����¨� ¢��d���d�X¼ � £ ���e�h�¤�h�
N £ �­¢�§��#�T�¤�e��Å¯�e�n�X¼ �)�����¡�¢����v�h¡��­�e���h©

Ç����Ë�¤�d�����h�«Å¯�d�h�e¼ �°��������Û¬���a²����e� ¶ �e²��e�n�e� µ (T, n)
�����'���d§�§a���¬��©ñª�¢¤¼ �×¢¬Þ��n�°���¬�v�0�¤�d��%�)�v�h��� �¬�e���e�n�X¼ �°����� ���P<�Æ��n����!�¼ �)���e�n���e��¡��h�#���n��©�:����Ë�������h�����d�«���e�v¢J���n�­¢������n�J,�ª´�d��'�¤�h���e��� £ µ (T, n)

�d�
T

��§
T = 0 ¶ �0�h�)�'���e¼ ¡��n�e� £ �������e��������� ±�� ���n� 4 ���������n�°�g�n���n�X¼ �§��d�a¡°�d�h�d���n�{µ �n§�²g�n� �»�v���v�h���d�)���n���h�����e�n���n��©�!°¢¤���¬���{�e���a�h�d������Û����n�������)���Ü<��v�����<� ±��

µ (T, n)
§�<����e�e¼ �Í©

¥������d�d�y�°��� ¶ ����Û�¼ �����hÏ
lim
T→0

n+ (ε− µ (T, n)) =

{
1, ε ≤ µ (T, n)

0,
�v¢������

ª´�d���Ë���»�v�v�h�Ú���e�Ë���h���¤�n�0Ç����¬�Ü#¤�����¤�h�0Ö��n��§��d�)���v�h�´���h�v�n���n��ÏñÕy�)���n�����¬�e�×���n�0�¤��� ¼ �
ε = µ (T, n)

Ù�¢��v���n���n�g�n���h�2¥T���h�v���d� �v�e���Ú� ±��
T = 0

�¬�e�d�9Xg���'� Û¬���¤�³�g�h�v�Î� ¶ � ¸^�����
¶ �­�������h���¬�2§ �d�Ë�n�e���n§ µ �n�e�e¼ ���n� £ �­�n�e� ���¯�v�X¼ �¦��§ Ö��h�v§��e¢����h�2�������¤�h�#�8½ £ ¢��g�n�����¬�e��v�d���J���d�e�7Xg������Û¬���¤�0���°�������n� ¶ �h©�!°¢�§��#�����e�d�y�d§®Ì��e§ �����¤�h���¬���v¢��e�¤�v�h�������e�d²�����¡)�v�h�hÏ

n =
1

V

∫ ∞

0

dε n (ε)n+ (ε− µ)

=
1

V

∫ µ(T=0,n)

0

dε n (ε) ∗ 1

=
1

V

∫ εF

0

dε n (ε)

�­¢��g�n�
εF = µ (T = 0, n)

�¤�d�0Ö��n��§ �e�n���n�����e�´�X�'��©":;�e���[¢��d�e�n�<�¤�e�h�v�¯�°�����g�h���v�e§ §��h��©;��d�h� ¶ ���X���y�d���¤�d���d�X¼ �
n = 1

V

∫ εF

0 dε n (ε)
����¼ �

εF
���¤� ¶ ���Ü<��v�n�Í©�ª´� ¶ �Ä�v�Î� ¶ �n�<���e���¤�e�Ù�¢������n�­�n���v��¼ �����n�v�7Xg���������������¤�e¼ �)���´�h�d��Ï

n (ε) = (2S + 1)
2√
π

√
ε

(kBT )
3
2

V

λT

!°¢�§��#���n����Û��#��§³�¬��Ï
n = (2S + 1)

2√
π

V

(kBT )
3
2 λT

∫ εF

0

√
εdε

= (2S + 1)
4

3
√
π

V

(kBT )
3
2 λT

ε
3
2
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ª´��§��#�y�������h�<���d�y������¥T���¤�h�v���n�����e�hÏ

εF (n) =

(
3

4π (2S + 1)

) 2
3 h2

2m
n

2
3

= µ (T = 0, n)

;y�e�n��¡@<������h�J���e�y�����
n

�h�d���v�Î� ¶ �h� £ ���������e����¼ ��¢��J���h�v��¼ �����n�y���¬�g�n��Ï

εF (n) =

(
3

4π (2S + 1)

) 2
3 h2

2m

[
(2S + 1)

(
2m

h2

) 3
2 4π

3
µ

3
2

[
1 +

π2

8

(
1

βµ

)2
]] 2

3

= µ

[
1 +

π2

8

(
1

βµ

)2
] 2

3

;c<����n��� Ô � �¤�°�������n�³����� �¤�n� ���d���¤�n�­Ù��h�v����¼ ���XÛ������e�¬��©Þ:;�d��¡@<������h� �¬��¼ � ���e�n�­���d���¤�n���Û¬���n���J�����J�h�v���¬�d�v�n�<��¼ ���d�e�nÆ��d�X¼ ��Ï

εF = µ (T, n)

[
1 +

π2

12

(
1

βµ (T, n)

)2
]

:;�d���Ü<��v�n�<�¤�e�h�v�¨Å¯�d�h�e¼ �°����� ����¼ �
µ (T, n)

�¬���'Ï
0 = µ2 − εFµ+

π2

12β2

ª��e�«Ì�<)���������h�J�v�d�����g�n¡»�¬������Ï

µ1,2 =
εF
2

+

√
ε2F
4

− π2

12β2

:;�d�´�����v¼ ����Û���¡��h�J�����y�¤�e�v�h¡��¯�¬�¤�T������²�¢)���d�v�eÙ��0��¢�� ¶ �n�X¼ ���n� £ �¤�n�������e�����X�����h� £ �����v�
µ (T = 0) = εF

���n�d�v�h��§¨�����-Õ)���¬���n�T§a���v����������¢�� ¶ �n�X¼ ���n� ²g¢��v�#���dÙ����h�d�Í©�Çy��¼ �����d�����:Ú��� ¶ �n�ñ���e�������e�h�¤�h�����n��Û¬���h����������§³�¬�<�n����Û��#�y��¼ ���d�e�nÆ��d�X¼ ��Ï

µ (T, n) = εF (n)

[
1 − π2

12

(
kBT

εF (n)

)2
]

�y���2�n���¤�e�X¼ �Ä¡>�����¦�h�d���¨±����h���v�X¼ �����d�X¼ ���¨Ö�¢���§®���n�y�����n��§��e��¼ ���h�TXg�������¬���������d�h�e¼ �°��������h�[¢������n�Ø�­�n� �¤�h��©q:;�e� �v�Î� ¶ �h�{�¤�e�J��Û����n�������¦� ±��
µ (T, n)

�e�{�¤�e�J���¤�^Û¬�����e�e¼ ���
p
È
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Å¯�e�n�X¼ �°����� �n�e��Ï

p = (2S + 1)

(
2m

h2

) 3
2 8π

15
µ

5
2

[
1 +

5π2

8

(
1

βµ

)2

+ O
((

1

βµ

)4
)]

:;�e�y���h���n�ÍÏ

µ
5
2 = ε

5
2

F (n)

[
1 − π2

12

(
kBT

εF (n)

)2
] 5

2

' ε
5
2

F (n)

[
1 − 5π2

24

(
kBT

εF (n)

)2
]

Õ����ñÏ
(
kBT

µ

)2

= (kBT )
2
µ−2

' (kBT )
2
ε−2
F

[
1 +

π2

6

(
kBT

εF (n)

)2
]

ª´�d�����n�e���������n� ¶ � £ �h�v�����#���n�����d��� ±��
p
Ï

p = (2S + 1)

(
2m

h2

) 3
2 8π

15
ε

5
2

F

{
1 − 5π2

24

(
kBT

εF (n)

)2
}

∗
[
1 +

5π2

8

{
(kBT )

2
ε−2
F

[
1 +

π2

6

(
kBT

εF (n)

)2
]}]

ª¯�������e�n�)���n� �'���n�e��§³�¬� ¶ �e�n§��e�e¼ �5�h����¼ �����h¼ ¡��n���A�¬���n©[:;�d�<�X�������h�5�°���Á���d�e�Úµ �n��§��
�¤�h� Ô � �¤�°����� O

((
kBT
εF (n)

)4
) ±��g�n�ËÜ­¢�� �<�^�¬�e�e�n��©ñª¯���´§¨±������h�¦���e�´¢������n���d� £ ��� ���d�

���X�v���n���¬��¼ �J�°���yµ �n��§��¯���e� ¶ ��� ¶ �­�n�d�v�h� Ô � �¤�°����� ���n�v� ��¼ �)�v�n�����¬�g�n��©�ª´�����J���d�h�d�¤����d�e�n� �¤�e�����­���X¼ �)��§��h�����v¢»Ù)�e�n��±����v�e��Ï

p = (2S + 1)

(
2m

h2

) 3
2 8π

15
ε

5
2

F

[
1 +

(
5π2

8
− 5π2

24

)(
kBT

εF

)2
]

=
2

5
εFn

[
1 +

5π2

12

(
kBT

εF

)2
]

Ü­�n�g�¤�n�[�d�n� ¶ �v�n�JÕy§ � ¢���§¨�����«����� �¤�yÙ�¢�� �¤�n�­Ü­� ¶ �e�n�°����� n = (2S + 1)
(

2m
h2

) 3
2 4π

3 ε
3
2

FÅ¯�h��������¼ �¯���n§³��¼ ��� £ �¤�e�T���d�Í�Î�'�������­�n�d�v�n�Í¢��g�n�Ë�d�«���n�ÍÖ�¢���§
εF (n) =

(
3

4π(2S+1)

) 2
3 h2

2mn
2
3���h�v���n�e�n�d�v�n�����»�����n��©�Ç��e�v¢³���e�d�­� ±���������Ö��n��§��d�)���­���h��¡°�d�h�d���n�ÄµÍ�h§�²��h���¬�v�����n��Ï
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p (T, n) =
2

5
εFn

[
1 +

5π2

12

(
kBT

εF

)2
]

}�~$ªs~ ��©����
G
N ¥[� ¶ �h�d�����v�X¼ � £ ������� µ (T, n)
���e�'Ay�n�e���«�¤�n�yÇ����

µ (T, n) =
2

5
εF (n)

∑

i≥0

bi (T )
2

5
ε−iF (n)

�����v¼ �����e�n�g�n� �­�n� �¤�h�J¡»�¬����©

w5��M ~ ��8�� ~ M��?M I�����N :;�d���[¢��d�e�n�a�)�������d�����Î� �������n���­�v���n��§ �X��¼ ����Xg�������¬���������d�h�e¼ �°������¤�X��¡°�¤���d�h�v�h��©?;y�e�n� ¶ � �g�Î������¼ �)�v�n�J���d�������
p, v

Èsª´�e����� �¬§�§R©¤¥��­���h���������­���e�n���g�n�ñ�°�����§@����� � ���¬�e�d���»���dÙ��Ë���n�����¬�d�v�h��©?:;�d�����e�����h��Ï
εF ∝ n

2
3

ª´�����n�����d�d�hÏ

p ∝ n
5
3

[
1 +

¼Î¢������h© ∗(kBT
n

2
3

)2
]

:Ú�h���h�
n = 1

v

� ¢��e�¬�y���¤�v¢�§��¬�v�X�v¼ �ÍÏ

p ∝ v−
5
3

[
1 +

¼n¢������h© ∗ v 4
3 (kBT )

2
]

ª´���
p, v

È%ª��X�¬������§ § �v�e�n�)���¬�X��¢ � ���¬�e�d���»���dÙJ��¢³�¬�������d�0�e�ÄÇy����© ô � © � ©

�q�"�@I�M@N Çy�¤ÞñÛ¬�e�d�e�0�X�'�[���n�T�g�n�
T = 0

�n���¤�e�X¼ ���y�y���e�e²�����¡)�����¤����¼ ¡
p (T = 0, n) ∝ n

5
3
©¥T���X���[�¬�¤��������¿��¬���e�e²��v�e� ¶ �d² ¶ ���v±�¼ ¡ ¶ �¤� ±������n��©�ª´�0���T¡��n�e�³Å¯�h���e�Î��§��d�[¡�¢��������¬�)���n§
p���e�¤� £ �ÎÀ¤�e���v�e�n�v��¡��h�d� ¿T�������h�)±����h�v�)�¬��� £ �e§ Å¯�h���n���v�¬� ¶�¶ © Ü¯© ¶ ��§ Ù>���¤È%�¤�n�vÈÖ:������e��È'ÅË���h©

CV
E±}�~ E M I ªRª ���
G
N Çy���y�¤�n��¥����d�h��ÈäA��h�e�¬�v�e¢��J� ¢��e�¬�hÏ

Ωgk (T, V, µ) = −p (T, V, µ)V
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Çy�����d�X�¤����� ô � © � Ï
p, v

È%ª´�e����� �¬§�§	� ±��y�h�d�ÄÖ��h�v§��e�����
ª¯�¬§��d�y¡>�����

cV
���h�v��¼ �����n�y�[�h���¤�h��Ï

CV (T, V, µ) = T
∂S

∂T

∣∣
V,µ

(T, V, µ)

= −T ∂
2Ωgk
∂T 2

∣∣
V,µ

(T, V, µ)

= TV
∂2p

∂T 2

∣∣
V,µ

(T, V, µ)

= TV
∂2

∂T 2

{
(2S + 1)

(
2m

h2

) 3
2 8π

15
µ

5
2

[
1 +

5π2

8

(
kBT

µ

)2
]}

= TV (2S + 1)

(
2m

h2

) 3
2 8π

15
µ

5
2
5π2

8
2

(
kB
µ

)2

Ç��e�v¢�Ï

CV = TV (2S + 1)

(
2m

h2

) 3
2 2π3

3

√
µk2

B

����� ¡@<������n�{���e�³�¬��¼ �
cV (T, n) = CV

N
(T, V, µ)

���h�v��¼ �����n�Í©�Xg�����e�n�X¼ � ��¼ �����n�e���h����e�
µ

§��d�´�¤�n���g�n���n�d�������Î� �����¤�n���h�ÄÜ[� ¶ �e�n�°����� ¶ � εF ��§<Ï

cV ' T
V

N
(2S + 1)

(
2m

h2

) 3
2 2π3

3
k2
B

√
εF

[
1 − π2

12

(
kBT

εF

)2
] 1

2

:;�e�¨���X�v�v�n� £ �����v� V
N

= n−1 �e���h©Éª´�d��Ü[� ¶ �e�n�°����� n = (2S + 1)
(

2m
h2

) 3
2 4π

3 ε
3
2

F

Ù��n�vÈ
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Ç������e�e�¤����� ô � © � Ï�µÍ�h§ ²g�n� �»����� �¬����Û������e��¡��n�d�­�¤�h�':5Û¬��§��n¡»�¬²�� ¶ �d��Û¬�Ë¸G�v¼ ���h§³�»�v�X��¼ ��½
�[�h���¤�h��� �h�v���¬�d�v�n�����e�hÏ

cV = kB
π2

2

kBT

εF

[
1 − π2

12

(
kBT

εF

)2
] 1

2

�q�"�@I�M@N Ö ±���¡)�e�n�e���«µ �n§�²g�n� �»�v���v�h� £ �ñ© ��© kBT
εF

� 1
���e�d�hÏ

cV (T, n) ∝ T

!°�e�n�����¬��¼ �×Çy���Í© ô�� © � ©�Öx±��Ë����¢�Æ�� µÍ�h§�²��h���¬�v�����n�¦���n�)�0�����2!$#¤�'���n§ ���d�e§³Û¬���e�X¼ �¦�d��¤�n�<¡°�X�������X�v¼ ���n�	X����'� �¬���J±��g�n� £ �ñ© ��© cV =
¼Î¢������h©

}�~$ªs~ ��©����
G
N �%§Å!°¢�§�§��n�v� �n�X�¤§�¢¤�¤�n�e���­�n� �¤�n�A�¤�e�¦Ì��n�d�v�������v�n�e�n¡)�v��¢����n�:�d§ ºÄ�ÎÈ�����d�g�¬�X��� ���n�e�h�[ÅË�����g�h��¼ ���v�e�n�g�n�Í©�ª¯�
εF ≈ 1eV ˆ' 104K

¸D� ±�����#°²��X�v¼ ���yª��X¼ �)�v�n�g½T�v�n�������¢�Æ×�e��� £ �e���
cV

Ù�¢��AºÄ�Î� �¬�e�d�h�:�g�n�FAy�¬��§¨�v�h§ ²g�n� �»�����³�e�d�����¬�³�e�
T £ �¤�n���;�h�����e�d�hÏ

kBT
εF

� 1
©ñ¥T�e����¥T��¡)�XÛ¬�����������e�n�v� ±��Ë�d�e�Î� �h���«�����¯¿É�����e�#Ès¿T���d� ¶ �d² £ �¤�n���×�g�n�����e�h�¤���e���n�µÍ�h§�²��h���¬�v�����n�:¡=<������n� �°���³�[�h���e����¥T�d�h¡)�v��¢����h� �������Ä�¤�n� Ö��n��§��d¡»�¬�)�����e�:�"<����h�v�¥T���h�v���d�h���dÙ��h�����0�­�h¼ ���v�n�e�;¸^Çy����© ô � © ¯ Ï �y�����¤�e� ¢��g�n� �'���n�Ø¥T�e�n¡)���v¢����n���v�d���Ø�d� �¤�n�ÌÍ����� £ �d� �o<����h�v��¥T���n�����e� ¶ ���'� Û¬���¤� ¶ � �v²����d�����n��½Î©=:5Û��v§��n¡»��²�� ¶ �#� Û»�T�g�h��¼ ���v�h�d���[�¬�g�n�
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Ç������e�e������� ô�� © ¯ Ï¤Ü­�h�v�Î� ¶ �������g�n�����e�h���v�e���h��µ �n§�²g�n� �»�v���v�h�
�¤�e��ÖÉÛ¬���d��¡��n�d���¤����ÃF<���²��h��� £ :5Û¬��§��y�¬�¤� ¶ �����h��§��n��©{:Ú�h��� ¡»�¬��§ ¥T�e�n¡)���v¢����n�³�e� �¤�n�Ì �¬�����v�d��� £ �d�³�o<����h�v��¥T���h�v���d�h���eÙ��h����� ¶ ���­�h¼ ���v�n�e� £ �X�'�T����§��#�[���n�i:5Û¬��§��n¡»�¬²�� ¶ �d��Û¬����X¼ �)�[�­�n�d�­���n��©)Ç����h�­�g�n�ñ���v�h�d���n���¤�h� µ �n§�²��h���¬�v�����n�J���e��� �e§�§��n��§��n���­¥T�e�n¡)�v��¢����h��e�����n�yÌÍ����� £ :5Û��v§��Ë�¬�¤� ¶ �����h��§��n� £ � ¢��d���d�X¼ �<�'���n�e�¬�y�¤�e��:5Û��v§��h¡>��²�� ¶ �#� Û»��²���¢ µ �n�e�#È¼ ���h��©»Öx±�������¢�Æ��

T
�X�������¬§��#� ¶ �a���h¼ �����n� £ �����v�É���d�e�[¥��d�h¡����v¢����n� ¥T���h�v���d�����¤� ���n��§ �h�¡@<������h��©�¥[�����d�¤�¯¡��h�d����;y�e���¤�h�v���X�����«§��h��� £ �����¦���d�¯���h�[�h���h�Ä�����´���d���¤�n�¯�d§R¡°�X����È�v�e��¼ ���h� Ö����d�ñ�¤���sv � ���e²��¬�v�v�d�v�e¢����'�����n¢��v�h§�� £ �����ÍÊ��¨�h�d���´¡�¢��������������c:5Û¬��§��n¡»�¬²�� ¶ �d��Û¬��h�v���¬�v�v�h� �XÛ����'��©

%��)(-% � ,10�6�/
8'69íS07+5+����ñ4�¾q8�Ã_� 0�¾

:;�e���g�Î������¼ �����n�³�h�d�)!$#¤���v�h§	�����
N

���e¼ �)��§��d�v�n�e�������¤�n�­�­�h¼ ���v�n�e���d��¡��h���¤�h� Ü­¢��v¢����n�¸^���¬� ¶n¶ �����e�d���n��!°²��d��½��e§ ��¢��d��§ �h�
V

©)ª´��� ¼ � �¤�e�´Õy�°���)���n� �v¼ ���h�e�����¬��¡��h�#���X�¤�h�����e��¼ ���h�µ �n�e�e¼ ���n� �e�����¤�e��Ü­�n���h¼ ���°�����Ë�¤�h��Xg�������¬�����v�v��§�§��y�v¼ �°���e�n���d� £ �­���É���d���g�n���n�d�����g�n�e§Ö��n��§ �e�����¯���n§��h�v¡)�«�������h��©
!¤¼ ��¢��Ú�e§ ¡)�X�����v�e��¼ ���n�×Ö����d�T���¬�g�n�Ø���e�0�n�e��� Ã�¢��v���n¡)��������n���h�°±����h���¤�n§ �e�¤���¬�e�n� ÅË���T�n�����¬�d�v�h� £ �¤�e���n�e���n�>:×�h¼ �����h�d���e�v¡°�����ËÛ������h�#�T�����a�g�n�e§Ü­¢��v�ÎÈ'ÅË��� ¶ �<�h�d���h§ ¿T�����v�n�°±��g�n�����¬���J¸^Ü­¢)���nÈê¥T�e�����v�h�d�¤È%Ã´¢����¤�h�����»� ½T� ±����v�h©
Õ������h�´���e�v���n���e���h�´��¢������h���n� ¶ ���ËÇy�¤�^���v�h�d�e�����Ä�¤�h�������n��§��e��¼ ���h�BXg�������������v���e�n�X¼ �°������ ±�� 4 ���¬�)�v�h��������� ���e�n�)�0��¢Ä�¬���nÏ�:;�e�0���¬�g�n�A¸ �e��Ù�¢��e�e�n�0Çy�e�d���n§��n�e�����h�#�«�����Ë�¤�n§ �d§���v¢�Æ�¡»�¬��¢����X�v¼ ���h�³¥T���v�n§a���d�0�g�h���v�e§�§«���n�

Ωgk
½­�g�n���h¼ �����n�hÏ

p (T, µ) = (2S + 1)
kBT

λ3
T

f±
5
2

(z)

n (T, µ) = (2S + 1)
1

λ3
T

f±
3
2

(z)
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ª´�����h���)�¬�d�

+
� ±��[Ö��h�v§��e¢����h�³����� − � ±��[Ü­¢)��¢����n��©¬Ç����

p (T, µ)
�����

n (T, µ)
§¨������È�v�³�������Ø�¤��� ¼ �2¥T�e�d§��e���»���d¢���Ù�¢��

µ
���d� �v���n��§ �X��¼ ���)Xg�������¬���������d�h�e¼ �°����� ���h�[¢������h��[�h�����n��©�ª´�d�����X�'�ÉÊ'�h��¢°¼ �<�°�����e�¦Å¯�v�h� ¶ �^Û��d�e�n��§H<����e�X¼ ��Õ��¤�e�h�v�¯���¬���n�ÍÏ

• ¡°�X�������X�v¼ ���n�yÅ¯�v�h� ¶ �^���d�êÏ T ���v¢�Æ £ λ3
Tn� 1 £ ���e�v¢ z � 1

• 4 �����)�v�n���^�¬�e�[Ö��h�v§��e�����nÏ
T

¡°�e�n�e� £ λ3
Tn � 1 £ ⇒ 1

|βµ| � 1 £ ²��v�e� ¶ �d²��e�n�e�­¡��n�e���¥T�e����¼ ��� Û¬��¡°�������n�J� ±��
µ

• 4 �����)�v�n���^�¬�e� Ü­¢��v�n�)���hÏ
T

¡°�d�h�d� £ λ3
Tn � 1 £ ⇒ 1

|βµ| � 1 £ µ ≤ 0 £ �[¢����h�
µ = 0�°�������e�yÅ¯���n� ¶ �^�¬�e�ñ���h�¬�e�X���e�n�����¬�­�X�'�

¥�� ¶ �n�e�¬���a�v�e¼ �Ä���e�v���n� £ ���������v�e¼ �¦�e§R¡°�e���v�v�e��¼ ���h�<Ö��¬�e� �h�d����A��h�d���h���n�)�'���X¼ ¡°�d����� Ù�¢��
f±

5
2

� ¶ �0©
f±

3
2

�­�n���n�
z � 1

�¬�°�g¢¬�h©=!¤¢°���¬���a�n�����d�h�#���n�a���d�É�n�e���[�v���h�v§��X�v¼ ���'Xg���'� �¬������È
���e�n�X¼ �°�����y� ±��TÖ��n��§��d¢����n� ����� Ü­¢��v¢����h�«�e§¹¡°�e���v�v�X�v¼ ���h�aÅ¯���n� ¶ �^�¬�e� £ �e� �¤�h�T���X¼ �a��¼ ��¢�����������v��������Û»� ¶ �d�X¼ � Ù��n� �v¼ ���d���¤�n���¯���n�������#���n�����h�e�¤�h��Çy�v�v�h�Ä�¬���¤�h�¤�v�n�v��©
Ü­�n�Í�¤�h��Ü­�Î������¼ �����������¤�h� 4 ���¬�)�v�h�¤�^�¬�e�X�­� ±��´Ö��n��§ �e¢����n���­���

z � 1
���X¼ �)�y§ �h���y���ÎÈ���h���h� £ ��¢Ë�������

f±
5
2

� ¶ �0©
f±

3
2

±����h�É���d�W�%�)�v�h��� �¬�e���g�h���v�e§ §¨�T�[�h�����n�¨§a�����'���n��©S;y�e�n���g�n�
Ù��h�v�­�n�����Î�v�h�a���e�[���d�c�%�)���n��� �¬�X�¬²�²��v¢>À¤�e§³�»�v�e¢�� ¶ ����Ç��?ð³���¤�����¨�¤�n�T�v���h�v§��X�v¼ ���h�9Xg�¤È�'� �¬���������d�h�e¼ �°������©ÎÜ­�n��Ü­¢)��¢����n�¯�v���d���Í�°���0�h�d�«���n�����ñ¿T��¢����e�n§ �¬�¤� £ ����� �����ÍÇy�¤�^���v�h�d�e�n��¤�n�­�����n��§��e��¼ ���n�tXg�������������v���e�n�X¼ �)�����¨�h����¼ �°�[�h����©)ª´�n���

f±
5
2

� ¶ �0©
f±

3
2

¶ �n�e���h� �n�e�����¤È
²��$#¤���e¡»�¬�e�e��¼ ���h�y���n�����¬�d�v�h�<� ±��

z → 0
©�ª´�d�����e�d�h�¬�´���¦�¤�n�´Ü[¢)���nÈê¥��d�����v�h�d��Èê���h�����n�e�d����� £�¤�e�2�'� �»�v�J�¤�n��Ö��h�v§��dÈsª´�d� ��¼ÎÈê���h�����n�e�d����� ¶ �;Ù��h�v�­�n���¤�n�A�X�'��©­ª¯���³¿��v¢����d�h§ �X���J�¬�X��¢���h���¬�J� ¢��e���h���¤�h�hÏ

:;�d�³���¬�g�n�
Ωgk = ∓kBT

∑
ν≥1 ln

[
1 ± e−β(εν−µ)

] £ �[�h�e¼ ���h���¬���
Zgk

���h�[¢������h������ �¤� £ ±��g�n�É�n�e�¨¥����n�����e�ÎÈ �%�)�v�n�����������)���n�É¥T�e�¤� ±����������Ë�¤�n�
Xg���'� �¬�������¤�X¼ �)�v�
n (ε)

�¬����È�����¤�v±�¼ ¡���©
Ωgk = − (2S + 1) kBT

V

λ3
T

f±
5
2

(z)

;y�e�n� �¬�����������¤�h�����¬���
n

�����
p

�������h�d�h�#���Î�h©
p (T, µ) = (2S + 1)

kBT

λ3
T

f±
5
2

(z)

n (T, µ) = (2S + 1)
1

λ3
T

f±
3
2

(z)

ª��e� ¶ �h�)�v� �¬�e�ì�'���n���­���¦�����ÄÕ�§³�v¼ �����n�e�g�n� �¤�n� ∑
ν

È�!°��§�§��Ø�d�Â����� ∫∞
0 dε n (ε)

È�%�)�v�n�������g� ±��
Ωgk

©o;��d�h��¡�¢�§�§¨�������d§®Ü­¢��v�ÎÈ%Ö��¬�e�ñ�¬�g�n� ¶ ��¿��v¢����d�h§��n� £ ���n����ÏXg����Û�¼ �������X��������¼ �<�¤�d��X����'� �¬�����v�¤�X¼ �)�v�
n (ε)

���h���n�g�n���¤��� ¼ ��Ï
n (ε) = (2S + 1)

2√
π

1

λ3
T

β
3
2 V

√
ε

∝
√
ε
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Å¯������� � ±��y�¤�e�«Å¯�d�h�e¼ �����n�d���X�����e�Î� ¶ ���n���¤�e�X¼ ���¤�e��!°²��e�¤È%Õy��������Û¬�����e��¡��h�#���¤�h�'È ï Ë @ è-\±Ë ï íð ä"Ë¶\vènëdã îêï^ð ä

ε (k) = ~
2

2mk2 £ �n�)�¬��¢����h���v�e¼ �J��§ Ö��n��§ �e¢����n��¢°���n��Ü­¢��v¢����h� �������¤�n�d�h©ª¯���­���h�dÆ�� £ �d� ∫∞
0 dε n (ε)

���e���J�¤�n�yÅ¯������� ¶ �������¬��� §��d�
ε = 0

¸^���
kα = π

L
mα → 0� ±��

L→ ∞ �X�'� £ ���h�)�[��¢�§��#������¼ �
ε (k)

�d§	Ì��e§��h�����n���n�³�y���d�D½É���X¼ �)�����h�v±�¼ ¡°�v�X¼ �����d��� £���
n (0) dε = 0

©

}�~$ªs~ ��©�����GqN ¥T�e���¨Å¯�v����� ¶ ���'� �¬�����v�n���n�����e��Ù�¢��J�nÀ��¬¡)�y�y���e���n�����n�X¼ ����§³�¬�<�¤��� ¼ �ºÄ¢¤�¤�d·�¡»�»���d¢��Â�¤�n�ìAy�¬���������¤�d�����������n� ¶ � ∂Ψ
∂x

∣∣
x=0,L

= 0
©�ª��e�h�Ú�X�'�2�°���2�n�e��A��ÎÈ¼ ���h�)�v���e¼ ¡ £ �¤�n���¤�e�ËÅ¯������� ¶ ��������������Èê¥T���n�����e�´�¬���x�y���d� ¶ �d�h����©$:;�d���n���e�����n��� �����nÏ¤ª´�d�Ay�����¤�g�h�¤�e�����������h�¦���¬���v�h�¦���e�´�h�d�����Î� ±������ £ ��§Ý¡�¢���¡°���Î�y���h¼ �����n� ¶ �¦¡=<������n�Í©gÃ´¢��vÈ���n¡)�v�a¥T�����n�����e���v�«�d�Ú�����v�n���n§ Å¯��¢�Æ�¡»����¢����X��¼ ���n�<¥T���v�n§a���e�a�h�v�����#���n�Ä���e�0�¬�g�n���°����e§¹�����n��§�¢¤�?#°���¬§��X�v¼ ���h� ÌÍ�d§���� £ �¬�X��¢Ë�e�����g�h�v¢����¤�n���

V → ∞ ©@�%� �¤�e�h�v�n§ ÌÍ�d§������¬�g�n�§a±��v�v�n�<�¤�e�Ë¥�Þg�h¡)�v�¨�¤�h�cAyÛ¬���¤�n��Ù��n� �v¼ �°���e���¤�n�Í©)¥[�����e�#�y��������Ï
kα =

π

L
mα, mα ≥ 0

�����<� ¢��e���e�e¼ �2�e���
ε = ~

2

2mk2 = 0
§H<����e�e¼ ��©�ª¯�������°���2����¼ �

k = 0
�n���e�����¤�´�X��� £ ���e�n�)�§³�¬�Ø�¤����¼ �×� ¢��e���h���¤��*����h�v�e�n��������Ï�ª´�e�)Ay�¬���¤�����¤�e�����������n�

Ψ = 0
�¬�Ø�¤�h�ØÃ0�����v�ÎÈ���h���¤�h� � ±����v����� ¶ � £ ��������§³��� �n�e���h�	!°�e�°�����¬�X�[Ìq<��v����� �¬�����e§�§«��©°ª´�e�2A��¬���¤�g�h���d�¤È���������h� ∂Ψ

∂x
= 0

�e���v�v�n�×� ¢��d���d�X¼ �×� ±��
Ψ

�¬�����h�d���n���[¢��v�e�)���«�v¼ ���d�e�nÆ��n��©Íª´�e� Ì�<)�������
k = 0

� ±����v�a�g�n�[�n�e���n§ !°�e�°��� ¶ � Ψ = 0 £ �����0���e�a���d�e�n� �¤�e�����0���v��������Û»� ¶ �d�X¼ �Ø�¬����È��¼ ���e�d�hÆ��n�Ä¸G�¤�d�¯�y���e�d� ����¡)�v�e¢�� �X����¡��h�d���´Ì�<��v�����°½8©
cos 0

�d�e�Î� �h���[�����h��¥T�e��� £ �e���v¢¬� �n���³�X�'�
Ψ 6= 0 £ �­���«���e� ���e�aÌ�<)������� ¶ ���X�����v�n��©xÇy�ÄÊ'�n� ¶ ���­¢��e�d�h�����d� �¬�X��¢2§ �d�³�¤�n�����n���h�Ay�����¤�g�h�¤�e�����������h�J���h¼ �����n��©
¿T��¢����d�h§®�g�n��Ü­¢��v¢����n�Ä�X�'�Ë�°��� £ �������¯�¤�n�0Å¯�v����� ¶ ���'� �¬���2����¼ �2���n�ËÜ[¢)���nÈê¥��d�����v�h�d��È���h�����n�e�d�������nÀ°�v���n§ �������v¡¦�g�nÙ@<��e¡��h���0���h�d��¡»�¬����©�ª´���0�����2���0���h��Ö��h�v§��e¢����h�Ú���e¼ �)�hÏª´�n�´Å¯������� ¶ �������������­�����)���y�n�����d�X¼ �<¢¬�D�y�g�h�v�Î� ¶ �a¸^������Û������e��Ù�¢�§ !°²��e�

S
½¶Õ����h�Í�¤�n��nÀ)���v�h§ ����¢�Æ��n�ìXñ�¬���

N
�¤�h�«µÍ�h�d�X¼ ���n���v²��d�h�#�«���¯�^�¬¡)�v�X��¼ �Ú¡��n�e���YA�¢��e�d� £ �¤�n��Å¯�������°È

¶ ���'� �¬�������)�g�n��±�¼ ¡¤�v�e¼ �)�v�e�¬� ¶ � �X�������h��©�Ü­�n��Ü­¢��v¢����h� §a±������h�³���d�­�¤�n�JÅ¯������� ¶ ����������������h�����h�v±�¼ ¡¤�v�e¼ �)���d���n��Õ)�v���y§��������d�������X¼ ��� £ ¡�¢�§ §¨���h� ¶ �J���v¢�Æ��n��Ö��h���d�h�v�c7
:;�e�����n�v� ��¼ �)�v�h� �����É��¢°�h���h� ���h���¬���v�­�)��� � ���������#� �»���dÙ�©S:;�e�����d�����h�v�n���h�¨�������h� £ ���e�d��e§ Ö��¬�e�d�³Ù�¢�§ Ü­¢)��¢����n�

µ ≤ 0 £ �ñ© ��©
0 < z ≤ 1

©�¿T��¢����d�h§��¬�v�X�v¼ �×�e§ ;��d�°���e�e¼ ¡×�¬�¤��¤�h�ÚÙ�¢�§Ý¥T���n�����e�ÎÈ �%�����n��������.�Ù��h�v���h�����h���n�L/aÅ¯������� ¶ �������¬���2�X�'�0�°�������h�����¤�a���n�«Ö����d�
µ → 0

©�ª��h���Ä���h�����¤�Ë���¬���<���e���<�¤�h�´Å¯������� ¶ ���'� �¬�����nÀ)���v�h§@�������v¡ �g�nÙ@<��e¡��h����©?:;�d��v¢��e�#���n� �¬�X��¢�� ±��
µ→ 0 £ ��© ��©>� ±�� z → 1

��¼ ��¢��¨�v��¼ �����n���X�v¼ ���[¿T��¢����e�n§��­���h�e�v²��e�n�X���­�n�X����e�
n (T, z) £ p (T, z)

�����
T (n, z)

�v�n���h��©

n
E±}�~ M-�S�"����M��
��GqN

n (T, z) =
2S + 1

λ3
T

f−
3
2

(z)
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¥������d�d�hÏ

nC (T, z = 1) =
2S + 1

λ3
T

f−
3
2

(1)

=
¼n¢������h© ∗ T 3

2

ª��h���<���d���g�Î������¼ �)�v�n�
f−

3
2

(z)
��¢¤¼ ��§³�¬�X�����n���¬��Ï

f−
3
2

(z) =

∞∑

j=1

1

j
3
2

zj

Çy�Ä�¤�h��!)�v�h�d�e�
z = 1

� ¢��e�¬��Ï
f−

3
2

(1) =

∞∑

j=1

1

j
3
2

:;�d�0���X�����h�Ú�¬�g�n�0�����0�¤�n�0º¦�¬�v���h§³�»�v�e¡ £ �������Ë�¤�e�h�v��Ç����0Ù�¢��ì!¤��§�§ ��¡�¢��°Ù��h�v���d�h��� £�[�h��� �¤�h��¥�À¤²g¢����h���­���Q<�Æ��n�T�¬�X��¥T�e���[�e���h©°ª´�d���T¡»�¬��� §���� �¬��¼ ���e�n�X¼ �)�­�¬§	Û¬�����d�X¼ ���h��%�)�v�n������� ∫∞
1
dx 1

xα

�v�n���h��ÏñÖx±��
α > 1

���e�n�e�¤�«�������%�)�v�h��� �¬�x�n�����d�X¼ ��©ñª��e�h�v��Çy�v�0���n�
!°��§�§��0���»������¼ ���n�e���n�<����§ �h��ÏoA��e�n§³�����v¼ ����X��Î���¬ÈsÖ�����¡)�v�e¢���¸ ���d�h�hÏ

ζ
(

3
2

) ½Î©
�y���<���e�X�¤�n�<���e�hÏ

d

dz
n (T, z)

∣∣
z=1

=
(2S + 1)

λ3
T

d

dz
f−

3
2

(z)
∣∣
z=1

=
(2S + 1)

λ3
T

∞∑

j=1

1

j
1
2

zj−1
∣∣
z=1

=
(2S + 1)

λ3
T

∞∑

j=1

1

j
1
2

Õy���V" ï è5ËÎè�!¤��§�§ �a¸
ζ
(

1
2

) ½T¡�¢��°Ù��n�����e�n�v�x�°���Ää ï à�á î §��n����©�ª¯�������n�eÆ¬� £ �¤�e�´Ç����d�h�#�����������¼ �
z

�e§ ¿T����¡��
z = 1

�e���������n�����d�X¼ ��©�¥��<�X�'��� ¢��e���e�e¼ �Á���e¼ �)�<§H<����e�X¼ � £ nC ¶ �±��g�n� �v¼ �����n�d�v�h��©
�q�"�@I�M@N ¥��«���d�¤�«�h�d���³¡)���d�v�X�v¼ ��� ª´�X¼ �����

nC £ �¤�e� �¤�e� Ô �g�n�������n� ¶ �a� ±��
n (T, z)

���¬�vÈ�'���n�e�#� £ ����Ï
n (T, z) =

2S + 1

λ3
T

f−
3
2

(z)

≤ 2S + 1

λ3
T

f−
3
2

(1)

= nC (T )

ª��h���<���d�0§³���J�e�n�X¼ �)���v�e�n�)� £ ��Û�¼ ���'�
f−

3
2

(z)
���v���n��� §�¢���¢¬��¢����d�

z
©
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T
E±}�~ M ���o����M��
��G
N

T (n, z) =
h2

(2S + 1)
2
3 2πmkB

n
2
3

(
f−

3
2

(z)
)− 2

3

ª´�d�����yÖ�¢���§��n���h�v��Û��#�T§³����������¼ �³Õ�§����v�h�d�e�n� ���n�T¢����d���n�³Ü­� ¶ �d�h�)����� ¶ ���X�v¼ ���h�
n

�����
f−

3
2

(z)
©�¥[�����e�#��Ï

TC (n) = T (n.z = 1)

=
h2

(2S + 1)
2
3 2πmkB

n
2
3

(
ζ

(
3

2

))− 2
3

=
¼Î¢����'��© ∗ n 2

3

:;�e�����e�e�¤�h�<���d���¤�n�y�¤�e�«Çy���d�h�#�������³�����<�������n�<��¼ ��¢�� £ ������²��������e�n�v�hÏ
dT

dz

∣∣
z=1

=
h2

(2S + 1)
2
3 2πmkB

n
2
3
d

dz

(
f−

3
2

(z)
)− 2

3 ∣∣
z=1

=
h2

(2S + 1)
2
3 2πmkB

n
2
3

(
−2

3

)(
f−

3
2

(z)
)− 5

3 d

dz

(
f−

3
2

(z)
) ∣∣

z=1

Å¯�h���¬�¨���d�����­�d�n� ¶ �v��Çy���e�n�d�v�����´���¬�����n�¨���e�É�¬�g�n�x�n�g�n�a��¼ ��¢��«���h�v��¼ �����n�x�����«�������h���n� £�����v� d
dz

(
f−

3
2

(z)
) ∣∣

z=1

�¬�X�´¥��v���n�����X�
ζ
(

1
2

) £ �ñ© ��©ñ�����h���¤�e�e¼ � £ ���»�h©ñª¯�<�¤�n��A����'�0�¤�n�
Å¯�e�n�X¼ �°�����×�)����������Ã�¢��������¬�)���n� ¸^�������d�h�e¼ �:�y���e�X½ �g�h���v�h�)� £ �¤�eÙ��h�v���d�h��� � ¢��e���e�e¼ �:�¤�e�Ç����d�h�#�������aÙ�¢��

T
����¼ �

z
�¬� ���n�'!)�v�h�d�e�

z = 1
©?X�� ������¼ �)�v�h� �X�'���¬�e�d�h�����d���)� £ �������[���d�Ç����d�h�#������� ���n�)�»���dÙ �e���97$:;�e�´§³��� �d�h�e¼ �)�����e�n�)� £ �^Û��d�d� T §��d�

z
�'���v�h���¨§�¢���¢¬��¢�� £ �¤�n����¤�e�h�v§³�¬�����v�h���

f−
3
2

(z)
�d§®�y�h�����n��©

�
�"�=ILM=N ¥��´���e�¤� £ ���e�¨�g�n���¤�h�¯ª´�e¼ �)��� £ �¬��¼ �¦�h�d���¨¡°�v�d�v�X��¼ ���aµ �n§�²g�n� �»�v��� £ �¤�e�a�¬�e�e�n�vÈ�¤�e���)���¤�d�0Õ������n�������n� ¶ �¯� ±��
T (n, z)

���¬� �'���n�e�#��©

p
EQ}�~ M �S�"����M ���
G
N

p (T, z) = kBT
(2S + 1)

λ3
T

f−
5
2

(z)

ª´�d�����0Ö�¢���§ �h�ñ�e���y�e� ¶ ���X�v¼ ���n�����d���eÛ������e�e¼ ���g�n¡»�¬���)��©�¥������d�d�hÏ
pC (T ) = pC (T, z = 1)

= kBT
2S + 1

λ3
T

f−
5
2

(1)

=
¼n¢������h© ∗ T 5

2
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ª´���v�¯���´�v�e¼ �Ú���h�

f−
5
2

(1)
��§

ζ
(

5
2

) ���¬���¤�n�d� £ �v�d�h���Ë§³�¬�×��¢�� ¢��v�¯�¤��� ¼ �ÚÜ­�n�v� ��¼ �)�v�����
Ù�¢��

f−
5
2

(z)
©)�´�»�v±��v�e�e¼ � ¡�¢��°Ù��n�����e�n�v�É�¤�e�h�v��!¤��§�§ �´�n� �'�­�v��¼ �)�h©�Ç����h�[���e�[�v�n���n� ����¼ � £�����������e� �[¢����y�¤�e�h�v§³�¬�y¡��n�e���¦ª��eÙ��h�v���n� ¶ �e�;�¤�n� Ç����e�n�d�v�����{���h¢�����¼ �����n�:�[�h�����n� £�¤�n���<��¢��v�����e� �

ζ
(

3
2

) �¬�¤�D� �¬��¼ ���n� £ �����<������¡�¢��°Ù��h�v���d�h����©d©e©
dp

dz

∣∣
z=1

= kBT
2S + 1

λ3
T

d

dz
f−

5
2

(z)
∣∣
z=1

= kBT
2S + 1

λ3
T

ζ

(
3

2

)

=
¼n¢������h© ∗ T 5

2

�q�"�@I�M@N ¥������d��� ¶ �­���T�n�e���n�J¡°�v�d�v�X�v¼ ���n� ª´�v��¼ ¡ £ �¤�n�­�¤�e� Ô �g�n�������n� ¶ ��� ±����¤�n��ª�����¼ ¡���¬� ���v�n�e�d� £ �¤�h���<���d�0���e�����e���v�n� £ �¤±���� �h�����e�
z = 1

���X¼ �)�y±��g�n� �v¼ �����n�d�v�h��©?:;�e�y���h���n��¬�e�d�h�����d���)�­¡��n�e���0Õy���'���Î�v�e��¡��n�d�y�d�
p = pC

©
­ �S�o® ~ E��q�"�@I�M=N ª¯�

n, p, T
�����h�����h�d�e�n���e�0Ù�¢��a����Æ��h�aÙ�¢������n���n�g�n�«�­�n� �¤�h�a¡@<������h� £�e�����¤�e�h�v�h��¥T�����h�����X������²��$#¤�v�d¡»�¬�e�X�v¼ ��©�ª¯������¢��v���n���h� ���¬�y���e�v¢ Ö¤Ç´Ì
!-�[;¨©

�f�JE ����G#I ~ Es�2�S� « K ~$ª E=N :;�e��§¨±����v�n�Ë�°���Ë¢¬Þ��n���v�e¼ �)���d�X¼ �0�����ñ¿��v¢����d�h§ �¤�h���%�)�v�h��� �¬�dÈÜ­�n���h¼ ���°�������ç<)���h� £ ��§¹�¬��¼ �¨�¤�n� Ö����d�
µ→ 0

¡�¢����v�h¡��x�����v¼ ���v�h�d�g�n� ¶ �a¡@<������n��©>ª´� ¶ ��[�h��� �h�J���e� ¶ ����Û�¼ �������n�e���n�ÄÜ­�e�e¼ ¡ ���¤�x���d�
Ωgk

ÈäA��n�e���«���e�W:×��� ¶ �n�����d�e�n��*����h�e�h©
0 = ε0 ≤ ε1 ≤ ε2 ≤ ε3 ≤ ...

Ωgk (T, V, µ) = kBT
∑

ν≥0

ln[1 − e−β(εν−µ)

ª��e�¯¥T���n�����e�n�
εi

����� ������¿É¢¬���n�)�v�X�¬�
Ωgk

���¬�g�n�J�v�X¼ � �¤��� ¼ �J�¤�e�¯���n���¯¥T�X¼ �°�����J¸^Ù��h��ÈÛ¬�����n�v�v��Ay�����¤�g�h�¤�e�����������h��½�Ù��n� Û¬�����n�v�h©Þ:;�e�[�v²��¬�d�v�h� �°��� �¬�����¤�e�h�v�n�[A��n�e���´���n� �e§�%�)�v�n��������²��v¢����e�n§³�»���e��¼ ���n�<Å¯�v����� ¶ ���'� �¬�����v�n���n�����e�ÎÈ%µÍ�h�v§ ����©�Çy�X��¢�Ï
Ωgk (T, V, µ) = kBT (2S + 1) ln

[
1 − e−β(ε0−µ)

]

+kBT
∑

ν≥2S+2

ln
[
1 − e−β(εν−µ)

]

ª��h�<�n� �'���×µ �n��§¾�e���Ä�°��� ���n�Á�����Á�h�)�v��Û��#�Ä�°���Ä�¤�e�Ú²���¢����d�h§��¬�v�X�v¼ ���n� Å¯������� ¶ �¤È�'� �¬�����'���n��§ ��©»ª´�¯�¤�n�TÅ¯������� ¶ �������¬���¨�¬��� ���������«�¤�h�ÉÙ��n� ��¼ ���d���¤�n���n�«§H<����d�X¼ ���h��!°²��e���
(2S + 1)

Èê�^��¼ ���h��� �¬�v�v�n�T�e��� £ ���¬��¼ �������d�����h��Ö���¡���¢����e§ µ �n��§ ���d���¤�n�����¤�'©�ª´�e�F!°��§�§���d§ ¶ �­�n�d�v�h� µ �n��§ �XÛ¬�¤�D���°����±��g�n�T�¬�e�e�������¤�h�v�h�HXg������Û����¤���¬��Æ��n���¤�h�)Xg������Û¬���¤�n� §��#��¤�n�ÉÅ¯�v����� ¶ ���'� �¬�����v�n���n�����e� ε0 = 0
©�Õy�)�v�h� �¤�h� Ü­�n��±�¼ ¡¤���X¼ �)�v�e������� £ �����v� eβµ = z

���e�#� £¡»�¬��� §³�¬�³�¤�n� �n� ���v�n��µ �n��§¹�¬��¼ ����¼ ���v�h�d�g�n���¬�X�
kBT (2S + 1) ln [1 − z]

©Þ�%���v�����v��§«��n����Û¬�d��§³�¬��Ï
Ωgk (T, V, µ) = kBT

(
(2S + 1) ln [1 − z] +

∫ ∞

0

dε n (ε) ln
[
1 − ze−βε

])
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ª¯�¬§��d�­� ¢��d���n�����d�¯� ��±����h�����d�

p
ÈT�����

n
È'Å¯�d�h�e¼ �°����� �¤����¼ �<Çy���e�n�d�v�����³�¤�h�����v¢�Æ�¡»�¬��¢�È���X��¼ ���n��¿É¢¬�v�h�)�v�X�¬�X�nÏ

p = − 1

V
Ωgk

n = − 1

V

∂Ωgk
∂µ

∣∣
T,V

Ç��e�v¢�Ï
p = (2S + 1)

kBT

λ3
T

{
−λ

3
T

V
ln [1 − z] + f−

5
2

(z)

}

Õ����ñÏ
n = − 1

V

∂Ωgk
∂µ

∣∣
T,V

= − 1

V

∂Ωgk
∂z

∣∣
T,V

∗ ∂z
∂µ

∣∣
T,V

= − 1

V
βz ∗ ∂Ωgk

∂z

∣∣
T,V

=
(2S + 1)

λ3
T

[
1

V

λ3
T z

1 − z
+ f−

3
2

(z)

]

Xg���v��§ §��h�����n�^�����'��Ï

p = (2S + 1)
kBT

λ3
T

{
−λ

3
T

V
ln [1 − z] + f−

5
2

(z)

}

n =
(2S + 1)

λ3
T

[
1

V

λ3
T z

1 − z
+ f−

3
2

(z)

]

:;�e���n��¡��n�����n� £ �����v� �h� �e§ ���n�����e�n�X¼ � ¶ ��§ ¥T�����n�����e� ¢����������h�v¢����¤�n�v�v�<Å¯�v����� ¶ �¤È�����������v���n�v� ��¼ �)�v�����CXg���v�¬� ¶ ���n��§������d���h©>:;�e�³�[¢��d�e�n�:�°���;�¤�e�¦Ü[���¤�n���v���������h�)Xg�¤È���»� ¶ �v�h�v§³�­�e�
n

�¤�X��¡°�¤���d�h�v�h��Ï
n =

2S + 1

V

z

1− z
+

2S + 1

λ3
T

f−
3
2

(z)

= n0 + ngas¥��y�d�e�n�����¤�n�y���h������¼ �)�����¬��� £ �����v���h�d���¨²��$#°�v�e¡>���d�X��¼ ���0Ü[����¢����¤�h�v���h�#� £ ¶ © Ü¯©��n�e�<¿T���»È�v�n�°±��g�n��������� £ ���¤�D�v���#�v�h©J:;�d�´�[¢��d�e�n�Ä�����y�°���2���n§RÜ[¢)���h�����c!¤¼ �����#�v��� ±��2!¤¼ �����#�v�´��Û¬È���h�v� ����� ���n� ¿T�����v�n�°±��g�n�����¬���«� ¶ �0©°�¤�e�������n��§��e��¼ ����Xg�������¬���������d�h�e¼ �°�����«�¤�e�v¡°�¤�v�e�ÎÈ���n��©�Ç����v���¬�����v²�����¡)�����e���<���¬�g�n� �¤�d�¯� ¢��d���n���¤�h�¦Å¯�d�h�e¼ �°�������n��Ï
p

kBT
= −2S + 1

V
ln (1 − z) +

2S + 1

λ3
T

f−
5
2

(z)

n =
2S + 1

V

z

1 − z
+

2S + 1

λ3
T

f−
3
2

(z)
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:;�d����¼ ��¢��¦�h�v��Û¬����� £ ���v�h�d�d�Ë���d��Ã�¢�§¨���e���¬�v�e¢��Ä�g�n�X�¤�n�«Å¯�e�n�X¼ �)�������h�{¸

z
�n�e�d§��e���e�n���n��½�¤�e�´�����n��§��e��¼ ���7Xg�������������v���e�n�X¼ �°�����a���¬��©¤¥��y�v�n���¬�<�¤�e�h�v�n�c!)���n�e�d�0�h�v��Û¬���)� £ ���������¤�n�¡°�e���v�v�e��¼ ���«Å¯���n� ¶ �^�¬�e� z � 1

¸G�ñ© ��©���¢����«µ �n§�²g�n� �»�v��� ½��v¢»�[¢����ñ�g�n� ���n��Ü­�Î������¼ �)�v������¤�h�¨Ö��n��§��d�)���v�h�0���e�«����¼ �����h���¤�h�aÜ­�Î������¼ ���������<�¤�h�aÜ­¢��v�ÎÈ'ÅË���v�h�¯�d�����n§ Ay�h�v���#� �»�§¨±����¤�n�³��±�� �¤� £ �­�������e������� ¶ �¬§	Çy�¤�^�����«���)���n�a.�¡°�e���v�v�e��¼ ���h��Å¯���n� ¶ �^�¬�e��/��g�h���v�e§�§«����¬�g�n�Í©?:;�d�y�e�)�v�h�v���v�v�d�h�v�h� ���������d�h�ÉÊ'�h�¤¢¤¼ �<���X¼ �)��§��h����� ±����¤�h�J¡°�X�������X��¼ ���n�<Å¯�v�h� ¶ È�^�¬�e� £ ��¢����¤�h�v� � ±��­�¤�n� 4 �����)�v�n���^�¬�e�Í¸ ��¢�����ª´�e¼ �)���n� £ �v�e�Î� ��µ �n§�²g�n� �»�����v�h� £ nλ3
T � 1

½Î©:;�d�2���d� ���X�����h� £ ���e�d�³� ±�� Ü­¢��v¢����h� −∞ < µ < 0 £ �����
0 < z < 1

�d§�²��e� ¶ �e�n�v�h©Ô Þg�h���v�e¼ �)�v�e�X¼ �Ú�X�'� �¤�n�«�e�)�v�h�v���v���¬�)�v� 4 ���������n�¤�^���d�����n� �����a� ±��
z → 1

������¢����¤�n� �Ë���ÎÈ�d�hÙ»�¬�)� £ ���Ä���¬���
T → 0

���e�#��© �������'���n���h�����d�«�g�n�e§ Çy�¤�^���v�h�d�e�n�{���n�0�����n��§��e��¼ ���n�Xg�������������v���e�n�X¼ �)�����0Ù�¢��[�¤�h§ ¿��v¢����d�h§ £ �����v���n�g�n�0Ê'�h���n��Ö����d�g���X¼ �)�[§��n�����v¢¨�n�e�¤�^��¼ ����d� ���n�¨Ö��¬�e�
z � 1

���h���¬���¤�n�d�¨�­�n� �¤�n�×¡»�¬���5¸G�¤�d�
p
Èy� ¶ �0©

n
È%Å¯�e�n�X¼ �°�������n�×�e���v�v�n����X¼ �����e¼ �)���v¢��n�e�¤�^��¼ ������¼ �

z
�¬� � <��v�n��½Î©?:;�d���[�h���¤�h�J�e�Î� ¶ ���n���¤�e�X¼ �<���d�

n
È%Å¯�e�n�X¼ �°�������� �¬²����e��¼ �³����¼ �

z (n, T )
��� � <)���h��©{;��d�h�v�g�n�ñ�v²��e�n�d�

f−
3
2

(z)
�n�e���Ë�n�)����¼ ���h�e�¤�h���¤��A�¢��e�d��©

¥������d�d� ¶ ����Û�¼ �����hÏ
f−

5
2

(1) = ζ

(
5

2

)
= 1, 342

f−
3
2

(1) = ζ

(
3

2

)
= 2, 612

f−
1
2

(1) = ζ

(
1

2

)
→ ∞

Çy�e�d���n§��n�e�<���e�#� ¶ ���vÛ¬� ¶ �d�X¼ �×¸^���d�0§³���J�e�n�X¼ �)�y����¼ �����h¼ �����Î�8½8Ï
f−
α−1 (z) = z

d

dz
f−
α (z)

ª��e��A��e�n§³�¬�����v¼ ����X��Î���¬ÈsÖ�����¡)�v�e¢��
ζ (α) =

∑∞
1

1
nα

�X���y�����ÉÊ�� �g�n���n�d�����g�n¡»�¬������©
:;�d�

f−
α (z)

���d�e���h§��n�e�Ú�¬���v�v�d�h�)� £ �n�)�v���h��§��n�×���d�0Ç�����© ô � © Ò ©gª´�d�³�v�n��¡°���h¼ �)�v� µ ���¤È���h�����´�g�n�
α = 3

2

�e§ ¿T����¡��
z = 1

�h�v���d�����v�e¼ �J�[�h���h�J�¤�h��ª´�eÙ��n�����h� ¶ �¤�n��Çy���d�h�#�������¸^�ñ© ��©¬Ù�¢��
f−

1
2

(z)
½ � ±��

z = 1
¸G�¤�n���

f−
1
2

(z) = z d
dz
f−

3
2

(z)
½Î©@!°¢�§��d�����¬�g�n�����e���n�e� Ü­�e�e�

�¤�h�­���h�v�X�¬�¤�^���¤�h��Ö�����¡)���d¢����n� £ ���d�Ë�¤�e�¯Ç�����Û¬�����e��¡��h�#��Ù�¢��
z

�d�
p (T, z)

�����
n (T, z)�d�n� ¶ �v�n���¤�d�X¼ � �g�h���v�e§�§��n��©¤ª´�d���[�X���[�n�e� �h�����v�h�[!¤¼ ���v�d�����d�9A��e¼ �)������� ��� �¬²����X��¼ ���n��Ç��¤�DÈ�ç<)��������©

:;�d�0���¬���h�2�g�n�T�¤�h�Ë�n� �'���n�ÚÜ­�n�v� ��¼ �)�v�����J�¤���¯Ü­¢)���h�����v�h� £ ���������h�d���³Ö��¬�e�d���)���n� �v¼ ���h�#È�¤�����2��¢¬�'�­�n�����d�¦���¬��©q:;�e� �����Ø�­¢ ¶ �h�d���a���X¼ ���¤�e�h�v� �°���Ø�g�n�­�����v�n���n�a���n���h�{Ü­�ÎÈ�v� ��¼ �)�v������,�:;�e����¼ ���v�h�d�g�n�<�¤�e�
n
È%Å¯�e�n�X¼ �°����� �d�<�g�n¡»�¬�������n�':×�n�X���0��§�Ï

n = n0 +
2S + 1

λ3
T

f−
3
2

(z)

Çy�X��¢�Ï
n0 = n− 2S + 1

λ3
T

f−
3
2

(z)
¸ ô�� © ô ½
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Ç������e�e�¤����� ô � © Ò Ï
f−
α (z)

� ±��yÙ��n� �v¼ ���d���¤�n���
α

;��d�h�v�g�n�����e�¤�ÍÈg���d�[���d� ���e�����h�ËÈ
n0

�¤�d�­µÍ�h�d�X¼ ���h���¤�X¼ �������¤���
(2S + 1)

ÈG�^��¼ �0�n�)���������Î�v�h� £���d�n�^�'���n�Ä¥T�e�¤È%µÍ�h�d�X¼ ���n��Èê¥T���n�����e�n���eÙ����¬���
ε (k) = 0

����©�Öx±��
T → 0

���n�)�
n

���h���h�
n0 £�¤�h���Ø�g�n�

T = 0
���d� ���°���¨�¤�h�aÅ¯�v����� ¶ ���'� �¬����Ù�¢��Ø�¤�n��Ü­¢)��¢����n���g�nÙ=<��d¡��n�v�h©�ª¯����%�)�v�h�v���v���¬�)���x�X��� �°��� £ �����������e�Í�h�d����§���¡°�v¢)��¡�¢�²��X�v¼ ���ÉÜ­�����n� ¶ �����y�¤�h�xÅ¯�v����� ¶ ���'� �¬�������¼ ��¢�� � ±����¤�n�¤���d�X¼ �;�"<����n���ÄµÍ�h§ ²g�n� �»�������n�A�n�����¬�d�v�h��©�Õ������n�����¬�e�;�n�e���h� ¡°�v�d�v�X�v¼ ���n�µ �n§�²g�n� �»�v���«���e�e�¤�n� �v�e¼ �Ø�h�d��Ü­¢)���nÈê¥T�e�����v�h�d�¤È%Ã´¢����¤�h�����»�h©a:;�e�J�v�e�n�)�¨§³�¬���¤�e�h�¨�°������n�����¦�n�e�J,�ª´�d�
f−

3
2

(z)
È%Ö�����¡)���d¢��Ú�¬���[�¤�n�¯���h¼ �)�v�h�T!°�n�d�v��Ù�¢��{¸ ô � © ô ½y�e���Ë�[�h���n�Ú�¤�n�

¥T�e����¼ ��� Û¬��¡°�����
0 < z < 1

�¬�¤�
[0; 2, 612]

�g�h��¼ ����Û���¡)�h©�ª¯�
n

�����
T

²����d� ¶ �e²��d�h�d�Ê'���¤¢¤¼ �a�g�n�e�d�h���e�0���n��Û¬���#�É�[�h�����n� ¡=<������n� £ �X���T�h���v�e¼ ���h�É§�<����e�e¼ � £ T, n > 0 ¶ �a·����¤�h� £�v¢ �������
n >

2S + 1

λ3
T

f−
3
2

(1)

⇒ n0 > 0

���d�d�h©�º2�¬��¡>�����¦�¬�X�v¢ ª´�e¼ �)���«�����<µ �n§�²��h���¬�v���y�v¢³��Û¬���e�n� £ ���������¤�n�´Å¯������� ¶ �����������§³�¬¡°��¢��v¡�¢�²��e��¼ �³�g�h�v�Î� ¶ �y�e��� £ ¢������0�¤�e�«Ö�¢������n�������
T → 0 ¶ �Ä���v�h�d�e�n��©

º¦���Ø������¼ �)�v� £ �����v�«�h�a���e¼ �)� �¨Ü­�h�v¢������n���h�0�X�'� £ �����v���0� ±��
T → 0

���d�e� Ü­¢��v¢����n�Ø�e��¤�h�×Å¯������� ¶ �������¬���Ä���h���n��©ñÃË�X�¬� £ �­�n���¦¡��h�d��� ¥T���h�v���d�a§��n���ËÙ�¢��v���¬���¤�h�Ä�e��� £ §a±��'È�v�n�����d�e�Jµ �n�e�e¼ ���n�{�v¢6.'�v�e�Î��/ ���e� §H<����d�X¼ �Ø�e�d�h���n� £ �ñ© ��©x�d§ Å¯������� ¶ �����������ñ©ÉÕy��������g�n��Ü­¢��v¢����h�Ø¡��n�e���J¥T�d���v¼ ��� Û¬��¡)�������h�ØÙ�¢����e�d�h���n� £ �[�h�����n���v�e¼ �{����¼ ���¬�e�e�Jµ �n�e�e¼ ���h��e§ Å¯������� ¶ �������¬���2�g�Î·����¤�n��©xª´���«Ü­�h�v¢������n���a�X�'�«Ù°�e�n�e§��n��� £ �����v�0��¼ ��¢����v�n���0Ù°�e�n�e�Ü­¢��v¢����n�{����¼ ��� ±��
T > 0

�v¼ ��¢����e�:���n�;Å¯�v����� ¶ ������������±����h�v���n���h��©�ÌÍ�¬����Ü­¢��v�ÎÈ¥T�e�����v�h�d�¤È%Ü­�nÙ@<�¡��h�v�������e��������¼ �5�¤�n�ÄÅ¯������� ¶ ���'� �¬���:� ±��
T > 0

�d�h�e¼ �)� �g�nÙ@<��e¡��n�v�h©
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ª��e�h�¨�d§�²��e� ¶ �e�n�v�¨�¬�g�n�

n0 ≈ 0 £ ���
n0 = N0

V

�X�'� £ �­¢��g�n�
N0

�¤�e�1X��¬�����¤�n�aµÍ�h�d�X¼ ���n��d§®Å¯�v����� ¶ �����������J�e��� £ ����� V ���h���h� �����h���¤�e�e¼ �����h�)�h©°¥����g�h�������x�¬�X��¢��v¼ ��¢�� �h��¢���§Ù°�d�h�d�h� Ü­¢��v¢����n���e§ Å¯�v����� ¶ ���'� �¬��� £ ��§ �n�e���J§³��¡)��¢��v¡�¢�²��X�v¼ ���³ª´�e¼ �)���
n0 > 0 ¶ ��n���v�h�e¼ ���n��©Éª��e�h� ���h��¼ ���d�h�)�a�e§ Ö����d���¤�h� Ü­¢��v�ÎÈs¥T�e�����v�n�e�¤È%Ã�¢����¤�h���v�¬�v�e¢��Ø�e�Î� ¶ �v�h���¤�e�e¼ ��¬�¤� ���v�����J���n�yÜ­�h��¼ ��� Û¬��¡)�v���n�d���¤�h�

f−
3
2

È%Ö�����¡)���d¢�� £ ���e�¯�g�n���n�d���y���h�v�n���n��©
ÃË��� ¶ ��§<Ï°ª��h�;*����h�v�)�¬���«�e�J�����­Ã�¢����¤�n���v�¬�v�e¢����v���h���d�n�T���h���e���)�­���n� ���¤�´���¬��� £ �­�n����¤�e�ËÕ������e�n�X¼ �°�����a���n� ��������¢¤¼ ���n�e���ËÅ¯�e�n�X¼ �°����� �e��� £ ��© ��©¤�­�n���

n0
���h�����¤����¢¤¼ �<�y���e��e��� £ �¬�X�v¢Ä���h�

n = 2S+1
λ3

T

f−
3
2

(1)
� ¶ �0©

nλ3
T = (2S + 1) f−

3
2

(1)
©�:;�d� ¡=<������n�Ø�°���

n�����
T

Ù>���v�e�e�n���n� £ ��§®�¤�d�����0Ü­�h���d��������� ¶ �<�h��� ±��e�e�n��©

• Ü­�n�T� �h���v�n�0µ �n�e�e¼ ���n� ¶ �¬���y¸^�����Ú� �h���v�h§ ��¢��e��§��n�g½ £ �ñ© ��©ñ� ���'���n§ n £ �h�v���d�¤�«�v�e¼ ��v¢��n�e���0¡°�v�d�v�X�v¼ ���Ëµ �n§�²g�n� �¬���
TC (n)

Ï

TC (n) =
2π~

2

mkB

(
n

(2S + 1) f−
3
2

(1)

) 2
3

• Ü­�n��� �h���v�n�yµ �n§�²g�n� �»�����
T

�X�'�����d�Ë¡°�v�d�v�X��¼ ���0ª��X¼ �)�v��Ï

nC (T ) = (2S + 1)

(
mkBT

2π~2

) 3
2

f−
3
2

(1)

:Ú�h���h�
f−

3
2

(1) = 2, 612
¡@<������n�2���e�Ë¡°�v�d�v�X�v¼ ��� µ �n§�²g�n� �»�v���¯�����2¡°���#���e��¼ ���h�Úª´�v��¼ ¡

�v¼ ���v�h�d�g�n�<�¬�X�nÏ

TC (n) =
2π~2

mkB

(
n

(2S + 1) ∗ 2, 612

) 2
3

nC (T ) = (2S + 1)

(
mkBT

2π~2

) 3
2

∗ 2, 612

Ã�¢����¤�h���v�¬�v�e¢������n� ¶ �y�������<�n�e� £ �­�n���

• �g�n�ñ� ���'���n§
n
Ï
T < TC (n)

• �g�n�ñ� ���'���n§
T
Ï
n > nC (T )

���d� �ñ©Éª´���������e���
n0 > 0

�����{�h�¨�d�e�n���a�n�e�{Ü­¢��v�ÎÈs¥T�e�����v�n�e�¤È%Ã�¢����¤�h���v�¬�«Ù�¢��h©Íª¯�
n��§����h¡��n������²��v¢�²�¢������d¢����¬� ¶ �����¤���#�v�v�n�J¿É¢¬�v�h� ¶ ���h�[§ �d�����d�h�v�h�Jµ �n�e�e¼ ���n�������'� �¬�����h�T�X��� £¶ �h�d�����v�e¼ � £ �������aÃ´¢������n�����»���d¢������¬��� �n�e���v�Î� ¶ � £ �­�n���:�¤�e� �����n��§��e��¼ ���<�¤�ÎÈ%Ü­�v¢����e�d�nÈ:Ú�h�d�e�n���eÛ������Ë�e�<���d�¨Å¯�Q<�Æ��n��¢����¤�°�����a�¤����§ �d�����d�h�v�h�ÄµÍ�h�d�X¼ ���n���¬�����������¤�h�­¡�¢�§�§«��©
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Ç������e�e������� ô � © ô�ó Ï¤Å¯����²����X�v¼ ���ËÌq<��v�����a� ±��
z (T, n)

:;�e���­¢��e�d�h���)��� ���������h�v���¬�d�v�n�³�g�n�e§�*y�g�n��������� ¶ ��§ Ã´¢����¤�h�����»�����h���¬���h�T�g�Î�v� ��¼ ��È���n��©�;y�e�n� ¶ �Ú�d�)�v�h�v���v�v�e�n�v�������¯�����´���n�������#���n�¦Ù�¢�� n0

n

�e�2Çy����Û¬�����d��¡��n�d�¯���n�ËµÍ�h§ ²g�ÎÈ� �»�����
T

�g�n�ñ� ���'���n§
n
©?:;�d�y¡��n�����n�<�¤�d�«Ü­� ¶ �e�n�°�������n�
n0 = n− 2S + 1

λ3
T

f−
3
2

(z)

n =
2S + 1

V

z

1 − z
+

2S + 1

λ3
T

f−
3
2

(z)

Ç����0�¤�n� ¶ �[�h�#���n�ØÅ¯�d�h�e¼ �°�������e�n�d�v�h�Ú���e�0�°���
z (T, n)

�¬� £ ��§ z (T, n)
���¬���×�e�����d��h�����v�yÅ¯�e�n�X¼ �)�����Ë�n�e� ¶ ���v�Î� ¶ �h��©�ª´�d� ¶ �[�h�#����Å¯�e�n�X¼ �°�����Ë¡»�¬���³���d�e�n� �¤�e�����x�°���T������²����X�v¼ �����¼ �

z (T, n)
���¤� ���h�ç<)�'���­�n� �¤�n��©?:;�e��� ¢���§��n�<���e� ¶ ����Û�¼ ��������§<Ï

nλ3
T

2S + 1
=

zλ3
T

V (1 − z)
+ f−

3
2

(z)

Å¯� �¬²����e��¼ ���yÇy� � <��v�����«�g�h���n�¤���Î� £ �¤�h�)!¤¼ �����d����²�����¡)� ¶ ���X�v¼ ���n� nλ3
T

2S+1

����� zλ3
T

V (1−z) +

f−
3
2

(z)
� ±���Ù�¢��v���n���n�g�n�����

n, T ¶ � ·����¤�n��©
Xg��§ �g�h���v�n���n�³���n� ����Û¬���¤���X���X�'��Çy���Í© ô�� © ôhó ����©�Öx±�� ¶ �­�n�gÙ��h����¼ ���e�h�¤�h���':Ú�h�����n²����¬���Ù�¢��

n, T
�v�d��� ¶ �­�n��Ù��n� �v¼ ���d���¤�n��� Ì�¢)���������n�Ú��� ¶ �n�X¼ �����n�h©�:����0�¤�h�¯�g�h���v�n���n�V*����h��È�v�e¼ �)���­�n���h�����e¼ �)�T�h�d����� ¶ �n�X¼ �����Î�T�������¤���X�����¤�d�yµx�»� �v��¼ ��� £ �������T���X¼ �³���h�d���'��Ù��n� ����Û¬���°È

�e�e¼ �<�¬��¼ ���¤�e�«ÃË����Ù�� zλ3
T

V (1−z) + f−
3
2

(z)
� ±��y�¤�e�0Ù��n� ��¼ ���d���¤�n���n�):×�n�v�v�h²������v�ËÛ¬���¤�n�v�h©
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º¦�¬�{¡>�����{���e�v¢2�¬�����¤�d�����9:Ú�h�e�v� � ±�� �g�n�e�e�n���e���

n
�����

T
����� ¶ �����h�"<����e��� z (T, n)�����'���d§�§��n�Í©¬ª��e��Ì�<��v�����

zb
�e�e�n�¬���e§ Ã�¢����¤�h���v�¬�v�e¢����v���h���e�Î� £ �¤�n��� ( nλ3

T

2S+1

)
b
> 2, 612�e���0�n�v� ±��e�#��©�ª´��§ �d�0�e���0�¬�¤��¢�§³�»���e��¼ �

n0 > 0
©J:;�e�0�g�h���v�e§ §��h�Ú�°���

z (T, n)
�e§ ������d�)���n���h�����e�n���n�����n�<�v���n��§ ¢¤�?#°����§��e��¼ ���n�ÚÌ��e§ ���n©ñª´�n���Ú���d� ���e�¯�v�n���h� £ �'���h¼ ¡)�Ë�d�×�¤�n�

Ö�¢��v§��n� zλ3
T

V (1−z) +f−
3
2

(z)
¢�Þg�h���v�e¼ �)�v�e�X¼ � �h�d��� ���n�e�h�

V
©�ª¯���T¥T�v���n�����e�[���n� ¶ �h�����d�����¬���

�d���¤�e�
n0

È%Å¯�e�n�X¼ �°�����a�n�e�Ú¸ �­¢��g�n�ñ���e�
n

� �h���v���¬�d�v�n� £ ���¨�����[�°�����¤�e�
T
È%Çy����Û������e��¡��n�d�

�d�)���n���h�����e�n�v� ½Î©�Ö����d�X�
V → ∞ £ ��¢J���e�n�)�´§³��� ¶ ����Û�¼ ����� £ ������� zλ3

T

V (1−z) + f−
3
2

(z)
���h���n�

f−
3
2

(z)
�XÛ¬�¤�D��©>ª¯��� �g�h�¤�h�¤�v�n� £ �����v� �¤�n�>!¤¼ �����#�v�v²�����¡��É�e§ Ã�¢����¤�n���v�¬�v�e¢����v���h���d�n�����h���n�

z = 1
�XÛ¬�¤�D��©�Çy�X��¢�¡°��� ¶ Ï V → ∞ ⇒ z → 1

©
ª��e�h��¢¬Þ��n�°���¬�v���n�e�Ë¿T��¢����e�n§<©�!¤�n�e�n�

nb, Tb
�e§ Ã´¢����¤�h�����»�v�e¢��������n���e�Î� £ ��© ��© ( nλ3

T

2S+1

)
b
>

2, 612
©�ª¯�¬���Â�X���

zb = z (Tb, nb)
���h�����¤�Ø�¤�n�ì!¤¼ �����d����²�����¡)�2Ù�¢�� ( nλ3

T

2S+1

)
b

�����
zλ3

T

V (1−z) +f−
3
2

(z)
©»Öx±������n� ���d�É�°���a���n�a�v���h�v§�¢¤�?#°���¬§��X�v¼ ���n�¨ÌÍ�d§��h�É�¤����¼ ��¸

V → ∞ £
n =

¼n¢������h© ½ £ ��¢ ���¬�g�n�¦���e�¯���h�v�n���n� £ ������� zb £ �����y�g�n�É�¤�h�¯ÌÍ�d§��h�v���e�e������� ¡�¢���������������e�n�e�¤� £ �­�n�e�[���¨�°��� Ù�¢��
T

�����
n

������Û����¬� £ ���n���h�Ø¥T�e��� ���n�)��©
:����a�e���a�°���:�¬�g�n�
§��#� zλ3

T

V (1−z) + f−
3
2

(z) £ �­�n�X¼ ����� �e§Å!¤¼ �����#�v�v²�����¡)��§��d� ( nλ3
T

2S+1

)
b

±��g�n���n�e���'���d§�§��n�
��¢��d�=, Ô �¤�n�[��¢¤¼ � ���h���¬���n��Ï�Ã0�¬��� �¤�n�W!¤¼ �����d����²�����¡)���e§ �����n��§�¢¤�?#°���¬§��X�v¼ ���h� Ì��e§��h�±��g�n�����¬��²��y�ÎÀ¤�e���v�e�n���n��,
ª��e� Ö�� �¬����¡)�XÛ¬�v�«���X¼ �×§ �d�¨�¤�h§ ���n�������#���n��Ù�¢�� z

V (1−z)
�d§ Ö��¬�e�e�

V → ∞ £ z → 1
©

:;�d�a§¨±����v�n���¬�����d�����h��!)�v�h�d�e�J�������h��§��n� £ ������� z
V (1−z)

�n���¤�d�X¼ �Ø���e�n�e�¤�a�����Ø��¢�§��#��¤�n��!�¼ �����d���v²�����¡)���­�n�d�v�n���nÀ¤�e���v�e�n�v�h©�ªa© �Í©��h��§a���v�
1 − z ∝ 1

V���h�#���n�m7xÖ��¬�e�X�«���e�a���e�����n���h�
n

�����
T

�v¢¦�­Û����e�n� £ �������«���e�¨���X¼ �)�¨�e§ Ã´¢����¤�n�����»���#È¢����v���h���e�Î�³�d�e�n���n� £ �v¢����e�¤� �h��¡��n�e���<¿T��¢����e�n§�� £ �¤�n���;�¤�h�)!¤¼ �����d����²�����¡)� ¶ ���e��¼ ���h�
nλ3

T

2S+1

����� zλ3
T

V (1−z) + f−
3
2

(z)
�e�e�n�¬��������� ¢������n���e� �g�n�

z < 1 £ ����� ���������d�h�d�¤���¬��¼ � �d§
�v���h�v§�¢¤�?#°����§ �X��¼ ���n�<Ì��e§��h���v¢�©
ª��e�[Ìq<��v�������n� ¸�!�¼ �����d���v²�����¡)�v�>½

z (T, n)
�'���n�e�d�h�«���X¼ �«�e§ �����n��§�¢¤�?#°���¬§��X�v¼ ���h�0Ì��e§ ����¬�X��¢a� ¢��e���h���¤�h�v§³�¬Æ��n�����¬��Ï

• ���e¼ �)��È%Ã´¢����¤�h�����»�v�g�n���n�X¼ ��Ï
z (T, n)

�e���F!¤¼ �����d����²�����¡)� £ �ñ© ��©�Ìq<��v����� Ù�¢��
(

nλ3
T

2S + 1

)

NK

=
(2S + 1) z

V (1 − z)
+ f−

3
2

(z)

→ f−
3
2

(z)

ª´�n���Ä���d�h���e���
z

�h¼ �)��¡°�d�h�d���h�y�¬�X��¥T�e���n©
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• Ã�¢����¤�n���v�¬��È%Ü[�h�v�h�e¼ �ÍÏ

z (T, n)
�e���F!¤¼ �����#�v�v²�����¡�� £ �ñ© ��©�Ìq<��v����� Ù�¢��

(
nλ3

T

2S + 1

)

K

=
(2S + 1) z

V (1 − z)
+ f−

3
2

(z)

�%§@Ì��e§��h�����e�n�e�¤�
z = 1

�¬�X��Ì�<��v������©
Ç��d�e���h§ �h�d�ÍÏ

z =





Ìq<��v����� Ù�¢�� nλ3
T

2S+1 = f−
3
2

(z) ,
�^���d�X� nλ3

T

2S+1 < f−
3
2

(1)

1,
�^�¬�e�X� nλ3

T

2S+1 > f−
3
2

(1)

�%§ �h�����v�h��Ö��¬�e�����e�n�e�¤�������yÅË���������'��<��v§��e� £ �e§ ¶ �­�n�d�v�h��Ö��¬�e�����e���J�h��¡�¢����¤�h���v�d�h�v�h��©
�����<¡=<������n�����d�

n0 (T, n =
¼n¢������h©

)
�¬�����n�g�n��Ï

n0 = n− 2S + 1

λ3
T

f−
3
2

(z)

ª¯�
n

¡�¢��������������X�'� £ � ¢��e�¬���g� ¶ ±����e�e¼ � T Ï
T > TC (n) ⇒ nλ3

T

2S + 1
< f−

3
2

(1)

;��d�h�0�n�v� ±��d�d�
z

�¤�e��Ü­���¤�d��������� nλ3
T

2S+1 = f−
3
2

(z) £ �ñ© ��© n0 = n − n = 0
©ñ¥��0�X�'�0¡��h�d�

Ã´¢������n�����»��Ù�¢��v�������¤�h��©

T < TC (n) ⇒ nλ3
T

2S + 1
> f−

3
2

(1);��d�h���e���
z = 1

©�Çy�X��¢ � ¢��e�¬��� ±��
n0

Ï
n0 = n− 2S + 1

λ3
T

f−
3
2

(1)

= n− 2S + 1

λ3
T

∗ 2, 612

:×�n���n� nλ3
T

2S+1 > f−
3
2

(1)
�X���

n0 > 0
©�¥����e�d�h�¬���n�e�ÄÃ�¢����¤�n���v�¬�­Ù�¢���©

:;�e�´���X�����h��Ï��%§ÝÌÍ�d§��h�´�X�'� n0(T )
n

= 0
� ±��

T > TC
©ñÖx±��Ë�¤�n�2Ö��¬�e�

T < TC
¡@<������n����e�y�v¼ ���v�h�d�g�n��Ï

n0 (T )

n
= 1− 2S + 1

nλ3
T

f−
3
2

(1)

= 1−
λ3
TC

λ3
T

= 1−
(
T

TC

) 3
2
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Çy�����d�X�¤����� ô � © ô�ô Ï n0(T )
n

�d�ÄÇ�����Û¬�����e��¡��h�#��Ù�¢��
T

Çy���Í© ô � © ô�ô ¶ �n�e�¬���¤�h� ���h�v�X�¬���gÙ�¢�� n0(T )
n

�d�³Ç�����Û¬�����e��¡��h�#��Ù�¢��
T
©¬ª��e�h�v�h�É���h�v���¬�d�v�n��n���d�����n�v�«�¬�×�n�e���n��¿T�������h�°±����h�v�)�¬��� £ �¤�n�¨���¤�D�v���d��� £ ¢��°�[¢����É¡��h�d���H:×�h¼ ���v�n�e���e�v¡°�����Ù�¢��v�������¤�h� �X���h©°Ö ±��

T < TC
�e�d�h�¬���h�d� ¿������v�n�����n§��X�v¼ ��Ù�¢�� £ �[¢����h�g�¤�e� ¶ �[�h�#���y¿T����������n�g�n�����n§ ÅË���0�n�e��Ã´¢����¤�h�����»�0�e���h© ª´���7!$#¤�'���n§ ���h���0�g�n�

T = 0
Ù�¢��e�e����Û����¤�e�<�d��¤�n�ÄÃ´¢������n�����»� ¶ ����������� ±��g�n��©

{�� ~ � ª I�E ��� ~ ×
�
E M �o�aI�E GJK ~ I����a����GqN¹:;�e�Ä�[¢��d�e�n� �°��� �n���¤�e�X¼ � �¤�e�Ø�n�e���h�)�v�e�e¼ ����v���h�v§��X�v¼ ����Xg�������¬���¤���e�n�X¼ �°����� �¤���yÜ­¢��v�n���������������'���d§�§��n�Í©gÇ��¤� ���������Ä�¤���y¿T�����v�n�¤È±��g�n�����¬�������­�n� �¤�n�Ä���e� ¶ �­�n� Ù��h����¼ ���e�h�¤�h���0�¬�����ç#)�v�X��¼ ���«Çy�����¤��±�¼ ¡��Ë� ±��´�¤�e�0�v���n��§ �dÈ�v¼ ����X����'� �¬���������d�h�e¼ �°������Ê'�0����¼ ��¿T�������Ë�h�v�����#���n��¸^ª´�d�������e�d���e§ ±����v�e���h�J����¼ �J�)�¬� ¶�¬�e�d���n§��n�e�J� ±����v���h�v§��X�v¼ ���¯¿É¢��v�n�)���e���d�>½8©
Çy���v���������v²�����¡��[�e�������d�¯ª�����¼ ¡°���e�n�X¼ �°����� £ �¤�e�����e��� ±����¤�e�������n��§��e��¼ ����Xg�������¬���������d�h�#È¼ �°���������h�"<¬���d���n��Ï

p

kBT
= −2S + 1

V
ln (1 − z) +

2S + 1

λ3
T

f−
5
2

(z)

:;�d�x�e�����n���h�����e�n���n�0����� �����h�v§³���e�Í���»��±��v�e�X¼ �0�)���Í� ±��É�¤�h�0�v���h�v§�¢¤�?#°����§ �X��¼ ���n�«ÌÍ�d§��h�h©:×�������h��¼ ���e�n�)�¯�������2§��d� p
kBT

,H;y�e�n� ¶ �2������¼ �)�v�h�2���e� £ �������´�d§ ���e¼ �)��È%Ã´¢����¤�h�����»��ÈÜ­�n���n�X¼ �
z

¡°�d�h�d���n���¬�X��¥T�e�����X�'�������<�v¢�§��d�����n���n� ���v�0µÍ�h�v§ �d§®Ì��e§ ����Ù��h����¼ �°���d�����Î� £�­Û������n���2�d§ Ã�¢����¤�n���v�¬�v�g�n���n�X¼ �
z → 1

���e�#� £ �¬�g�n� (1 − z)
²���¢�²g¢��v�v�e¢����¬� ¶ � 1

V

�X���h©
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!°¢�§��#�����e�d�y���d�h�hÏ

1

V
ln (1 − z) ∝ 1

V
ln

(
1

V

)

= − lnV

V
→ 0

Çy�X��¢��n�������#���n�����d���e§@ÌÍ�d§��h�hÏ

p

kBT
=

{
2S+1
λ3

T

f−
5
2

(z (n, T )) ,
�^���d�X�

n < nC (T )
2S+1
λ3

T

f−
5
2

(1) ,
�^�¬�e�X�

n > nC (T )

�%§	Ã�¢����¤�h���v�¬�v�e¢����v���h���e�Î�É�e���[�¤�h��ª�����¼ ¡aÙ�¢��
n

����������Û������e��© :;�d�����¬�g�n� ����§ �d��Ê'�n� ¶ �� ±����g�n�X�¤�y¿������v�n� £ �¬�X��¢Ë�����T���h���¬§¨�v�'!$#¤�'���n§ £ �¤�e�FXg�������������v���e�n�X¼ �°�����¯�����'���d§�§«��©�¥�����v�h�d�d�«���X¼ �Ú�°���×��¢¤¼ ���¤�d�³Ö�������� £ ���e�³�¤�d��¿T�����v�n��¡°����Ù����¬�����v�d�h����©�:;�d�0§a±��v�v�n�×�������� ¶ �<�¤�e�0¡)���d�v�X�v¼ ���0Å¯�e�n�X¼ �)�����³�¬����¼ ���¬���n��Ï

pC (T ) = kBT
2S + 1

λ3
T

f−
5
2

(1)

nC (T ) =
2S + 1

λ3
T

f−
3
2

(1)

:;�e���ç<)���h�
nC (T )

����¼ �
T

���¤�'©�Xg����¥��v�e�����h�v������Ï
λT =

√
h2

2πmkBT

©

nC = (2S + 1)

(√
2πmkBT

h2

)3

f−
3
2

(1)

= (2S + 1)

(√
2πmkB
h2

)3

T
3
2 f−

3
2

(1)

¥��­� ¢��d���hÏ

T =

(
nC

(2S + 1) f−
3
2

(1)

) 2
3

h2

2πmkB
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Ç������e�e�¤����� ô � © ô>ò Ï¤ÃË�v�d�v�X��¼ ���0ÃË���vÙ��¯���h��Ü­¢��v�n�)���v�h�
�y���Ä�v�Î� ¶ �n�<���e�y�¤�e�h���n�e�<�d�Ä�¤�e�«Å¯�d�h�e¼ �°�����a� ±����¤�n�Äª´�v��¼ ¡gÏ

pC (T ) = kBT
5
2 (2S + 1)

(
2πmkB
h2

) 3
2

f−
5
2

(1)

= kB

(
nC

(2S + 1) f−
3
2

(1)

) 5
3 (

h2

2πmkB

)
(2S + 1) f−

5
2

(1)

= n
5
3

C

1

(2S + 1)
2
3

(
1

f−
3
2

(1)

) 5
3

f−
5
2

(1)

(
h2

2πm

)

= c0 ∗ n
5
3

C�%�
c0

�'���h¼ ¡��h� �°���yÃ´¢����������)�v�n� £ �v¢³�������­�h��!¤�d����§³��¼ �)� £ ���d�h�y�¤�n��*����h���v�e¼ �)���d�X¼ ��¡��h�#����¬�e�g�n�¨�h�d��� ���h���JÃ´¢����������)�v�³�n�e� ¶ �¤� ±������n��©�:;�e�¨�n�������#���n���¬�X�v¢¦�n�e��� ¿������v�n�����v�h� ¶ È¡°���vÙ���Ï
pC = c0 ∗ n

5
3

C

= c0 ∗ v−
5
3

Cª��e� ¿T�����v�n�������n� ¶ ¡)���vÙ��«�e���Ë�d��Çy���Í© ô�� © ô�ò ��� ¶ �n�e�¬��©gÖ��n�����n�Ë���e�n�)�Ë§³�¬�Ú���n�2���h�v�X�¬����¤�h�¨ª�����¼ ¡¤�0�e��Çy����Û������e��¡��n�d�«�¤�h�0��¢��d��§ �h��� £ �����0�n�e���n§ µÍ�h�d�X¼ ���h� ¶ ���«���h��� ±��������
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Ç������e�e�¤����� ô � © ô ��Ï
p, T

Èsª´�e����� �¬§�§ �¤�h��Ü[¢)���h���������
���v�h���0¸ �e�°Ù��h���v��µ �n�e�e¼ ���h���¤�X¼ �)�v�¯� ¶ �0©¤�v²�� ¶ �d·��v¼ ���h�[��¢��e��§��n��½Î©¤Å¯�����X��������¼ � �v�e¼ �)�v���¬� £�����v���¤�h�yª�����¼ ¡ �e§ Ã´¢������n�����»�vÈsÜ­�n���n�X¼ � ¡�¢����������������e�n�e�¤�h©o:×�����������g�h�¤�h�¤�v�n� £ ¡»�����§³�¬�:���X¼ �{�e�{�n�'�­�ÚÙ�¢������v�h�d�e�n�ÍÏ ���h�v¡°�e�n�e���n�v�a§³�¬� ��¢���§³�¬�e�n���[�h�e�v� ����� ��¢��e��§��n� £ �v¢���e§�§«���¤�h�yª�����¼ ¡ ¶ ��©";��d�h�y�����v¼ ���e�n�)�y�¤�e�h�����X¼ �)� £ ��© ��©��¤�d�«µ �n�e�X¼ ���n�<�­�n� �¤�n���d�Ä�¤�h�Å¯������� ¶ �������¬���#.������¤�v±�¼ ¡��T/ £ �¤�h�yÇy��Æ��n�����v��¼ ¡ ���d�h�d���y¡�¢����'� �¬�)�h©
�%§ X��[�h�#Ès¿T�������h�¤È%Å¯�h���e�Î� ¶ ���X�v¼ ���h�×Ç	������ÜÂ�d�e�n���0�n�e��Å¯�h§ �X��¼ �×�����Ë�n�e���n�0�)������<��vÈ§��e���n�³¿������v���¤�h�WXg�����¬§�§��n�����n� ¶ �����¨Ü �����³�h�d���h§ Ã�¢����¤�n���v�¬���¤�n�'Xg�����¬§�§��n���v�Î�vÈ
¶ �����³Ç Ù�¢���©¤Çy�Ä�¤�h��¿�����¡)�v�h�<Ç ������Ü5�d�e�n���n���v�h�d���Ë¿T�����v�n��Ù�¢���©¤ª´����Ã�¢����¤�h���v�¬��g�h�v�#� ¶ �[���d�yª´�e¼ �)��� ∞ � ¶ �0©���������²g� ¶ �#·���¼ ������¢��d��§��h�

v = 0
©�ª¯���[ÅË�������¬�T�d§�*y�g�n�vÈ�)�¬���)�����n���e�Î�0�¤�e� ª��X¼ �)�v�

nC
©q�%§ Ü­�n���n�X¼ � 1

nC
< 1

n

�e�e�n�¬�«�°��� ÅË���ËÙ�¢��h© ª´�
z

����¼ ��¤�h��Ì�<)���������d�¦�¤�h�´ÅË����Ès¿T�����v�Ë§��#��¡°�e�n�e���n���[�h���¤�h���¤�h�yµÍ�h�d�X¼ ���n���¤�e¼ �)���
n

�g�n�Í� �h���v�n�µ �n§�²g�n� �»�v���a§�¢���¢¬�v¢����¬�����d§�§«������� ��¢�§��#�³�¬��¼ �
f−

5
2

(z) £ �^Û��d�d�³�¤�n��ª�����¼ ¡Ø���v�Î���d�
§��d�y�­��¼ �����h���¤�h§ ��²g� ¶ �#·���¼ ���h�J��¢��d��§��h�

v
©

!¤¼ ���¬���h�Ø���d�a�����¨����¼ �Ø��¢¤¼ �{�����
p.T

È%ª��X�¬������§�§ �¬��©xª´���v�e�Ø���e���Ø�¤�e�Jµ ���n�����e�e���d�
¶ ���e��¼ ���n�ÄÅË���������<Ã�¢����¤�n���v�¬�­���n���h���h��������¼ �ÍÏ

pC (T ) = c1 ∗ T
5
2

c1 = k
5
2

B (2S + 1)

(
2πm

h2

) 3
2

f−
5
2

(1)

:×�n�d�v�h���e�����¬���¤�n�����Î� �����¤�n���h�
p
È%Å¯�e�n�X¼ �°����� ¶ �³�v�n���h� £ ������� ¶ �����h���h���h���n§

T
�d§�§��n�

p ≤ pC (T )
���d�d�y¸ �����É���e�T�¬��¼ ���v¼ ��¢�� �d§

p, v
È%ª��X�¬������§ § ���¬���n��½Î©S:;�d�T�h�v���¬�d�v�n���¬�X�v¢Ç�����© ô�� © ô ��©
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Çy�����d�X�¤����� ô � © ô � Ï)���n�����¬�d�v�h�<���h��Ù»�¬�¤È%�¤�h��È :×���¬�X�'È'ÅË���v�h�
}�~$ªs~ ��©����
G ~ �
N

• ¥�� ���d�¤� ¡��h�d�{Ã´¢°�ÎÀ¤�X�'���n� ¶ ���n���d�n�¨§��n��� £ �v¢����¤�n���Ø�°���a��¢°¼ �{�n�e���JÃ´¢°�ÎÀ¤�e���v�h� ¶ È¡°����Ù���©
• Ô �g�n�����¬�e�<�¤�d�����h�yÃË����Ù��¯�ÎÀ¤�e���v�e�n�v�y¡��h�d���¯¿������v� £ ��� p (T ) ≤ pC (T )

�X�'��©
• ª´�d�0Ã´¢°�ÎÀ¤�e���v�h� ¶ ¡°�����´�v�e�n�)�����n���¤�h�­�)������<���§ �e�¬È � ±����v�d��È�*����h�v�)�¬���)�ÉÙ�¢��):×���v�v�n�

¶ �­���yÛ¬�����e�X¼ � £ ���»�y�����h��¡��n�e���h��¡°���#���e��¼ ���h� ¿T����¡���©
• �%§

p, v
È%ª´�e����� �¬§�§@Ù��n���e���¤� �n�Ú�¤�d���'��¢��v���h�v§��h�Ä� ±��

v ≤ vC
¡�¢�§�²��d�n���Ë�d§ Ã´¢¬È�nÀ°�X���v�n� ¶ ���h���e�Î� £ �e§ Å¯�h���n���v�¬� ¶�¶ © Ü¯© ¶ ��§ Ù»���¤Ès���n�vÈÖ:������e��È%ÅË��� £ �[¢Ë������Ã�¢°�ÎÀ¤�X�'È���n� ¶ ���n���d�n� ÅË����ÈsÖx�e±������e��¡��n�d�¯���¬�v±����e�e¼ �Ø�¬��¼ �Ú���e�h�¤�h�«Ù��h�v�X�����v�n�2���e� �ñ©ÍÜ­�e� ¶ ���¸ �v���h¢����Î�v�X��¼ ���n��½ Ã�¢�§ ²��v���v�v�d¢��:���¤�«�n�e���h�;¿T����¡)�J���d�h�d�¤�����e�n�J���d�e�n� �¤�e����� �¤�n�ª´�v��¼ ¡ ¡�¢��������¬�)� £ ������Ã´¢)�nÀ¤�e���v�h� ¶ ���n���e�Î�����d� �J���e¼ �)�yÙ��n���e���v�v�n��©

Çy���<�¤�h�Äµ �¬������¼ ��� £ ������� �e§
p, v

È%ª��X�¬������§�§ �'�v¢¬�����n��§��n�;� ±��
v ≤ vC

¡�¢���������������e��� £ ¡»�¬��� §³�¬�Á�¤�e���n¡)� � ¢��d���n��� £ �����v�J�h�J�e§
p, T

È%ª��X�¬������§�§ �e�h�¤�e���e�e¼ �;�h�d���×Ã´¢¬È�ÎÀ¤�X�'���n� ¶ å»æ?\ ] è����e�¤��©�ª¯���0�v�e�n�)�¯§³���Ú�h�d� £ �­�n���2§³�¬�×�d§
p, T

È%ª´�e����� �¬§�§@�g�n���h�d���n�µÍ�h§�²��h���¬�v��� ���)�v�h���v��¼ �)� £ �­�n�X¼ ���Jª´�v±�¼ ¡��<�¬�¤�D���v�n�v�n�Í©ÉÖx±��³�����³ÅË���a�ÎÀ¤�e���v�e�n���n�:�¬�e�d�ª���±�¼ ¡��
p

§��d�
p < pC £ � ±��Ë������Ã´¢����¤�h�����»�����d�¤�´�h�¯�¬�g�n���°���Ë�¤�h�2ª�����¼ ¡

pC £ �¬��¼ ��[�h���
v ¶ ���e��¼ ���h�

0
�����

vC
Ù»�¬���d�e�n�v�É���d� �ñ©�:;�d�É�h�v�e�����h�v�a�������¬� �����xÙ»�¬��Ès�¤�h��È :����¬�X��ÈÅË����¸^Ç�����© ô�� © ô-� ½8©»Ì��h�#���Î��§³�¬���¬�����¤�h§

p, v
È%ª��X�¬������§�§ �����

p, T
È%ª��X�¬������§ § �¬� £ ��¢���e�n�)�Í§³��� £ �������Í�¬��¼ �«ª���±�¼ ¡������Q<�Æ��h���¬�X�

pC
Ù�¢��v¡�¢�§�§��n��©Î¥[�Í���d�¤�x�¬�X��¢y¢�Þg�h���v�e¼ �)�v�e�X¼ ��n�e�2��èN> ï è î £ �­¢ �°���y���d�0���n�e��� £L� ±��v�v�e���Ë¿T�������Ë�ÎÀ¤�X�'���d�h����©

}�~ E M I ªsª ����G��J���
cV

N¹:;�d���g�n�����d�e�n� ���X�����n���g�Î�v� ��¼ �)���Î�v�h��!$#¤���v�h§ �h�a�­¢��e�e�n� ���d��¬��¼ �2���d�h�0�¤�d���v²�� ¶ �d·��v¼ ���7:5Û¬��§��n¡»�¬²�� ¶ �d��Û¬� ¸^���h��¡�¢����'� �¬�)�v�h§Rª´����¼ ¡�½��g�h���v�e§ §��h��©
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:;�e�����e���v�n��Ï

cV (T, V,N) =
T

N

∂S (T, V,N)

∂T

∣∣
V,N

= T
∂

∂T
s (T, V,N)

∣∣
V,N

:×�n�d�v�h��¡=<������n�����d�
S

�¤����¼ �
Ωgk

�������¤�v±�¼ ¡��n�ÍÏ
S (T, V, µ) = −∂Ωgk (T, V, µ)

∂T

∣∣
V,µ

= V
∂p (T, V, µ)

∂T

∣∣
V,µª¯�¬�g�n�¤����� �¤��Ù�¢��a���n��¥T���e�n�vÈäA��n�X�»���d¢��

Ωgk = −pV Å¯�h��� �¬��¼ � ���h§���¼ �)�h©�:;�d�����d�X�¤�n��°���<�¤�n�������n��§�¢°�"#)���¬§��e��¼ ���h��ÌÍ�d§��h��Ù�¢��
s (T, V, µ)

Ï
s (T, V, µ) = lim

N,V→∞, n= Í Ô�Ñ6x�Î å 1

N
S (T, V, µ)

= lim
N,V→∞, n= Í Ô�Ñ6x�Î å VN ∂p (T, V, µ)

∂T

∣∣
V,µ

= lim
N,V→∞, n= Í Ô�Ñ6x�Î å 1n ∂p (T, µ (T, n))

∂T

∣∣
v= V

N
,µ

�'���
z (T, n)

�g�n¡»�¬���)� £ ��¢J�e���«�¬��¼ �
µ (T, n)

���h¡>�����)� £ ��� z = eβµ
�X���h©�ª´�n�¯�v���h�v§�¢�È�?#°����§��e��¼ ���aÌÍ�d§��������e���2�n� �'�Ë����¼ �2�¤�n�ËÇy���d�h�#�������<���h���d�X�¤�n�h©ñª��������¬�e�2���e�d�´� ±��0�¤�h�ª´�v��¼ ¡ ��¢¤¼ ��Ï

p = − (2S + 1)
kBT

V
ln (1 − z) + (2S + 1)

kBT

λ3
T

f−
5
2

(z)

Ü­�n���h¼ �����n� ���e���°��� ∂p
∂T

¸^Ç�¼ �)��������Ï
z

��Û����¬���¬��¼ �J��¢¤¼ � Ù�¢��Jµ5���m7 ½������ �v�Î� ¶ �n�������¥T�����h�����X���d�<�¤�e�¨Å¯�d�h�e¼ �°�����a� ±��
s (T, n)

�n�e� £ �v¢��n�����¬�d�v�h�J���e��Ï
s (T, n) = lim

N,V→∞, n= Í Ô�Ñ6x�Î å − (2S + 1)
kB
V n

[
ln (1 − z) +

z ln z

1 − z

]

+kB
2S + 1

nλ3
T

[
5

2
f−

5
2

(z) − f−
3
2

(z) ln z

]

ª¯� ¶ ���v¢��e�#���Ë��¢¤¼ ���h�d���d���h�������v���¬���[�h�����n��Ï
• º¦�¬�Á�v�e�n�)�J§��d�

f−
3
2

(z) = z ∂
∂z
f−

5
2

(z)
����¼ �;�n�'�­���)A���¼ �����h�5�n�e� £ ������� ���d�d�hÏ

T ∂
∂T
f−

5
2

(z) = −f−
3
2

(z) ln z
©

• :;�d�0§³�¬�<�e�n�X¼ �)������¼ �����h¼ �����Î� £ �X�'� ∂
∂T
Tλ−3

T = 5
2λ3

T

©
• T ∂

∂T
ln (1 − z) = T ∂z

∂β
∂β
∂T

∂
∂z

ln (1 − z) = z ln z
1−z
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�%§®ÌÍ�d§����y§¨±��v�v�n�Ä���e�

T > TC
�����

T < TC
���)���n� �v¼ ���h�e���n��©"�%§RÖ����d�e�

T > TC
�X�'�

z < 1
©�ª´�������n�eÆ¬� £ ln (1 − z)

�X���y�n���¤�e�X¼ � £ �n�g�n����¢����e� 1
1−z £ ����������� ¢��e�¬��Ï

s (T, n) = kB
2S + 1

nλ3
T

[
5

2
f−

5
2

(z) − f−
3
2

(z) ln z

]

�%§®Ö��¬�e�d�
T < TC

�e���
z = 1

©o:;�d�y�h�v�e�����h�v�<�����nÏgÖ ±��
z → 1

���n�)�
1 − z

���n���n�Ä�y���d����d� 1
V £ �ñ© ��© (1 − z) ∝ 1

V

©ñÇy��Æ��n� �¤�n§R���h�)�
ln z

���n���h�¦�y���e�ê©a!¤¢�§��#�¯�^Û¬�e�d�Ë�¤�h�´�h�����v�µÍ�h�v§ �n�����n�¤�y�­�n� £ ���������d���n�����¬�d�v�h��Ï
s (T, n) =

5

2
kB

2S + 1

nλ3
T

f−
5
2

(1)

�y���<¡»�¬���
cV

� ±��y�g�n�X�¤�«ÖÉÛ¬�e�d�Ë�g�h���v�e§ §¨�y�[�h�����n��©
cV = T

∂s

∂T

∣∣
n

Öx±��
T > TC

���d�d�hÏ
cV = T

∂

∂T

∣∣
n

{
kB

2S + 1

nλ3
T

[
5

2
f−

5
2

(z) − f−
3
2

(z) ln z

]}

Ô ���h�v���¬�e���¤�n� ¡°�v�d�v�X�v¼ ���n��µ �n§�²��h���¬�v��� �X�'�
n = 2S+1

λ3
T

f−
3
2

(z)
�­�n���n�

n0 = 0
©ÉÇy�X��¢

¡=<������n�����e�
cV

��§³�v¼ ���v�h�d�g�n��Ï
cV = T

∂

∂T

∣∣
n

{
kB

2S + 1

nλ3
T

∗ 5

2
f−

5
2

(z) − kB ln z

}

:;�d�³§³���Ú�e�n�X¼ �)�Ë����¼ �����h¼ �����Î� £ �X��� T ∂
∂T
λ−3
T = 3

2λ3
T

�v¢»���d�
T ∂
∂T

ln z = − ln z
©a:;�e��n�����¬�d�v�h�����e�v¢oÕ

cV = kB

{
2S + 1

nλ3
T

∗ 15

4
f−

5
2

(z) − 2S + 1

nλ3
T

∗ 5

2
f−

3
2

(z) ln z + ln z

}

= kB

{
2S + 1

nλ3
T

∗ 15

4
f−

5
2

(z) − 5

2
ln z + ln z

}

= kB

{
2S + 1

nλ3
T

∗ 15

4
f−

5
2

(z) − 3

2
ln z

}

ª��h�y�¬�����n���ËÖ��¬�e���X�'�
T < TC

©o;��d�h�y���e�#��Ï
cV = T

∂

∂T

∣∣
n

[
5

2
kB

2S + 1

nλ3
T

f−
5
2

(1)

]

=
15

4
kB

2S + 1

nλ3
T

f−
5
2

(1)
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Çy�����d�X�¤����� ô � © ô�� Ï
cV

Ès���n���e���¤�x���h�yÜ­¢��v�n�)���v�h�
Xg���v��§ §��h�����n�^�����'��Ï

cV = kB

{
2S + 1

nλ3
T

∗ 15

4
f−

5
2

(z) − 3

2
ln z

} � ±��
T > TC

cV =
15

4
kB

2S + 1

nλ3
T

f−
5
2

(1)
� ±��

T < TC

ª¯�
ln z

���n���n� �����e�g���n�)� £ �­�n���
z

���h���h� ¥T�e�������h��� £ �X��� cV ���e�v¢¨���v�n�v�e�a�g�n�e§@Å¯���n� ¶ È±��g�n����������©$:;�e�y�­¢��e�d�h���°���Ä�¤�e�
T
È%Çy����Û¬�����d��¡��n�d��Ù�¢��

cV
�g�Î������¼ �)�v�n�Í©�!¤¼ �������n�����d������ ¶ ����Û�¼ ����� �¤�h�5Ü[�h�v�h�e¼ �A¡°�e�n�e���n���n� µ �n§�²g�n� �»�����v�h�;�¬��©�:;�d�¦§³���5��¢�� ¢��v� ���e�n�)� £�������¤�h�#�Ë�h�¯���X¼ �2���d�h�´��§Ý�h�d���

T
3
2
ÈsÃË���vÙ���©o�%§ Ü­�h�v�h�e¼ �¦���P<�Æ��h�v�h��µÍ�h§�²��h���¬�v�����n�¦�X������������n�������#���n�<���X¼ �����v¢³¡°�e���h©o:;�d�y���X�����h�¦�¬�g�n��������� ��±����n���n�ÄÜ­�Î������¼ �)�v�������n� £ ��������v�e¼ �Ú�¬��¼ �×�����¯Ü­¢��v�n�����y�g�n�É��¢����n�×µÍ�h§ ²g�n� �»�������n�2�¤�h§ ¡°�e���v�v�X�v¼ ���h�2Å¯�v�h� ¶ �^���d�ÉÙ�¢��

3
2

������Û¬���n���J���e����©�ª´�����������n�^Û¬�����0µÍ�h§�²��h���¬�v����Ù��h�v�����#���n� ¶ �n�e�¬�yÇ�����© ô�� © ô�� ©
}�~$ªs~ ��©�����G ~ ��N

• Çy�¤� ���v�����«�¤�n�xÖ�¢��v§ Ù�¢��
cV (T ) £ ���d�­�¤�n§ �����e�h¼ ���X�v¼ ���n�0Ü­��¼ �������¬�g�n�

Λ
Û¬�����n�d� £���n���)�¨§³���

TC
�¬��¼ �

Λ
Èê¿�����¡)�h©Íª´�e�h�v� ÃË����Ù�������� �¤���ÎÀ¤²��h�v�e§��n�)�v�h�d�T� ±��a�¤�h�;y� 4 È�*y�g�n�����¬��� � ±��v�v�e�¬È%����²���� � ���X� §��d�

TΛ = 2, 18K
�g�h����Û»���d���h©Ë¸L;�� 4 ¶ �h�d�����¢)��¢����e��¼ �����[���h�v���¬�d�v�n� £ �¤�n���<���d�7!°��§ §��¨���d�e�n��!¤²��d�����e���y����� ¶n¶ �¬���e�e��© ½ Ô �����:Ú��¼ �����h�d���e��¡)����� ��Û¬���

TC (n) = 3, 14K
©�Ü­�h�
;y� 4 �v���#�v��� ¢��e���e�X¼ �Ä¡��n�e���«�X�¤���¬�e�
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Ü­¢��v�ÎÈs¥T�e�����v�n�e�¤È%Ã�¢����¤�h���v�¬�v�e¢�� �¬�¤� £ �¬�e�d�h���¤�e���)�����e���Y;y� 4 È%ºÄ¢��e�n¡°±��e�y�v�e¼ ���h���¬��¼ �¡��n�e���0�e���h�¬�e�n�<Ü­¢��v¢����h� ���e�0�d�<�������h�v�h�WAy�h¼ ���°������©

• ª´�d�
cV

È%ÃË����Ù��¯¡»�¬���<§³�¬�Ä�v�e¼ ��� ¢��e���h���¤�h�v§³�¬Æ��n�J�n��¡)�XÛ¬���n�ÍÏ?�%§®Å¯������� ¶ ���'� �¬����v�d��� �¤�e�¯Ç­��¢�§��¯Ù�¢��e�e¡�¢�§�§��n� ���n¢��������Î� £ �¤�e�¯¥T�)�v��¢�²��e���X�'���¬�X�v¢a�y���d�ê©�ºÄ�d���¤�h§
¶ ��Ù�¢��ñ���Î� �����¤�n���n��Xg�����¬§�§��n�����¬��� ¶ ���e��¼ ���n� n0

n

�����
T

�eÛ��v���Í���X¼ �0��¢��h�v¡°�XÛ¬���n� £���¬����§
cV (T = 0) = 0

�e���h©­ª��h���A� ±��J�v�n��� ¡°�d�h�d���
T

�X��� n0

n

�d§�§��n�J��¢¤¼ �²�� �¬¡)���e��¼ �³¥T�e��� £ �v¢¨�����������e�v¢¨�v¢»�[¢������¤�e��¥������v¢�²��e�y���d�¯�¬��¼ � ���n���n�|v����¤�n����������n� ���¤���y���e���X�'��©¬ª´��§��#���X�'�
cV

��§¹�¬���v¢��e�¤���n���y���e�d²�����¡)���¬��¼ � �y���e�Í¸G�n© ��©¬Ç�����©ô�� © ô�ô ½Î©
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:;�e��Ù��h�v�X�������h�«�°�����¤�d�yÜ­���v¼ �����n�e�������´Ù�¢�� ÅË�����h�a�����¨�������n� ����¼ ���n���¬�X�x��Û�¼ �����v���É�n�e�§³�¬�����Î���e��¼ ������!$#¤���v�n§ §��d� ¡°�X�������X�v¼ ���n��ºÄ�n�v��¢¤�¤�h��©�:;�d�³�¤�h��¡��h������� ���¬�g�n���h�d���h�ÃF<���²��h� ¶ �����¬§�§��n�����h�v�Î� ¶ �¨�¬���«�¬���v���e¼ �)�v���¬���n�2¥��d�h§ �h�)���¬��§³�¬�����Î���n�;¸�.Q!°²��e���S/'½ £ �¤�ÎÈ���n�1A��e¼ �)�������<¸�.vª����n���e§�²����X��/�½­�¬�e�d���n§��n�e�J������¼ �
S

���h���h���h�J�v�n�ê©°ª´�e�«��²��e��������Û¬�����e���;´�¬§��d�d�v¢��¤È%Ö�����¡)���d¢��J�X�'�����¬�������h���n�g�n�<�¤��� ¼ ��Ï

H (S1, ...,SN ) = −1

2

∑

i,j,i6=j
JijSiSj − h

∑

i

Si

§��#�
h =

1

~
gµBB0

�%�
Jij

���v��¼ ¡��h�¦�¤�d� Çy������������¼ ���d�)���n��� �¬�e� £ �¤�d� �e�Î� ¶ �v�h���¤�e�e¼ �¦�h�d���aÇy�v�0Ã�¢�²�²��e�������v¡�¢��¤È�����������­���n�
!°²��e�������������v�h�d�e�n�Í©>ª´�n� ¶ �[�h�#���W!¤��§�§������ �����v¼ ���v�h�d�¤�É���h�����¤���¤�d��Xg�h�n§³�¬��È���h����¼ ���e�n��������©>¥��É���e�¤���°�����¤�v�h��ºt<����d�X¼ ��¡��n�d�v�n� £ ���d�c!°²��e��²���¢¤�¤��¡)�v�
SiSj

¶ �a�g�n���h¼ ��È���h��©�ª¯� ¶ �ÍÏ
SiSj = αSi,xSj,x + βSi,ySj,y + γSi,zSj,z

¸ �D½1;y�n�X�v�n�°���h�v��Èsº¦¢°���n�e�GÏ
α = β = γ = 1¸^�d�D½6�yÈ���È%ºÄ¢¤�¤�n�e�GÏ

α = β = 1 £ γ = 0¸ �e�d�D½9�'���e���¬È%ºÄ¢¤�¤�h�d�êÏ
α = β = 0 £ γ = 1

:;�e�����n�v� ��¼ �)�v�h� �e§ � ¢��e���h���¤�n�J�°������¡»�¬�X�¬����!°²��e���n©[�¶Ë ï ä°ç �����	É ð \�èÎä < ¸ ô�Ò�ò=� ½��������h������­� ¢��e���h���¤�0ºÄ¢¤�¤�n�e� ¶ ����Ü­�h��¼ ���v�h�d���������¤�h��Ö��n���v¢�§��������n�v�X��§a���[Ù�¢��������v¼ ���e�����n�ÍÏ
Å¯�h���n�g�n�×���h� �h�d�×²g�n���d¢¤�¤�X�v¼ ���h�ËÅ¯�#�v�v�n�Ë§��d�«Å¯�d�����n��²��XÛ»� ¶ �n� £ �¤�h�v�h�2¿É¢��v�d�v�e¢����h�2�¤��� ¼ �
Rn = a ∗ (n1, ..., nd)

T ���n���n�g�n�J�v�e��� £ �­¢��g�n�
1 ≤ ni ≤ N

©¤¥[�����¬�����n�d�����X¼ � � ¢��d���d�X¼ �
òÞ¯ �
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Çy�����d�X�¤����� ôS� © ô Ï$�%�e�d�����v� �»���d¢������h�W�'�v�d����Èsº¦¢°���n�e�e�

��§Â�n�e�«�$#°²��h�v¡°�����e��¼ ���h�xÅ¯�#�v�v�h�x§��d�Éª´�e§ �h���v�d¢��
d
�����¨Å¯�d�����n��¡�¢����'�����)�v�

a
©>Çy��Ê'�h�¤�h§Å¯�#�v�v�h�v²��X�»� ¶ ���n·����¤�n�a�v�e¼ ���n�e���v¡>���e���v�h��!°²��e�

Sn £ �¤�h�«�°���¨�¤�e��:×�n�v�v�
+1

¢°���n� −1�¬�����d§�§«��©�ª´�n�':×�h¼ ���v�n�e���d��¡°�����)������§��d�d�v¢����e��� �X�'���°����Ï

H = −1

2

N∑

n=m=1, n6=m
JnmSnSm − h

N∑

n=1

Sn

§��d�
h = gµBB

ª´�����h���X�'�
Jnm

���d�c:×�h¼ �����h�d���e�v¡°�������v¡�¢����'� �¬�)�v� ¶ ���X�v¼ ���n�³�¤�n�)!¤²��d�����¬� Å¯�d�����n��²��e�¬� ¶
m

�����
n
Õ��¤�h� ¶ �­�n�d�v�³µÍ�h�v§ �����v¼ �����n�e�¤�0���e�h�¤�h�Ë���d�9Xg�h�n§³�¬��ÈÖ:×�h¼ ���v�n�e���e�v¡°�����J§��#��n�e���n§ Û¬��Æ��n���n�{º¦�������n��� �h�e�

B = (0, 0, B)
©Tª´�n�³Ö���¡���¢�� 1

2

���v�d��� ���¤� £ �[�h�d���e�A�¤�n�!°��§�§��2�v¢»�[¢����
Jmn

���e� ����¼ �
Jnm

Ù�¢���¡�¢�§�§��n� �����AÙ@<��e�d�e���e�¤�h�)�v�X�v¼ �;�v�d����©[Xg������n� �¬����¼ �������d�X¼ �°�����a�e����� ±��
d = 2

�����yÅ¯�d�����n����� ¶ �h�d���0¸GÇy���Í© ô�� © ô ½8©
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8�Ã ¥ 07ëM¨�À	0�ºqÃLª 8'ë©¨1¾q8'+¬« 35º
.Y,166£
:;�e���[¢��d�e�n� �d§ �'�v�d���¬È%ºÄ¢¤�¤�n�e���¤�n�:Ö��¬�e�����n�e���n����Û�¼ ���'���ÎÈ%����¼ �)���¬�vÈÖ:×�h¼ ���v�n�e���e�v¡°������g�Î������¼ �����n��©�ª¯�������h�dÆ�� £ Jnm �e���

J £ �[�h��� ���³���X¼ �{�g�n�
m

�����
n

��§ ¶ �­�n�y�¤�e�v�h¡)È���¦����¼ �°�����v� ���¬���¤�n�d�2¸^�ñ© ��©­�¤�d�Ä���h�v���d�����������v�e�d���e� ¶ ���X�v¼ ���n�A�¤�n�A�g�n�X�¤�n�;�X�'� �h�d���Å¯�d�����n���d�e���e� £ �¤�e�a¡��n�e���n�Ú�[�h�#���n���×Å¯�d���v�h�v²�����¡)�¯�h�)�v��Û��#�8½ £ �����Ú�y���e� £ �^�¬�e�e�¯���X¼ �)�h©�:;�d��g�Î������¼ �����n���°���y�¤�n���n�e���¤�e§��n���v�e¢������d�h��Ö��¬�e�G©�ª¯�¬�������d�d�hÏ
Jnm =

{
J,

�^���d�X�
m = n± 1

0,
��¢����'�

Öx±��y�¤�e��;���§��d�d�v¢��¤� ����¡)�v�e¢���� ¢��d�������¬����Ï

H = −J
N∑

n=1

SnSn+1 − h

N∑

n=1

Sn

ª¯�¬�g�n��§�<����h�0²��h�v�e¢¤�¤�e��¼ ���
A��¬���¤�g�h���d��������� £ �ñ© ��© SN+n = Sn
� ±��x�¬�e�d�

n
©-:;�e� �­¢��e�e�n��°�����n�e���0�n� ���v�Ë�n�e�¤�^��¼ ���ËÇ����¬�Ü#¤���0�¤�e�h�v�n�c;´�¬§��e�#��¢��¤� ����¡����d¢��Ä�¤��� ¼ �¤� ±������n��©

­ �S���aI��=��E-M��"�MI�~��q�
B = 0

N
yJ| �
�"KLKdN�Ö��h�v��¢�§³�¬�����Î���e��¼ ���i:×�h¼ ���v�n�e���e�v¡°����� £ J > 0

©�ª��h�ÉÅ¯������� ¶ �������¬���0§��d���e§��d�h���
H £ �¬�X�v¢a���d�¤�y���­� ¢��e���h���¤�Ë§H<����e�X¼ ���n�ÄÅ¯�v����� ¶ ���'� �¬�����v¡�¢��¤·��������¬�v�e¢����h��Ï

↑↑↑↑↑↑↑¢°���n�
↓↓↓↓↓↓↓ª��h�´� �h�v��¢�§³�������n�v�X�v¼ ���¨Å¯������� ¶ �����������¦�X�'�0�¬�X�v¢ ¶ �­�n�d�^��¼ �¦�h�)���¬�v�v�n�h©�¸^Ü­����¼ �)�v��Ï�[�h���n�

B = 0
�X�'�����n� ¶ �­�n�d�v�0µ �n��§ ���v�Î� �y�y���d��7 ½

��| �
�"KLKdN�Çy�)�v�d� �n����¢�§³�¬�����Î���e��¼ ���>:×�h¼ ���v�n�e���e�v¡°����� £ J < 0
©>ª´�n��Å¯�v����� ¶ �����������«�X�¬���v�Î����¬���

↑↓↑↓↑↓↑¢°���n�
↓↑↓↑↓↑↑ª��h���¬�)�v�d� �n����¢�§³�¬�����Î���e��¼ ���2X����'� �¬���J�X�'�y�¬�X�v¢ �h���h�¤�^�¬�e�X� ¶ �­�n�d�^��¼ �J�n�)���������Î�h©

Ç��e�­��Û�¼ ���'���h�[�[¢��d�e�n�J���d���¤�e�´�v���h�v§�¢¤�?#°���¬§��X�v¼ ���n� ¥��d���n����¼ ���»�D���n���¤�h�'!$#¤���v�n§³�­���¤È���n� ����¼ ���n��©¬ª¯� ¶ �a���n���h�a���e�T�e���É¡»�¬��¢����e��¼ ����¥T���v�n§a���e��©Þ:;�e��§¨±����v�n�������É¡°��� ¶ ±����h��È�e�n���n� £ ���e�a���d��X����'� �¬�����v�v��§�§��
Zk =

!¤²���� (
e−βH

) �e�2�¤�e�h�v�n§RºÄ¢¤�¤�n�e� ¶ �¦�g�h���v�e§aÈ§��n�×�X�'��©�:;�d�¨§¨±������h�Ú�g�n�[�¤�n�7!°²����v���d�X�¤�����<±��g�n�a�¬�e�d�³�¤��� ¼ �
H

���n���h���h���n�×¥T���h��È���d�h�J�v��§�§ �e�n���n�Í©�ª��e�h�v�Ë��Û¬�����n���¬�g�n���°����Ù�¢��J�¤�h�'!¤²��d��ÈsÃ´¢��¤·������ �»���d¢�� {S1, ...SN}



òÞ¯@� õ0ö�÷Tønùxú�û;ü[ �þ1�¦ö��'�yú´ùxø�ÿ"� �xÿ
�¬��©�ª¯���¯���n�eÆ¬� £ �¤�d�H!°²����Ë§a���v�´���e�a�e§ � ���¬�)�v�h��§��h¼ �������X�v¼ ���h�¦Ö����d���¬��¼ �¦±��g�n�0�¬�e�d�§H<����e�X¼ ���n�)!°²��d�¤È%Ã´¢��¤·������ �»�v�e¢����n�����h�v��¼ �����n�[�­�n� �¤�n��©@:Ú�h�#���n�­���e�¤���h� ¶ ���e��¼ ���h� �¤�n��v���h�v§�¢¤�?#°����§ �X��¼ ���n��Å¯�P<�Æ��n�Ú�����v�n���h�Ëº¦�������n�v�n�×�����×�¤�h§ Ù�¢��v§³���e�´���n�v� ��¼ �)�v�n�v�h�ÅË���­� ¢��d���n���¤�0Ç����¬�e¢����d�h��Ï

T, µ
�����

S
·����¤�h�<���d�y����¼ �J�e§@º2�¬�����Î�v�h�<���d���¤�n� £ �¬�g�n��h��§³��¼ �)� �­�n���e�s!°�e��� £ �h�d���h�;ª�����¼ ¡Ø� ±��J�¤�n�;º¦�������n�v�n�A§��d�³� �h���v�n�5Å¯�d�����n��²�����¡)È�v�h� ¶ ���¤�n·����e�n���n��©�!)���¬�������h�����h�Ø�e���a�¤�e� º¦�������n�v�X���e�n�������<�n�e��� §����v�v���¬��� Å¯�P<�Æ�� £ ��¢�������a���d� �°���{�����»�v�

p
���e�n�

M
�g�Î������¼ �)�v�n�Í©xÇ����¬�e¢��ÚÙ��n� ��¼ �)���e���¤�n�

V
����� �¤�n��Ü­�ÎÈ�v� ��¼ �)�v�����<�����

B
���e§�§«�a���d�9!°�v�n�e�e� �n�e��Õ����e�¨¡@<������h�×�����0��¢��d��§��h���¤�h�aÃË�v�X�'� �¬�e�e����X¼ ���Ë§��n���¯Ù��h��Û����¤�h�v� £ �[¢������¬�g�n�Ë�����¯Û¬��Æ��n���aº2�¬�����Î��� �h�e��©gª¯� ���e�Ë�n�e���n�×�'� �¬���v�h�ÃË�v�X�����¬�e���g�Î�v� ��¼ �)���n� £ ���d���«�h�0¡��n�e������¢��e��§��n�����v�g�n�d� −pdV § �h��� £ ���»� ±��¨�¬�g�n�¨º2�»È�����n�v�X���e�n�������)�v���v�g�n�d� −MdB

©@:;�e�Ë§³�¬� �v�d�h�)� £ ��Û¬���¬� H ¸ �����J����§��#�
Zk

½T�°���J���e¼ �)�§��n���­Ù�¢�� ¶ �­�n�g�ÎÀ°�v�h���v�dÙ��n� ����� �n�e���h�[�e�)�v�n�����eÙ��h�JÅ¯�P<�Æ������2¸
T, V,N

½ £ �v¢������n��� Ù�¢��
¶ �­�n�­�d�)���n���v�dÙ��n�Ø�������n�e���h�a�nÀ)���n���v�eÙ��n�{Å¯�Q<�Æ��2¸

T,B,N
½8©i!°¢�§��d� �h�v���¬�d�v�n�Ø���e�a� ±���n�e��!$#¤�'���n§ §��d���¤�n��!°²��e�¤È :Ú�h�����n� ± 1

2

Ï
Zk (T,B,N) =

!°²���� (
e−βH

)

=
∑

S1=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2

e−βH(S1,...,SN)

Xg���yÜ­�n���h¼ ���)������Ï
H (S1, ..., SN ) =

N∑

n=1

H0 (Sn, Sn+1)

§��#�
H0 (Sn, Sn+1) := −JSnSn+1 −

h

2
(Sn + Sn+1)

Xg��§ �g�h���v�n���n� ���n� �'� Û¬���¤���e�É�v¢��e�#���­§³��� �v�e¼ � �e���TÅ¯�h��Û�¼ �)�v���X�É�v��� �n� £ �����v� SN+1 = S1���e�#��©�ª´�����×�e���«�¬��¼ �Ú¡)�X�¬� £ �­���v��§Ý�d§ ¶ �[�h�#���n��µÍ�h�v§ �¤�n�0Ö���¡)�v¢�� 1
2

��¢��'�[�h���¤�e�J�X���hÏº¦�¬�;�v��§�§��d�h���0Ê����e§ ¥����¤�ÎÞ��n¡)�J��¢�²�²g�n�d� ±��g�n� ���d�e�
Sn

© Ô �����¦�¤�e�Ä²��h�v�e¢¤�¤�e��¼ ���h�Ay�¬���¤�����¤�e�����������n�a��Û»�v�v�h�a���e�������x���X¼ �)���v¢���§���¼ �����n�e���h�a¡@<������n��©»Çy���g�¤�h�É�����¤�h�v�h�!°�n�d�v�<�v�d�h���³§³�¬� £ �������¨§³�¬�:�¬�¤�Ë�¤�e�h�v�9:×�n�X�����°���³�¬�:�¤�n�õAyÛ¬�����n���{�n�e���h� Ö��h���e�n�§³��¼ �)� £ �¤�h��� ±��y���n�°±����h��� ���v¢�Æ��
N ¶ �<Ù��n������¼ ���eÛ��v�v�e���n� �e���h©�ª¯�¬§��d�hÏ

Zk (T,B,N) =
∑

S1=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2

e−β
PN

n=1H0(Sn,Sn+1)

=
∑

S1=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2

N∏

n=1

e−βH0(Sn,Sn+1)

ª��e�HX����'� �¬�����v�v��§�§��¨�XÛ����'�Ë���X¼ �Ä�°���2§��d�¯�¤�h�¯µ ��������� �n��§��¬�v���#À¤§��Î����¢¤�¤�«�g�n���h¼ �����n��©:;�d�y���Î·����e�n���n�Ä�¤�e�«µ �������'� �h�v§³�¬�v���#À
T

�¤��� ¼ ��Ï
(
T
)
S,S′ := e−βH0(S,S′)

S, S′ = ±1

2
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���yòÞ¯{�
T

���¬�[��¢�§��#��Ù°�e�n�[Ù��n� ��¼ ���d���¤�n����¥T�d�)����Û���� £ �[�h�d��� ±��
S

� ¶ �0©
S′ �°���ñÊ'�h�[�h�d�X�����d�F:Ú�h�����

+ 1
2

����� − 1
2

§H<����e�e¼ �<���e���ñ©�ª¯�¬§��d�y� ¢��e�¬��Ï
Zk (T,B,N) =

∑

S1=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2

e−βH0(S1,S2)...e−βH0(SN−1,SN )e−βH0(SN ,S1)

=
∑

S1=± 1
2


 ∑

S2=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2

TS1,S2 ...TSN−1,SN
TSN ,S1




=
∑

S1=± 1
2


 ∑

S2=± 1
2

TS1,S2 ...


 ∑

SN−1=± 1
2

TSN−2SN−1


 ∑

SN=± 1
2

TSN−1,SN
TSN ,S1








Ü­�X�´���d�h�v���e�×���¬�g�n�Ú���d�0�°���0�¤�e�³ÃË�e��§ §��h�v�¦���h��¼ ���X¼ ¡��Ë��§��������n� ¶ �h©�:×���Ë���¬�g�n�Ú���d��h�v���n�X¼ �)�:,Ë�y��� £ ��� ¶ �<�v¼ �������n�����e���������h�d��§³�����¤�d�0�e�Î� ¶ ���«ÃË�e��§ §��h�y�¬��Ï
∑

SN=± 1
2

TSN−1,SN
TSN ,S1

:;�e���n���d�����n��� �����³���¬� �¬� £ ���e�<���d�Äº¦�¬�v���#À¤§¨���#���d²��e�e¡>�¬�v�e¢��A�¬�e�d���n§��n�e� ���Î·����e�n�v�³�e���h©:×�n���
A = BC

�X��� £ �����������e�#�¨¸^�d�ÄÃ´¢�§�²�¢����n�)���n����¼ �����n�e�)�­�n�X�v��½8Ï
Axz =

∑

y

BxyCyz

:;�e���n��¡��n�����n�:�¬�X��¢ £ �������a���³���X¼ �{�g�n��¢����e���h§ µÍ�h�v§ ��§ ���e¼ �)� �³�¬���¤�h�v�����¬�X�a�h�d���º¦�¬�v���#À¤§a���#���d²��d�e¡»�»�v�e¢����������¤�n�d�h©�Ç��e�v¢�� ¢��e�¬��Ï
∑

SN=± 1
2

TSN−1,SN
TSN ,S1 =

(
TT
)
SN−1,S1

ª´�d����¡=<������n�����e�����d���¤�n���h�d���v�Î� ¶ �h��Ï

Zk (T,B,N) =
∑

S1=± 1
2


 ∑

S2=± 1
2

TS1,S2 ...


 ∑

SN−1=± 1
2

TSN−2SN−1

(
TT
)
SN−1,S1






Õ���� ���d���¤�n�T���v�h������¢��v��������¿T��¢¤�¤��¡)� ¶ �­�n�e�n�Tº2�»�v��� ¶ �n�Í©S:;�d�T¡@<������n���¬�X��¢Ë�v¼ ���v�h�d�g�n��Ï
∑

SN−1=± 1
2

TSN−2SN−1

(
TT
)
SN−1,S1

=
(
T
(
TT
))
SN−2,S1

=
(
T 3
)
SN−2,S1ª´�n�x�d�n� ¶ �v��Õy§ � ¢���§¨���������v¼ �����d���Í�X�'�É§H<����d�X¼ � £ �­�n�e�¤�¤�e�[º¦�¬�v���#À¤§¨���#���d²��e�e¡>�¬�v�e¢��¨���v�v¢ ¶ �e�¬È���dÙ �X���h©�ª´�d�������c!¤¼ ���n§³� ¡=<������h� ���e���)���J�e§�§ �h���[�h�#���n�­� ¢��v���v�Î� ¶ �h��©?:;�d�y�v�Î� ¶ �h���¤�h��h���h� �h�v���¬�d�v�n���n��µÍ�h�v§ ���e�h���n�T�e�³�¤�d�yÇ����v���¬������� ¢���§ �h�°�n�e� £ �¤¢����É�v���dÞ��T�h�T���d���¤�n�T���¤��h�d�

T £ §����<�n����Û¬�d�
T 4 ���v�0©�ª´�e�h�y���e�h���n����¢��d�����X¼ �¦�v¢³¢¬�D� £ ���X�y§³�¬�Ä�¬�������d��!¤��§�§ �
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∑

S2=± 1
2

�v���#Þg�h©
:;�d� ¶ Û¬���e�n��¡°��� ¶ ����¼ ��Ï Ü[�h�
SN−2, S1

���¬�«���d�³¿É¢¬���n� ¶ ���h�v�h�#� �
3 £�ñ© ��©��g�n�

S2, S1
���e� �J�v�d�

N − 1
�X�¬���v�n�ÍÏ

Zk (T,B,N) =
∑

S1=± 1
2



∑

S2=± 1
2

TS1,S2

(
TN−1

)
S2,S1




=
∑

S1=± 1
2

(
TN
)
S1,S1

ª��h�J�e�Î� ¶ ���n�<Çy�����¤����¼ ¡³¡��h�����n�J���d�y�����h�hÏ°¥������¬���¤�h�#���v�e¼ ����§ �¤�e��!°²����y�¤�h���d�<�¤�n�ÃË�e��§�§ �h�v�<���v�n���n���¤�h��º2�»�v���dÀ�7�Ç��e�v¢�Ï
Zk (T,B,N) =

!¤²���� (
TN
)

ª��e�h�v�Z!°²���� §¨�����³�°���A�g�n���h¼ �����n� �[�h�����n� £ �¤�h���5�v¢������³�)±�� ¶ �J����� �����³¥T�����h�����X� £��¢ �n�e�n�����)���h�´�¬��¼ �2���������e�n�)� £ �[�h���e��©�ª¯� ¶ �¦§¨���v� ¶ ����Û�¼ ����� TN �g�h���v�e§�§«�Ë�[�h�����n��©Xg����Û�¼ ���������h�v��¼ �����h�Ä���d�Ë���»� ±��
T
©�ª��e�aÙ°�e�n�¯º¦�»���v�dÀ¤�n�e�n§��n�)�v�¨�n�����¬�d�v�h�Ä���d� £ �e���¤�h§���d��� ±��

S
�����

S′ Ê'�n�­�n�e�e� ± 1
2

�n�e���v�Î� ¶ �n�Í©TÌ��e��¡¤��¢��g�n�A���h�
S = S′ = + 1

2

©Tª¯�¬����n�����¬�d�v�h�J���e��Ï
T =

(
e−βH0(+ 1

2 ,+
1
2 ) e−βH0(+ 1

2 ,− 1
2 )

e−βH0(+ 1
2 ,− 1

2 ) e−βH0(+ 1
2 ,− 1

2 )

)

=

(
eβ

J
4 +β h

2 e−β
J
4

e−β
J
4 eβ

J
4 −β h

2

)

= eβ
J
4

(
eβ

h
2 e−β

J
2

e−β
J
2 e−β

h
2

)

ª��e�h���e����Ù�¢��³�¤�n�­Ö�¢��v§
T = c∗A £ �­¢��g�n�

c
�h�d�³¡�¢����������)�v�n�TÖ��¬¡)�v¢��T�X�'��©{!°�h�d�h�

λ′1
�����

λ′2
���d�Ë¥T�e���h�)�­�n�v�v�¯Ù�¢��

A £ ���¬���<�v�d���
cλ′1 = λ1

�����
cλ′2 = λ2

�¤�e�Ë¥T�e���n�°�­�n�v�v�¯Ù�¢��
T
©�¸^ª¯���Ë�v�d�h���0§³�¬�Ú�d�h�e¼ �)��Ï�Çy���

Ax = ex
� ¢��d���

cAx = cex
© ½¯ª��e��¥T�e���n�°�­�n�v�v���¤�n�º¦�»���v�dÀ¨�X�������h� �v�X¼ � �e�n�X¼ �)�����h�v��¼ �����n�qÕ����e�����e�����¤�e�yÌ�<)���������n���¤���T¼ ���¬� �¬¡)���n���e���v�X�v¼ ���n�¿É¢��Ü#)��¢�§³�

(
eβ

h
2 − λ′

)(
e−β

h
2 − λ′

)
− e−βJ = 0

º¦�¬���n����Û��#�y�¬�X�v¢�Ï

λ′1,2 =
e−β

h
2 + eβ

h
2

2
±

√√√√
(
e−β

h
2 + eβ

h
2

2

)2

+ e−βJ − 1

= cosh

(
β
h

2

)
±
√

cosh2

(
β
h

2

)
+ e−βJ − 1

ª��e�¦¥T�e���h�°�[�h�����ÄÙ�¢��
T

�v�d���;�v¢�§��d�J�¤�e�h�v�n�e���h� £ �°��� ��¢¤¼ �;§ �d�
eβ

J
4

§¨���#���d²��e� ¶ �e�n�v�h©Ö��h�v���h�x�v�n���n�¨���e��Ï :×�n���
J > 0 £ ���¬���¨���e���¨���h�e�¤�­¥T�e���h�)�­�n�v�v�[²�¢)���d�v�eÙ ¸ �­�n�e�

e−βJ−1



ü[ �þeü�þ úTø����´ø��Äú
�¯ÿ°ø-VW��ö´û�ú[ÿ«ø�ÿ°ø��7�cÑ��RVW�´ú�ûÍû��¦ønù)��ú�ø��yú
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¡°�e�n�e���n� ���e� �����e���X�'�8½ £ �����v¢������v�h� �X�'�J�n�e���n� ���n� �g�n�X�¤�n�;¥��d���n�°�[�h�����<���n�)�»�v�eÙ�©�Çy�e�e�¥T�e���h�°�[�h�����<�v�e���A�v�h�n�e� £ �¤�n���

cosh2
(
β h2
) ���e���:���e�¦¡°�d�h�d���n� ���e�³¥��d��� £ �­�n�e�

coshx�v�n�e�����[���e�´¡°�e�n�e���n�����e�[¥T�e���­���d� �ñ©¤ª��h�c!¤�»� ¶ £ ���������h�d���´���n�h�d�e� £ �P#)§�§��Î���v�X��¼ ���´º¦�¬�v���#À���n�h�d�e�Ë¥T�d���n�°�­�n�v�v�¯���»� £ ���e�#�y���d�e�n� �¤�e����������¼ �J���d�e���h§ �h�d�Í©
Ü­�e�n�e���h�;���d� ¶ ����Û�¼ ����� ���h�´�n�'�­��� �¬�e�d���n§��n�e���h�v�h�:Ç����v���¬���n� £ ��§ �����v�n���¦Ö�¢���§��n�e��­�n�d�v�h� ¶ ��Ù��n���n�e�¤�^��¼ ���n��©$:;�e�y¡=<������h�J�������h�v�0º¦�¬�v���#À

T
�¤�X�¬��¢����¬�e�X���e�n���n��Ï

M−1TM =

(
λ1 0
0 λ2

)

= Λ� ¶ �0©
MΛM−1 = T

!°¢�§��#��Ï
Zk (T,B,N) =

!°²���� (
TN
)

=
!°²���� ((

MΛM−1
)N)

=
!°²���� (

MΛNM−1
)

ÌÍ¢����X��¼ ��Ï�!�¼ ���v�h�d���É§³��� (
MΛM−1

)N ����� £ ��¢Ë���e�n�)��§³�¬� £ �����v�É�e§�§��n�É�n�e�
M

�¬�¤�g�n�e�
M−1 � ¢��d���Ë�����Ú�v�X¼ �Ú���n���h���v�n�d�v�e�J�¬��� ���n�¤��©�Ö��h�v���h�0���¬�v�[§³�¬�Ú�d�Ø�¤�h��!°²���� ¶ #)¡°�e�e��¼ �Ù��n�v���¬���v¼ ���h�Ø¸�!°²����

(ABC) =
!°²����

(BCA) =
!°²����

(CAB) £ ���e�n�¯���e¼ �)�¯���h���d�����h��½ £�v¢ ��������§����<�n����Û¬�d�hÏ
Zk (T,B,N) =

!¤²���� (
ΛNM−1M

)

=
!°²���� (

ΛN
)

=
!°²���� (( λ1 0

0 λ2

)N)

ª´�e����¢����¬�e§³�»�v��� ¶ �n� ���e�����¬�g�n���d§�§��n���v�n���T²�� �¬¡)�v�X�v¼ �Í©S:;�d��§³�¬�³�v¢¬� ¢����T�h�d���v�e�n�)� £ ���d�d�hÏ
(
a 0
0 b

)(
c 0
0 d

)
=

(
ac 0
0 bd

)

Ç��e�v¢�Ï
Zk (T,B,N) =

!°²���� ( λN1 0
0 λN2

)

= λN1 + λN2

:;�d�y���¬�d�v�n�<�¬�X�v¢a� ���'��Ï
Zk (T,B,N) = λN1 + λN2
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:;�d��¡=<������n���¬���¤�e�h�v�n�
!)���n�e�d� ¶ �­���

λ1
� ¶ �0©

λ2
�n�e���v�Î� ¶ �n� £ �¬�g�n�T�����É¥T�v���n�����e����±����¤�Û¬��Æ��n� �'�x���°±��g�n� ���X¼ �)�v�e�e¼ �a�[�h���¤�h��©>ª´�����n�É�­¢��e�d�h�¨���e�É���d��� ¶ ����Û�¼ �����x���X¼ �)� ������©=!)� �»�v��È�¤�h���v�n� �g�n���h¼ �����n� ���e�­�)���J�¤�e��� ���n�e��¥����n�����e� ¸^���d�­�g�Î·������n�������ÍÊ��¨�e§ ¡»�¬��¢����e��¼ ���h�¥T���v�n§a���d�>½8Ï

Fk (T,B,N) = − 1

β
lnZk (T,B,N)

= − 1

β
ln
(
λN1 + λN2

)

= − 1

β
ln

[
λN1

(
1 +

(
λ2

λ1

)N)]

= − 1

β
N lnλ1 −

1

β
ln

[
1 +

(
λ2

λ1

)N]

:;�d�y¡@<������n�J���d�����°���<���h��¼ ���X¼ ¡)�­Ù��n���n�e�¤�^��¼ ���h��©$:;�d�0§³���J�e�n�X¼ �)�����e�n�)� £ �v�e���<�¤�d��g�n�X�¤�n�<¥T�e���h�°�[�h�����´� ±��
J > 0

� ¶ �0©
J < 0

Ù��n� ��¼ ���d���¤�n�Í©°Öx±��
J > 0

�v�d��� �g�n�X�¤�¥T�e���h�°�[�h�����¯²g¢��v�d�v�eÙ £ ��© ��©����d��¡@<������n��¢�© Ü´© �ñ© Ç«©
λ1 > λ2

�v�Î� ¶ �n�Í©�Ö ±��
J < 0

�v�e����¤�d�Ë¥T�e���h�°�[�h�����Ë�v�X¼ ���n�y����¼ �J�g�Î���������v§³Û¬Æ��e�¨Ù��n� �v¼ ���d���¤�n� £ �v¢³��������¢�© Ü¯© �ñ© Ç«©
|λ1| > |λ2|

�����<����¼ �
λ1 > λ2

���d�d�h©?�%�<�g�n�X�¤�n�ÄÖÉÛ¬�e�e�n�<���h���y�v¢�§��d�­� ±������h��������¢�Æ��
N £ �­�������e�n�y�v�e¼ ���h�v�e�X¼ �JÙ�¢����d�e�n��� £ (λ2

λ1

)N ���h���h�������d�ê©�ª´�n� ¶ �[�h�#���«µÍ�h�v§
Ù��n� �v¼ �°���e���¤�n�����e�v¢oÕ��¤�e�Ë� ���n�e�¯¥����n�����e�Ë���d� �Ú¸^�d§RÌ��e§��h�

N → ∞ ½­¡�¢�§�²��e�Î�v�y�¤��� ¼ ��¤�h�����P<�Æ��h�v�h� �¤�n���g�n�X�¤�h��¥��d���n�°�[�h�����Ë�����'���d§�§«��©

F (T,B,N) = − 1

β
N lnλ1 (T,B)

}�~$ªs~ ��©����
G
N Öx±��y���n�ÄÖ����d� £ �����v�­�g�n�X�¤�0¥T�e���n�°�­�n�v�v�Ë���e�n�X¼ �<���e��� £ �h�v��Û¬�d��§³���
F (T,B,N) = − 1

β
N lnλ1 −

1

β
ln 2

Çy�e�d�h�����d���)��§¨���v�´��� ¶ �¦�¤�n�¯µÍ�h�v§ √
cosh2

(
β h2
)

+ e−βJ − 1
���d�h�e¼ �Ä�����d�É�v�n�e��©�ª´�d����e���a�����h�«�°���«§H<����d�X¼ � £ �­�n���

J → ∞ ���d�d�¨����� ¶ �����d�h�e¼ � h = 0 £ ��© ��©
B = 0

���d�d�h©ª´�����³���e��� �g�n�X�¤�y¥T�e���h�)�­�n�v�v�����d�h�e¼ � ¥T�e��� £ �������¤�e��Xg������������������§ §����X�¬�¤���Î�
Zk = 2

©ª´�����­���­����¼ � ¶ ���n���­�������n��Ï°Ü­�n�ñ�����h���¤�e�e¼ �<�����¬��¡��h�­Ã´¢�²�²��d�����a¢������0Ü­�n�h�d� � ���v�v������¤��� ¼ ���n�e��Û¬��Æ��n���h�ËÖ��h�e�Ø�v�d�������n���¬� ¶ �­�n�[Xg���'� Û¬���¤� §�<����e�e¼ �ÍÏñ¥T�)�'�[���¤�n�¨�v�e���Ø�¬�e�d�!°²��e����²g¢��v�#���dÙ ¢°���n�y�¬�e�e�¯���n���¬�v�eÙ�©
Öx±�� �¤�h�¨Ö����d�

J = 0
�����

B = 0
�n����Û��#�Í§³���¨�¤�e�T¥T�e���n�°�­�n�v�v�

λ1 = 2
�����

λ2 = 0 £ �ñ© ��©�¤�e�9Xg�������¬�����v�v��§�§����e���¤�v�n�
Zk = 2N

© Çy��¼ �Ø�¤�e�h�0�X���«¡��n�e���K*y�g�n��� ����¼ �)������Ï Ô ������d�����h���¤�h�d���':×�h¼ �����h�d���e�v¡°�����«���e���³�¬�e�e�y���h�d�e�n���d���n�³¥T�e�����v�n�e�e�������h� §H<����d�X¼ � £ �ñ© ��© ¶ �­�n�²���¢³Å¯�d�����n��²�����¡)�y¢¤�¤�h���d���v�����v��§«�
2N

©
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ª¯�¦���e���)���{���X�v�v�n� £ �����v�a�°���³�¤�n� ���Q<�Æ��n���³���h�e�¤�h��¥T�d���n�°�­�n�v�v� �h�d���1A�¢��d�e�<��²��e�n�d� £�­¢��e�d�h�Ø���d���¤�e�h�v�n����¢°¼ ��§����e�¨�ÎÀ¤²��e� ¶ �#���¬�����n�g�n��©x¥��a���¬���¤�n�d���v�X¼ �Ø���d�h�v�g�n�­��§ �¤�h�µ �n��§ §��#�y²g¢��v�d�v�eÙ��n§ ��¢�� ¶ �n�X¼ ���h�JÙ�¢����¤�n�':×��� ¶ �h� £ ��© ��©

λ1 = eβ
J
4

[
cosh

(
β
h

2

)
+

√
cosh2

(
β
h

2

)
+ e−βJ − 1

]

= eβ
J
4 cosh

(
β
h

2

)
+

√
eβ

J
2 sinh2

(
β
h

2

)
+ e−β

J
2

�[�h���n�
cosh2 x− sinh2 x = 1

©�ª¯�¬§��d�y�e���
F (T,B,N)

�g�h���v�e§�§«� £ ���������d��¡@<������n����e¼ �)���d���0Å¯�Q<�Æ��n�J���d�0º¦�������n�v�X���e�n������� £ �����e�#� �h�e���v��� ¶ �h²¤�v�e���e�d�d��Û¬� £ �v²g� ¶ �d·���¼ ���:5Û��v§��Ë���v�0©��¬���d�h�#���n��©

F (T,B,N) = − 1

β
N ln

[
eβ

J
4 cosh

(
β
h

2

)
+

√
eβ

J
2 sinh2

(
β
h

2

)
+ e−β

J
2

]

¨��oG�� ~ M ILE�I ~ �S���
G
N Ç��e���h�����v�����[¢��d�e�n�����e���)���<���d�«º¦�������n�v�X���e�n������� £ �¤�d�0�h�d�Äº¦��Æ� ±��¯�¤�e�¨Çy���v���e¼ �)�v����� �¤�n�2!°²��e���y�e§Ï!$#¤�'���n§®�e��� £ ���h�v��¼ �����h��© M �X�'�´���d�¨º2�¬�����Î�v�X�v�d�nÈ�������<�����
m = M

N

�¤�e� º¦�¬�����Î���e�v�e�n��������²��v¢Äµ �n�e�e¼ ���n� £ ���d�³�e��¥T�d�����n�d�v�h�ØÙ�¢��
gµB�������h���n�g�n�:���e���ñ©�:;�d�J���h�v��¼ �����h�

m
�d§ �v���n��§ ¢¤�?#°����§��e��¼ ���n�;ÌÍ�d§��h�Ú¸

N → ∞ £Å¯�d�����n��¡�¢����'� �¬�)�v�
a

¡�¢��������¬�)�8½8Ï
m = lim

N→∞

1

N

N∑

n=1

〈Sn〉

= lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

!¤²����
(Snρk)

!°¢����¬���¬�e�e���n§��h�d�<�¤�n��¥��v���¬�v�v�������v�[�h�����¤�Î·����d�h����©?:;�d���n���d�����n���J�����nÏ
ρk =

1

Zk
e−βH

Ç��e�v¢ � ¢��e�¬�hÏ
m = lim

N→∞

1

N

N∑

n=1

!°²���� (
Sn

1

Zk
e−βH

)

= lim
N→∞

1

NZk

!°²���� [ N∑

n=1

(
Sne

−βPN
l=1H0(Sl,Sl+1)

)]

!°��§ §�� �����ì!°²����Ë���¬�v��§³�¬�2Ù��n�v��������¼ ���n� £ ���d� §³�¬�2�����������2�¤�h�¯Ç����¤�#���d¢����v�v�h���n�e�� ±��yº2�»�v��� ¶ �n�<�v¢¬� ¢��v�y���e�n�)��©
m = lim

N→∞

1

NZk

!°²���� [ N∑

n=1

(
Sne

β
PN

l=1(JSlSl+1+
h
2 (Sl+Sl+1))

)]
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:Ú�h���h�<���n�y²g�n���d¢¤�¤�X��¼ ���n�	Ay�¬���¤�����¤�e�����������n�<�X�'� ∑N

l=1
h
2Sl =

∑N
l=1

h
2Sl+1 £ ��© ��©��h����e�#��Ï

m = lim
N→∞

1

NZk

!°²���� [ N∑

n=1

(
Sne

β
PN

l=1(JSlSl+1+hSl)
)]

ª´� �e�
eβ

PN
l=1 JSlSl+1+hSl

¡��h�d���
n
È%Çy����Û¬�����d��¡��h�#��Ù�¢��v¡�¢�§�§«� £ ���d�d�hÏ

m = lim
N→∞

1

NZk

!°²���� [( N∑

n=1

Sn

)
eβJ

PN
l=1(SlSl+1)eβh

PN
l=1(Sl)

]

ª´����¡=<������n�J���d����§³��¼ �����n�e���h���¤����¼ �<Çy���e�n�d�v�h�J����¼ �
h

¸ �­¢��g�n�
T

¡�¢����������)�[���e�n�e�¤� ½ÎÏ
m = lim

N→∞

1

NZk

!°²���� [ 1

β

∂

∂h

{
eβJ

PN
l=1(SlSl+1)eβh

PN
l=1(Sl)

}]

= lim
N→∞

1

NZk

1

β

∂

∂h

!°²���� [
eβJ

PN
l=1(SlSl+1)eβh

PN
l=1(Sl)

]

Çy��¼ �ÄÇ����d�h�#�������³�����	!¤²��������d�X�¤����� Ù��n�v�������v¼ ���n��©
m = lim

N→∞

1

NZk

1

β

∂

∂h

!°²���� [
e−βH

]

= lim
N→∞

1

NZk

1

β

∂

∂h
Zk

= lim
N→∞

1

Nβ

∂

∂h
ln (Zk)

= lim
N→∞

1

Nβ

∂

∂h
(−βF (T,B,N))

h
��Û¬���¬�y���X¼ �)��Ù�¢��

T
����©�Çy�X�v¢ �h�v���¬�d�v�n�����e�y�v¼ ���e�e�nÆ��e�X¼ ��Ï
m = − 1

N

∂

∂h
F (T,B,N)

= − 1

N

∂

∂h

(
− 1

β
N lnλ1

)

=
1

β

∂

∂h
(lnλ1)

=
1

β

1

λ1

∂λ1

∂hª��e�h��§a������§����<�)�������������h¼ �����n� £ �����­�n�'�­�����eÛ������e�e¼ �J�e��� £ �¬�g�n�����X¼ �)���v¼ �°���e�n���d��©º¦���<�n����Û¬�d�y�v¼ ���e�e�nÆ��e�X¼ ��Ï

m =
sinh

(
β h2
)
eβ

J
2

2

√
1 +

(
sinh

(
β h2
)
eβ

J
2

)2
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Ç������e�e������� ô�� © ò Ï
M (B)

È%ÃË����Ù��Ë�¤�h�y¿É������§³�¬�����Î�v�h�
}�~$ªs~ ��©�����GqN Öx±��[�h���¤�e�e¼ ���¯µ �n§�²g�n� �»�v���v�h�Ú¸

T > 0
½TÙ��n� �v¼ �°���e���¤�n�[�����­§³�¬�����Î���#È��¼ ���aº¦¢�§��n�)� ¸G�¤�e� º¦�������n�v�X���e�n�������°½��g�n�e§ Çy����¼ �����#���n�2�¤���ËÖ��n�X�¤��� ¸

B = 0
½ £ �¤�n����¤�h�

sinhx
�X�'�³� ±��

x = 0
�n�g�n�¤�^���d�X�³�y���d�ê©[ª¯�×���h�

B = 0
¡��n�e���Äº¦�������n�v�X���e�n�������Ù�¢����d�e�n��� £ ���¬�����n�d�­�������X¼ � ��§ �n�e���n��­�ãS\�ã Ê ãnç�ägè î ènä�©¤¥������d�����g�n�ñ�h���¤�e�e¼ ���n�<µÍ�h§ ²g�ÎÈ� �»�����v�h�2�¬�X�v¢J¡��n�e���n�×¿T�������h�)±����h�v�)�¬���JÙ�¢�§Ý¿������¬È ¶ ��§ Ö��h�v��¢¬È�¢¤�¤�n�0Ç������#� �h�v��¢�§³�¬È�����Î���n��©)µÍ� Û¬����§³�¬�

M = Nm (T,B)
���h���n�

B
�¬�¤� £ ��¢¨�n����Û¬�d��§³�¬� Ç�����© ô�� © ò ©�º¦�¬��v�d�h�)�������������a���n��Ö�¢���§ �h�°� ±��

m £ �����v� m ���n���h� ���d��Å¯���n� ¶ �[�h����� ± 1
2

���n�)��©¬ª��h��� �¤�e�Å¯�e�n�X¼ �°����� �X���¯Ù�¢��2�¤�h�0Çy�v� x

2
√

1+x2

Õg���n�)�¯�����h�
x

�g�Î���������v§�Û�Æ��e� ���h���h�¦�����h���¤�e�e¼ � £¡»�¬��� §³�¬���¤�d�Ë¥T�e���­���)�v�h�y�¤�n�[:×��� ¶ �n�ñÙ��n������¼ ���XÛ����v�d���n�������J�n����Û¬�d�xÊ'�´����¼ � ��¢�� ¶ �n�dÈ¼ ���h�
+ 1

2

¢¤�¤�n� − 1
2

© ¸Gª´���v���¤�d�aÃË���vÙ��0�'���v�h���³§�¢���¢��v¢��<�X�'� £ ¡»�¬���<������¼ �¦Ü­�e�e���n�Ä�¤�n�Ç����d�h�#�������Ú����¼ �����n���e�h�v�n���­�n� �¤�n� £ ���¬� �¬�����­¢��e�e�n�Ø���e�¨���e�n� �¬�g�n� Ù��n� ¶ �X¼ �)�v�h��© ½Ëª¯���¥T�����h�����X�¯�­���¯���d�e�n� �¤�e����� ¶ �×�n���­�������n� £ ��¼ ���d�e�nÆ��d�X¼ �2�X���Ë�¤�e��§³�»À¤�d§³���x§H<����e�e¼ ����º¦�¬È�����Î���e�v�d�h�v�����«�¤�e�¯Ç��������X¼ ���������¨���d�e�n�W!°²��e���[�d� �h�d���FA��X¼ �)�v����� £ ��© ��©°�¬�e�e��!°²��e�����v� �¬���n�
¶ ���yº¦�¬�����Î���e�v�e�n���������¤�n���v�n�e�g�n�	:Ú�h�����g�n�ê©
µ ��Û��¬��§³���2�¤�e�

T
È%Çy����Û¬�����d��¡��h�#��� ±��´� �n����¢�§³�¬�����Î���e��¼ ���«Ã´¢�²�²��e�����Ú¸

J > 0
½��¬�¤� £ �v¢�h�v���d�¤�Í�v�X¼ �ËÇ�����© ô�� © ��©hª´���ñ¥T�����n�����e���e��� �¤��� ¼ ���������d�)���n���h���v������©nÖx±������v¢�Æ��

T
���n�)�ñ� ±���g�n�e�d�h���e���«Ö��h�e���n���¤�e�¨º¦�������n�v�X���e�n�����������n���h�Ä�y���e�G©gª´�����n� ��¼ ���n�e�)���¬��¼ �<�e¢����X��¼ ��Ï��¤�e������n��§��e��¼ ���TÜ­�n�­�n������� ¶ �n� �'�Q<��v�Í�¤�d�[Çy���v�v�X¼ �)�v�������¤�n��!°²��e��� ����¼ �«�¤�h§ Û���Æ��h�v�h�0Ö��n�X�ñ©:×�n���Ú�¤�d� µÍ�h�d�X¼ ���h�2�'� �¬��¡ �����n��§��e��¼ �2�������h�v�h�¬���v�d��� £ ���e� �Ä���e�¨�h�d�¦Ù��n����Û¬�d�v���e�v§³Û¬Æ��e���¼ �°�­��¼ ���h�ËÛ¬��Æ��n���h�Ëº¦�������n��� �h�e���­�n���e�Ä¡°±�§�§��n����©ÍÖx±��

T
���h���h�×�����d�[�v�X¼ �)�v�n�¨���X¼ ��¤�e� º¦�������n�v�X���e�n�������<����¼ �����n��A��X¼ �)�v�����¦���h�¨Û���Æ��h�v�h�Úº¦�������n��� �h�e�¤���n© ª��e�h�¨�e���¨�¤�n���§����n¡��h���v�v�y¥�Þ��n¡)��Ï?�'�'�Ë¸ ²�� �¬¡)�v�X��¼ ��½�¡��n�e���y�����n��§��e��¼ ����¥����n�����e�´Ù�¢������¬���¤�n� £ �[�h�����n��¤�e�c!°²��e����Ù�¢����¤�n§ �n�e� ¶ �e���h�a�g�n�h�d� � ���v��� £ �­�������¯�e���hÏ����n§ º2�¬�����Î��� �h�e��©¬Õy�������e¼ �)���n��v�e¼ ������§ �d�a���d�e�³�n�)�v�X�¬���<���h�«º¦�������n��� �h�e���¨�¬���h©�¥T�e���9!°¢����¤�h�����v�h�d�e�����<���e§�§«�

B =
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Ç������e�e������� ô�� © ��Ï
m (T )

ÈsÃË���vÙ��¯�¤����¿��¬� �¬§³�¬�����Î���n�

0
�n�e� £ �¤�n���Ø���d�h�¨�X�'�´Ê��Ä¡��h�d��� ��¢�� ¶ ���)�����X¼ ���������Ä�¬��� ¶ ��§³��¼ ���h��© ª´�d�1!°²��e���¨�­�n� �¤�h����X¼ �Ø�¬�X��¢Ä���n�e� ¶ �¤�^Û��d�e�e�¦�¬��¢����¤���n� £ ���������h���h�d���h�«����¢�Æ��n�sX��¬���T�e���¨���X¼ �)�«§��#� �n�e���n����n�����n���v�­�n�v�v�n�<�y�n����¢�§³�¬�����Î���e�v�d�h�v������¸^²���¢�µ �n�e�X¼ ���n��½ ¶ �<�v��¼ �����n�Í©

Xg�2�g�h��¼ �)�v�n�Ú�e���«�¬��¼ � £ �������´�¤�e�����h�e���n��Ì��e§ �d�v���
B → ±0

�����
T → 0

ä ï à�á î Ù��n�vÈ�������v¼ ���n�m7�Ì Û����'��§³�¬� ¶ ����Û�¼ ���'���¤�e�«µ �n§�²��h���¬�v�������n���n�<�y���e�Í���n���h� £ �v¢®.%� ���e�n�v�S/Ë���d�º¦�¬�����Î���e�v�e�n�������<�n�e��©Í¥��d���J¥T�����d���¤���d�������¦�¤���¨Ü­�Î���������0�¤���
B
È%Ö��h�e�¤���«�g�n���e�v¡)�¨�°������X¼ ��� ��§��n��� £ �­�n�e���¤�e�2Å¯�v�������¬���v���e¼ �)�v�����×���n�9!°²��d��� �n�����¬�d�v�h� ���e�n�e�¤��©[!°�h�d����� �g�n�

B = 0
���d���´�h�´� ±��Ë�¤�e�H!¤²��d����¡��n�e���n�ÚÅ¯������� £ �v�X¼ �¦�d�����h���¤���e�¨�¬���¤�n� �´����� ¶ �����e¼ �)���n� £�¤�n�ËÅ¯�v�h� ¶ �­�n�v�y���e�n�e�¤�

m = ± 1
2

©�ÌÍÛ��v����§³�¬�Ä���d�����n���n� ¶ ����Û�¼ ����� B ���n���h�Ä�y���e� ���ÎÈ���n� £ �v¢0���h���­�¬��¼ � �¤�e�´º2�¬�����Î�v�X�v�d�h�v�����0���n���n�³�y���d� £ �­�n�e�����d���v���h�v§��X�v¼ ���´Ü[�h�[�h��������¬�e�d�Ë�v²�¢���� �¬���h��Ç����v�v�X¼ �)�v�������n� ¶ �n� �'�Q<��v�h©¤ÌÍÛ��v����§��������¬���
T

���h���h�J�y���d�ñ���n���h� £ ��¢�e���«¡��h�d����º2�¬�����Î�v�X�v�d�h�v������§��h���«��� £ �¤�d�³�h�d��� �v�e�n���n�×¡=<����)�v� £ ���n�aÅ¯���n� ¶ �[�h���0���e�n�e�¤��y���e�ê©

w5E��oM�� ~ � ªs~�¯ ��KLK%~ ~ K%I
E��
E�� ~ 8�M I « I�KLI�MN°?M
χT (T,B = 0)

N¹:;�d�Ë���v�n�e�e�n�Ä�����´�°���¦�¤�e�Ö�� �¬��� £ ���e�����X¼ �0�¤�e��º¦�¬�����Î���e�v�e�n�����������h�d§ ¥T�e����¼ ���¬�d�v�h�Ë�n�e���h� Û¬��Æ��n���n�ËÖ��n�X�¤���ÍÛ¬���¤�n�v�h©ª��e�0�X��¢��v���h�v§��0�y���e�d� �n�X����� ¶ �n²��v�e���d�e�d��Û»�´�e���y�¤�Î·����d�h�������e�

χT (T,B = 0) =
∂m (T,B)

∂B

∣∣
T

(T,B = 0)



ü[ �þeü�þ úTø����´ø��Äú
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�c�F�����´ÿ�ùxú[ÑL�´ö�������ö���Ñ5�¦úF���¯ÿ°ú�ûq�¦ø��yõ	�
���yòÞÒ@�
!°�e�����d������� £ ���e�´�v�X¼ � �¤�e�¯º¦�������n�v�X���e�n������� ¸^²���¢aµ �n�e�e¼ ���h��½��d� Ç�����Û������e��¡��n�d�[Ù�¢�� �¤�n�v����¤�n�������<�¤���¯º2�¬�����Î��� �h�e����Ù��n����Û¬�d� £ �­¢��g�n�x���d�Ë���e�n�Ë�°���

B = 0
�g�Î������¼ �����n� £ �ñ© ��©�������¤�h§ �y���e�#� �h�e� ���n� �¬���n©)ª��e�¯µ �n§�²g�n� �»���������e�n�e�¤�����¬�g�n�g¡�¢��������¬�)��©Þ:;�d�­�g�n���h¼ �����h��¤�e�h� £ �­¢��g�n�g���e�[�g�h�¤�h��¡��h� £ ������� ∂

∂B
= ∂h

∂B
∂
∂h

= gµB
∂
∂h

�X�'��©)�´��¼ � �n�'�­���
A���¼ �����h�v�h�¸^����¼ � �¤�h§ Ç����e�n�d�v�n����¢�� ¢��v�
B = 0

�h�d�����n� ¶ �h�³���e�#�D�����n�v� Û�¼ �)�v�e�X¼ �m7 ½��n����Û¬�d��§³�¬� ��������Ï
χT (T,B = 0) =

gµB
4kBT

eβ
J
2

Xg���g�h��¼ �����n���X�'� £ �������0�h�d�ØÖ���¡)�v¢��
gµB

��¢¤¼ �×� �n���d� £ �¤�n�Ø���e�«�­�n�����n�X�����v�n�2���»�����n� £����§��#�
m

�n�e�����n�d�v�h���e¢��«�������¤��©�:;�e�a�v�n���h����¢�� ¢��v� £ �����v�
χT (T,B = 0)

� ±��
T → 0¸^�����³� �h�v��¢�§³�������n�v�X�v¼ ���yÃ´¢�²�²��d�����)½��¤�dÙ��n�����e�n�v�h©°ª´�����X���­���n����� �����[¿T��Û���¢�§��h� £ �­������e�¨�g�n���n�d��� ¶ ��Ù�¢��«�g�n¢�����¼ �)���Î�a���¬�g�n��Ïi!¤¼ �����#���Î�a§³���Ø���h�

T = 0
�����aº¦�¬�����Î�v� �n�X���� £ � ±����v�[�¤�e�h����¢�� ¢��v� ¶ ���n�e���n��§��¬À¤�d§³�¬�e�n�³º¦�������n�v�X���e�n������� £ �­��� ¶ ���[ª��eÙ��h�v���n� ¶ Ù�¢��

χT (T → 0, B = 0)
� ±����v�h©�Öx±��Ë��¢����aµ �n§�²��h���¬�v�����n�Ú���d� �2�����2!$#¤�'���n§Ý�e§ §��h�¯���¤È�h§ ²�·����¤�e�e¼ ���n�����n���h�°±����h��º¦�¬�����Î�v� �n�X�°È�vy���¤�h�v�������h� £ � ¢��e���h�v�X¼ �)�v�e�­���n�)�

χT (T,B = 0)� ±������v¢�Æ��
T

���n���n�J�����e�G©
D���M-�S�J8�I ~ N¹:;�e�����n�v� ��¼ �)�v�h�J�°���y���d�0¥T�)���v¢�²��d�¯� ±��´�����������d�d� �n�X�ñ©

S (B = 0) = −∂F
∂T

∣∣
B=0

= − ∂β

∂T

∂F (B = 0)

∂βª´�d���0�n���e�n�X¼ �����n�v�¯�����«�¤�e� Çy�¤� �)�¬�g�³����� ¶ ���n���¬�d�v�e��©�:×�n�e�T���e�«����¼ �
T

�¬���e�n�d�v�h�×�����
B

�v¢�§��d�´¢������n���d�Ä� ���'�����¬�d�v�h� £ ¡=<������n�Ä���e�
B

¸^�����¦���¬���h�´�¬��¼ �
h
½��¬��¼ �Ä���d�h�e¼ �¦���¤������d� ���n� ¶ �h�J�����<���¬���Ä�����d�h�#���n��©�Ç��e�v¢�Ï

S (B = 0) =
1

kBT 2
∗ (−N)

∂

∂β

{
1

β
ln
[
eβ

J
4

(
1 + e−β

J
2

)]}

= −NkBβ2 ∂

∂β

{
1

β
ln
[
eβ

J
4 + e−β

J
4

]}

= −NkBβ2 ∂

∂β

{
1

β
ln

[
2 cosh

(
β
J

4

)]}

= −NkBβ2

{
− 1

β2
ln

[
2 cosh

(
β
J

4

)]
+

1

β

2 sinh
(
β J4
)
J
4

2 cosh
(
β J4
)
}

= NkB

[
ln

(
2 cosh

(
β
J

4

))
− βJ

4
tanh

(
β
J

4

)]

Öx±��
T → 0 £ �ñ© ��©

β → ∞ ¡»�¬��� §³�¬�
2 cosh

(
β J4
) �h���v�Î� ¶ �h� �¤��� ¼ �

eβ
J
4

�����
tanh

(
β J4
) �¤��� ¼ �J¥T�e���h©":;�e�¯§³�����°�����e�n�X¼ �����v�e�n�)� £ ���n�)�y�¤�d�0¥������v¢�²��e�¯���n���n�J�����e� £�^���d�X�

T
���h���n���y���d�­���h����©ÍÜ­�n�������e���h��� £ �¤�h���Ø���h���¬���¤�e�h�a��¢��d�d�v� �¤�e� ¥T�)���v¢�²��d��������©Ç���¼ � �X�'��������¥T�v���n�����e�����d���¤�n���'���v�h���«§�¢���¢¬�v¢�� �'���n�e���h���³�e�

T
¸ �h�d�¤�^��¼ � �������v¢)�h���h�
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Çy�����d�X�¤����� ôS� © � Ï
S (T )

�e§@�����d�d� �n�X�
�n�����¬�d�v�h���¯¥T�v���n�����e����¢¤¼ ��§³���e�­����¼ �

T
�¬���e�n�d�v�h� £ �¤�e�0Çy���e�n�d�v�����³�e���y�'���Î�������P<�Æ��h�­���e��y���e�D½8©�ª��e�h��§¨�����y�¬��¼ �¦��¢ �v�n�e� £ ��¼ ���e�d�hÆ��e�e¼ ���������¤�n�d�������v�e¼ �Ä���e�n����§®���d�«¥������v¢�²��e� £�¤�e�J�g�n�����v�n�e���h���¤�h� µ �n§�²g�n� �»�v��� �v�e¼ ���n� ���e¼ �)�³�¬�����n��§��n�{���d� �ñ©�Ö�¢��d���d�X¼ �����e��� �¤�n�Å¯�v�h� ¶ �­�n�v�T� ±��

T → ∞ £ �ñ© ��© β → 0
�n���v�h�e¼ �)��©=:×�n�e�

tanh 0 = 0
�����

cosh 0 = 1
���e�#� £�e�����¤�h�yº¦�»À¤�e§����d�­�n�v���¤�n��¥T�)���v¢�²��d�Ë¢�Þg�h�����X¼ �)�v�e�e¼ �

Smax (B = 0) = NkB ln 2

= kB ln 2N

ª��e�h�Ë�h�)���v²��v�X¼ �)�´�h�d���h�ËÙ=<��e�e�d���n�BX��¤�^�¬�e�e�vÙ��h�����n�e�d����� £ ���h�T�¤�n�Ë�e§ ºÄ�d�����n�����h���¬����¢»Ù°�e�n�e�!°²��e��� ����¼ � ¢��g�n� ���d������¼ � ���)�v�h� ¶ �n�e���n�Í©xÇ����h�³�d�:�¤�n§ ¥��v���n�����X�a�n��¡��n�����n� ���d��Î�'�����Í���d���¤�n��Ï�ª´�e�WXg������������������§ §��­�¤�n�xÙ=<��d�e�d���n��Xg���^�¬�e�e�vÙ��h�����n�e�d�������­���
2N

¸^Ç�� ¶ ������¬�e�d�h�yºt<����d�X¼ ��¡��n�d�v�n�g½8©¤Õy�������e�y���X�v�v�n� £ �������[���d�d�hÏ
Smk = kB lnZmkª´�����X�'�������h�����n���¬��������¥��v���n�����X� £ �­���É���d�T���d�h���d� �¤�h�>A��h¼ ���)�����0§��#�T¡»�¬��¢����X�v¼ ���n§¥T���v�n§a���d�[�n�����¬�d�v�h�«�������h�m7 �%§ �����n��§�¢°�"#)���¬§��e��¼ ���h�«Ì��e§ ���[¸^���d�x���¬���v�h��Ê��y�h�d���[�v�n�������¢�Æ���µÍ�h�d�X¼ ���h� ¶ ����� N �¬�����n��¢�§�§��n� £ ��§¹���¤���¤�e��Xg�������¬�����v�v��§�§��[�����¨����§��#�T�¬��¼ ��¬�¤���¬�e�e�´� ¢��d���n�����n�<¥T�����n�����e���v� ¶ �<¡�¢�§�§��n�c7 ½[�e�d�n� �n���<���d�0Ù��n� �v¼ ���e�h���n���h� ¥T���v�n§a���e�h��¤�e�h�v�n�e���h�{¥T�����h�����X�v�v� £ �­���«���e�a���e�n� �n�e���¤����¼ ¡¤�vÙ�¢��e�[�v�n���n��©�¸ÖXg���a�´�e�v���¬�e�X���e�n�������2�h©Çy���Í© ô�� © � ½

G °?� ªs~ ©"�08��o�=I�MN°?M
cB

N ª´�d��� ¶ �×���h�v��¼ �����n� £ ���¬��Ê�� �e� ¶ ���X��¼ ���n�×�v¼ ��¢��Ä�^�����0µÍ� �»È�¤�d�v�e¢���©�º¦���2�g�h��¼ ����� ���d�e�n� �¤�e����� £ �����������d�h�
V

�¤����¼ �
B

�n� �v�Î� ¶ �¯�������¤��©ñÇy��¼ �×���e�n�
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�c�F�����´ÿ�ùxú[ÑL�´ö�������ö���Ñ5�¦úF���¯ÿ°ú�ûq�¦ø��yõ	�
���yòÞÒ{�
�g�Î������¼ �����n�Ä���e���°���¯���d���¤�n�¯�����´�y���e�d� �n�X�ñ©ñª´�����¦¡=<������h�¦���d�¯�¤�e�7:5Û¬��§��n¡»�¬²�� ¶ �d��Û¬��¤�e���n¡)�y�¬�����¤�h§ ¥T�����h�����X�­� ±��y�¤�e�0¥T�)�v��¢�²��e�0�g�h���v�e§ §��h��©":;�e���v��¼ �����n�ÍÏ

∂S

∂T

∣∣
B=0

=
∂β

∂T

∂

∂β
(S (B = 0))

ª¯�������d�h�e¼ ���Ë���h���^�����v�h�J���e�ËÙ�¢��v���h�hÏ$:;�e�y���n� ¶ �n�Ä��¢�� ¢��v�
B

���¤���y���e�G©
∂S

∂T

∣∣
B=0

= − 1

kBT 2

∂

∂β

{
NkB

[
ln

(
2 cosh

(
β
J

4

))
− βJ

4
tanh

(
β
J

4

)]}

= −Nk2
Bβ

2





2 sinh
(
β J4
)
J
4

2 cosh
(
β J4
) − J

4
tanh

(
β
J

4

)
− βJ2

16

1

cosh2
(
βJ
4

)





= −Nk2
Bβ

2




J

4
tanh

(
β
J

4

)
− J

4
tanh

(
β
J

4

)
− βJ2

16

1

cosh2
(
βJ
4

)





=
Nk2

Bβ
3J2

16 cosh2
(
βJ
4

)

ª´�d�����h��µ �n��§¹�X�'�[���¤�°Ê'�h�¤�h� Ö����d�����Q<�Æ��h���y���e� £ �­¢�§��#�����d��Ü­�h���¬��²��v�����¨����¼ �����n���e�h�v�n���Û¬��� £ �����v� S (T )
���v���n����§�¢���¢¬�v¢��J§��d�

T
���v�h�d���h©

cB=0 (T ) =
T

N

∂S

∂T

=
1

NkBβ


 Nk2

Bβ
3J2

16 cosh2
(
βJ
4

)




=
kBβ

2J2

16 cosh2
(
βJ
4

)

= kB

(
β J4
)2

cosh2
(
βJ
4

)

ª¯����¥��v���n�����X���v�n���n�³���e�T�d�JÇy����© ô�� © � ©Þ:;�e¼ �)���d�«�X��� £ ������� cB=0 (T )
� ±��

T → 0
����¼ ����e�h�¤�h�[���n���n� �y���d�����h�)� £ ���¬§��d���¤�h�­���v�d������;´�¬��²¤� �v�¬� ¶ �n�v� ±��d�d���e���h©¤ª´�d���[�X���­�¬��¼ � �¤�n�

Ö��¬�e� £ �¤�h��� cosh2
(
βJ
4

) Ù��n����Û¬�d���v�X¼ � � ±��y���v¢�Æ��
β

���e�
eβ

J
2 £ �����<�����­���n�)���n�e���¤�n���v�e�

��¼ �����h�d�e�n�a���n���n�������n�����d�X¼ � ���e� (
β J4
)2 ©�ª´�n�³Çy�����v�e�n�Ú� ±�� ¡°�d�h�d���

T
Ù��n���eÛ��¤�D� �v¢�§��d�

²���¢�²g¢��v�v�e¢����¬� ¶ � 1
T 2 e

− J
2kB T

©ñª¯���¯º¦�»À¤�e§¨��§Ý�¤�h�ËÃË���vÙ��«�n����Û¬�d�´§³���Ú�¤��� ¼ �2Ç����d�h�#È���n��Ù�¢��
cB=0 (T )

����¼ �
T

�����Ø�����d�[���n� ¶ �h��Õ����e� §³�¬���e�n�X¼ ���«����¼ �����h¼ �����Î� £ �h�v��Û��#�§³�¬�³�v¢�§��d� J
4kBT

= coth
(

J
4kBT

) ©)ª��e�h�v�´Å¯�e�n�X¼ �)�����0���»�[¡��n�e���y�����¬�Ü#)�v�X�v¼ ���yÌq<��v����� £§³�¬�<�h�v��Û��#�¯�¬�g�n��� ±��
Tmax

�°��§��n���e��¼ �Ä�¤�n�t:×�n�v�
Tmax ≈ 0, 3 J

kB

©�Ö ±�������¢�Æ��
T

�X����¤�h�
cosh

�e�¦�Î�'����¥T�e��� £ ��¢J��������§³�¬�Ä�h�d�Ä���h�v�����#���n�<²���¢�²g¢��v�v�e¢������ ¶ � 1
T 2

�g�n¢�����¼ ��È���n�¦¡»�¬����©ñª��e�aµx�»� �v��¼ ��� £ �������y� ±��
T → ∞ cB=0 (T )

���n���n�¦�����d�É���n�)� £ ���¬�g�n�2���d�
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Çy�����d�X�¤����� ôS� © � Ï
cB=0 (T )

�g�n�e§ ¿�������§��������n�v�h�
���h�ÍÅË���v�n�����X¼ �����g�n¢�����¼ �)�v�n�h©¤ª´�d�����h��¥�Þg�h¡)�y��Û¬���������h�d§ º2�¬�����Î�v�h�J§��d�y�¤�n�yº¦�¬À¤�#È§³�¬�e�#� Û»�«�¤�n�¨¥T�)�v��¢�²��e� ¶ �����¬§�§��n��© ÃË�e���hÏ[.Q!¤¼ ���e�d§�§��n�T/����e�Ë�h�d����Ù@<��e�d�e�<���d�e�d¡°±����e�e¼ ������n�v�v�h�d�e�����×�¤�n��!°²��e��� ¡»�¬��� �h��Ê��2���e¼ �)�a¡�¢�§�§��n��©�ª¯�2�¤�e�1:5Û¬��§ �h¡»�¬²�� ¶ �d��Û»���¬�g�n��¤�e��vy���¤�h�v�����¦�¤�n�0¥������v¢�²��e�³�����v¼ �����n�e�¤� £ ���d�«�v�e��� ±��«����¢�Æ�� µ �n§�²g�n� �»�����v�h�Ú�e§�§��n�¡°�d�h�d���h�h©
z9I ~ ¬)����� ~ KL�"M IL�J��E9~ ���q©aM�IL�J�
N �%�a¡°���#���e��¼ ���h� Ü­�n���n�X¼ ���h� £ �¬�X��¢¯Ü[�h�v�h�e¼ ���n� £ �­¢´¿T���»È���h�°±����h�v�)Û¬����� �¬�¤�D���v�n�v�h� £ ���d�n�v�Î�³�¤�e�JÃ´¢����v�h�e�¬�v�e¢������ ����¡)���d¢��2���d�n� �n��� ¥T�e�°���d�X¼ ¡���©
:;�e��¤�n§�¢����'���v�e�n���n�0���������e�n�x�¬�����¬���0�¤�h��!°²��d�¤È�!°²��e�¤È%Ã�¢��v���n�X�»���d¢������ ����¡)�v�e¢��´� ±�� �������'�v�e���¬ÈºÄ¢¤�¤�n�e�ê©":;�d���g�Î������¼ �)�v�n� ¶ ����Û�¼ �����y�¤�e�«Ö �e��¡)�v���»�v�e¢��

δSn := Sn − 〈Sn〉ª��e�h���X�'�y�e�h���d���d�X¼ ��¤�e�­Ç��)�­�n�X¼ �°�����´Ù�¢�§ÂºÄ�d�����n�e�[�h����©»ª��e�­Ã´¢������n�X�»�v�e¢����'� ����¡����d¢��
Kn,m (T,B)

�X�'�����¬����Ï

Kn,m (T,B) := 〈δSnδSm〉

¥������d�d���)����Ï
Kn,m (T,B) = 〈δSnδSm〉

= 〈(Sn − 〈Sn〉) (Sm − 〈Sm〉)〉
= 〈SnSm − Sn 〈Sm〉 − Sm 〈Sn〉 + 〈Sn〉 〈Sm〉〉
= 〈SnSm〉 − 〈Sn〉 〈Sm〉



ü[ �þeü�þ úTø����´ø��Äú
�¯ÿ°ø-VW��ö´û�ú[ÿ«ø�ÿ°ø��7�cÑ��RVW�´ú�ûÍû��¦ønù)��ú�ø��yú
�c�F�����´ÿ�ùxú[ÑL�´ö�������ö���Ñ5�¦úF���¯ÿ°ú�ûq�¦ø��yõ	�
���yòÞÒ=Ò
ª´�n���e�Î� ¶ �v�7!�¼ ���v�d���y�X�������h�v���¬�e��������¼ ��� ±��������¬� £ �[�h�d� 〈Sn〉 �g�n���n�d�����h�d����Xñ�¬���ñ�X�'��Õ��¤�n�¥T�v���¬�v�v�������v�[�h�����n�e���h�yÃ�¢����'� �¬�)�v��X�'���¬�g�n�x���¬�v±����d�X¼ �¨�¤�e�h�v��Ã�¢����'� �¬�)�v�[���h�d�����h©»ª¯�¬���h� �X��� 〈Sn 〈Sm〉〉 = 〈Sn〉 〈Sm〉 ©>Ç��e�v¢�Ï

Kn,m (T,B) = 〈SnSm〉 − 〈Sn〉 〈Sm〉
ª´�d�ËÃ´¢����v�h�e�¬�v�e¢������ ����¡)�v�e¢��³§³��¼ ����Çy�������¬���h� �����v±��g�n� £ ���d�Ë�����¬��¡��n�e���¯²��$#°�v�e¡>���d�X��¼ ���Å¯�Q<�Æ��a¸ ���d�h�y�¤�n�c!°²��e��½­±��g�n�y�����'!$#¤�'���n§ ���d�°�­�n� ¡�¢������n�e�d�h�����X���h©�Çy�����n��¢�§�§��n� £ Sm�����

Sn
���¬�g�n�×¡��h�d����Ã´¢����v�h�e�¬�v�e¢���©gª´�����×�v�e���Ú���d� ¥T���­�������������v�­�n�v�v�¨Ù�¢����h�d���¬���¤�h������¬����Û������e� £ ����� �¤�h�T¥T���­�������������v�­�n�v�����h�T¿��v¢¤�¤��¡)���h�T�X�������e�n�X¼ �³�¤�n§ ¿T��¢°����¡)�[�¤�n�¥T�����¬�v�v�����)���­�n�v�v�«¸^�­�������d�h�­���e¼ �)�[�g�n���e�h�v�n�J�[�h�����n� �v¢��e� £ �����h�[�e�Ú¸^���h�d��������½�Ê'�h���n§!)� �»���e���v�e¡)ÈsÜ­��¼ �<�'���n�)� ½

〈SnSm〉 = 〈Sn〉 〈Sm〉
�����Ú�¤�e�³Ã�¢��v���n�X�»���d¢������ ����¡)�v�e¢��¦�X���0�����e�G©ÍÌÍ�d�h�¬�Ë��§����h¡��n�����0Ã�¢��v���n�X�»���d¢��¦Ù�¢�� £ �v¢��X���
Kn,m 6= 0

©?�%§@¥�À°�v���n§ �^�¬�e�ñ�X�'�
Sn = Sm

¸^Ù�¢��e�e�ËÃ´¢������n�X�»�v�e¢��g½8©°ª´�����<���e�#��Ï
Kn,m (T,B) =

〈
S2
n

〉
− 〈Sn〉2

Kn,m

�����v¼ �����n�e�¤�¨�v¢�§��d�«���n� ���������d� �T���v�X�¬� ¶ Ù�¢��
Sn

¸G�¬��¼ �Ø�¤�h��Ü­�h�[�h�e� £ �����v�0�¤�e�h��¤�e� �T�¬���e��� ¶ �X�'�Ë·����¤�Î�0§³�¬�Ú�d�JÊ'�h�¤�h§ !)���¬�v�X�'���d¡)È%Ü­��¼ � £ �^�¬�e�e�¯§³�¬���¤�e�h�¯���X¼ �)�Ë�v�n�e���������¼ �����h¼ �����h�«§H<¤¼ ������½Î©=!)�����v¡��[Ã´¢����v�h�e�¬�v�e¢��Ë�v���d�����¬�e�e���n§��h�d�a�d§�§��n�É�g�n��¿T�����v�n�°±��g�n�vÈ�)Û¬�����n�J���¤�'©
:×�n���Ø¡��n�e��Û¬��Æ��n���h�0º¦�������n��� �h�e�Ø�����d�e�n��� £ ���e���Ø�¤�e�9!°²��e���a���e�n�X¼ ��§³Û¬Æ��d�<Ù��h�����n�e�#� £ �v¢�����v� �¤�d�B!¤¼ �����v§��d���v�h� 〈Sn〉 ����� 〈Sm〉 Ù��n� �v¼ �°���e���¤�h� ¸^�d§¾ºÄ�d�����n�¯���d� �A§³�¬�5¡��n�dÈ���¨���n�����n���v�[�h�����¨º¦�������n�v�X���e�n��������·����¤�n��½Î©gª¯�¬§��d�¯�v�d�h�)�´�¤�e�aÃ´¢����v�h�e�¬�v�e¢������ ����¡)�v�e¢��� ¢��d���n���¤�h�v§³��Æ��n�J�¬���hÏ

Kn,m (T,B = 0) = 〈SnSm〉
ª´�d����¡»�¬���Ä�¬��¼ �J±��g�n�y���d�7!°²������¬�������h�¤��±�¼ ¡)�­�­�n� �¤�h��Ï
Kn,m (T,B = 0) = 〈SnSm〉

=
1

Zk (B = 0)

!°²���� {SnSmρk (B = 0)}

=
1

Zk (B = 0)

!°²���� {
SnSme

βJ
PN

l=1 SlSl+1

}

=
1

Zk (B = 0)

∑

S1=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2

{
SnSme

βJ
PN

l=1 SlSl+1

}

:;�e�����d�T§��d���¤�e�h�v�n§¹Ç����v���v��¼ ¡¨Ù��n�v�^�¬���v�h� £ ���e�����h�a���e�T�¬�g�n�T��¼ ��¢���Ï¬µÍ� �¬���'� �h�v§³�»���v�dÀ°È§��Î����¢¤�¤��©>Çy�e�e�n� �¤�d������§a����� �¤�e�h�v§³�¬�)�¤�n�Éµ �¬������¼ ���>Ay�h¼ ���°���������Î���������h�0�[�h���¤�h� £ �������



� ó�ó õ0ö�÷Tønùxú�û;ü[ �þ1�¦ö��'�yú´ùxø�ÿ"� �xÿ
�d�Ø�¤�h�0�d�n� ¶ �v�n�ØÃË�X�¬§�§��n�Ë��¢¤¼ �

SnSm
���v�h����©Íª´�h�v�[�h���n�×���e���×�¤�e� µÍ� �¬����� �n��§³�»���v�dÀ°È§��Î�v��¢°���y�d�h�e¼ �)�T§�¢¤�¤�d· ¶ �e�n�v�h©?Xg����Û�¼ ���'�T�X���[�¤�e��µÍ� �¬���'� �h�v§³�»���v�dÀ

T
���e�n�T¢�Þg�h���v�e¼ �)�v�e�X¼ ��¤�Î·����d�h����������¼ �ÍÏ

TS,S′ = eβJSS
′

Ö��h�v���h�����h�"<¬���d���n�����d� £ ���e�¯���e�����e�n�X¼ �<���h���n���[�h�����n� £ ��¢¤¼ ���n�e��� ¶ �­�n�d�v�0º¦�¬�v���#À
T ′ Ï

T ′
S,S′ = S′eβJSS

′

Kn,m (T,B = 0) =
1

Zk (B = 0)

∑

S1=± 1
2

∑

S2=± 1
2

eβJS1S2 ...
∑

Sn=± 1
2

Sne
βJSn−1Sn ...

...
∑

Sm=± 1
2

Sme
βJSm−1Sm ...

∑

SN=± 1
2

eβJSN−1SN eβJSNSN+1

ª��e�h��¡»����� �°�����d�����h�[¢����)�v�h�­º¦�����e�n� ¶ �����¬§�§��n�����Î�^���v���[�­�n� �¤�h��© Ô © Ü¯© �ñ© Ç¨©����h��±��¤È�v�e���h���
m > n

©
Kn,m (T,B = 0) =

1

Zk (B = 0)

∑

S1=± 1
2

∑

S2=± 1
2

TS1,S2 ...
∑

Sn=± 1
2

T ′
Sn−1,Sn

...

...
∑

Sm=± 1
2

T ′
Sm−1Sm

...
∑

SN=± 1
2

TSN−1,SN
TSN ,S1

=
1

Zk (B = 0)

!°²���� ((
T
)n−2

T ′ (T
)m−n−1

T ′ (T
)N−m+1

)

�y��� �g�n�°�¤� ¶ �n� ���d�É���e�h�¤�h�������xÇy������§��h��� £ �������x§����¨�e� ���n�>!°²���� ¶ #)¡°�e�e��¼ �«� �¬����¼ ���h����¬�v�'Ï
Kn,m (T,B = 0) =

1

Zk (B = 0)

!°²���� ((
T
)N−m+n−1

T ′ (T
)m−n−1

T ′
)

:Ú�h�#���n�a¡�¢�§�§��n�����e�a���d�e�n� �¤�e������Ê'�n� ¶ �¨�°��� £ �[�h���Ø���e�«�����
T

�����
T ′ ���n�������n�a�¬�¤È�v¼ ���¬���h��©�¥[�´�X���­Ê��J¢������¨�­�n�d�v�h�v����§H<����d�X¼ � £ �¤�e�h�v�¨�g�n�X�¤�n��º¦�¬�v��� ¶ �n� ¶ �Ú�g�n���h¼ �����n��©ºÄ�d���¤�n�yª´�Î·����#���d¢��

L :=
βJ

4�n�����¬�d�v�h�J���e��Ï
T =

(
eL e−L

e−L eL

)

T ′ =
1

2

(
eL −e−L
e−L −eL

)

:;�d�0§³���J�e�n�X¼ �)���¤��� ¼ ���´��¼ �����h¼ �����n�J�v�e�n�)� £ ���d�d�hÏ
T ′ =

1

2
T

(
1 0
0 −1

)
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�¯ÿ°ø-VW��ö´û�ú[ÿ«ø�ÿ°ø��7�cÑ��RVW�´ú�ûÍû��¦ønù)��ú�ø��yú
�c�F�����´ÿ�ùxú[ÑL�´ö�������ö���Ñ5�¦úF���¯ÿ°ú�ûq�¦ø��yõ	�
��� � ó�ô
ª´�d�������n� ¶ �n�<���d���h�d�ÍÏ
Kn,m (T,B = 0) =

1

Zk (B = 0)

!°²���� (1

4

(
T
)N−m+n−1

T

(
1 0
0 −1

)(
T
)m−n−1

T

(
1 0
0 −1

))

=
1

4Zk (B = 0)

!¤²���� ((
T
)N−m+n

(
1 0
0 −1

)(
T
)m−n

(
1 0
0 −1

))

=
1

4Zk (B = 0)

!¤²���� ((
MΛM−1

)N−m+n
(

1 0
0 −1

)(
MΛM−1

)m−n
(

1 0
0 −1

))

=
1

4Zk (B = 0)

!¤²���� (
M
(
Λ
)N−m+n

M−1

(
1 0
0 −1

)
M
(
Λ
)m−n

M−1

(
1 0
0 −1

))

�����{§a±��v�v�n� ���d�
M

�g�n���h¼ �����n��©Éª��e�h�v�<º¦�»���v�dÀ������'���n�)�³�¬��� �¤�n�:��¢��v§��e�n�v�v�n�{¥T�#È���n�°Ù��h¡���¢����n�³Ù�¢��
T £ ���d�Ë�e���¤�h���d�e�����¬���n�JÇ��d���n��� �a��� ¶ �n�e�¬�����e���ñ©$:;�e�y¡�¢�§�§ �h�J���e�v¢���X¼ �)�[��§����e� £ �¤�e�h�v� ¶ � �g�n���h¼ �����h��©°ª´� ¶ � �g�n�"<��v�e���h� ���e�­�¤�e��¥��d���n�°�[�h������Ù�¢��

T £ �¤�e�§³�¬���n����Û��#� £ �[�h���<§�����������¼ ��������¡����n���e���v�X��¼ ����¿É¢��Ü#°��¢�§ �ç<)�'��Ï
(
eL − λ

)2 − e2L = 0

ª´�d�«Ìq<��v�������n� �X�¬���v�n�ÍÏ
λ1,2 = eL ± e−L

ºÄ�d�
T

(
x
y

)
= λ1,2

(
x
y

)

�h�v��Û��#��§³�¬�<�������Ä�¬��¼ �<�¤�e�¯¥��d���n�°Ù��h¡���¢����n� £ �¤�e�0���e�y�¤�d���n¡)����¢��v§��e�n���n��Ï

x1,2 =
1√
2

(
1
±1

)

ª¯�¬§��d�y���¬�g�n�����d�����h�v�h�#� �
M

�g�h���v�e§ §¨�h©

M =
1√
2

(
1 1
1 −1

)

M−1 =
1√
2

(
1 1
1 −1

)

ª¯�����
M

�v�n�e�����v�e�)Ù��n� �­�e��� £ �v�e�n�)��§����Ä��¢�� ¢��v���¤����¼ �<����¼ ���v��¼ �����h��©�Ö��h�v���h�����e�#��Ï

M−1

(
1 0
0 −1

)
M = M

(
1 0
0 −1

)
M

=

(
0 1
1 0

)
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ª´��§��#��Ù��n���n�e�¤�^��¼ �)���v�e¼ �<�������h��Çy�����¤����¼ ¡�����²��e����©":×�n���n�

Λ =

(
λ1 0
0 λ2

) �h�v��Û��#�
§³�¬��Ï

K =
1

4Zk

!°²���� ((
Λ
)N−m+n

M−1

(
1 0
0 −1

)
M
(
Λ
)m−n

M−1

(
1 0
0 −1

)
M

)

=
1

4Zk

!°²���� (( λ1 0
0 λ2

)N−m+n(
0 1
1 0

)(
λ1 0
0 λ2

)m−n(
0 1
1 0

))

=
1

4Zk

!°²���� (( λN−m+n
1 0

0 λN−m+n
2

)(
0 1
1 0

)(
λm−n

1 0
0 λm−n

2

)(
0 1
1 0

))

=
1

4Zk

!°²���� (( 0 λN−m+n
1

λN−m+n
2 0

)(
0 λm−n

1

λm−n
2 0

))

=
1

4Zk

!°²���� (( λN−m+n
1 λm−n

2 0

0 λN−m+n
2 λm−n

1

))

=
1

4
(
λN1 + λN2

) (λN−m+n
1 λm−n

2 + λN−m+n
2 λm−n

1

)

ª��e�h�����e�n�)�T�e§ §��h�T��¢¤¼ ���v��¼ ���T�����¬����¼ �������d�X¼ �a�����h©�Öx±��T�ÎÀ°���v�h§¹����¢�Æ��
N

¡@<������h�����d��¬�g�n�Ë�n�e���e�����´Ù��n���n�e�¤�^��¼ ���n� £ ¶ © Ü¯©
λN2

�e§ �y�h�����h�¯�­�n���e���v�v�n� £ �­�n���
λ2

���n�Ë¡°�d�h�d���h�v��¤�n���g�n�X�¤�h��¥��d���n�°�[�h�����Ë�e���hÏ

K ' 1

4
(
λN1
) (λN−m+n

1 λm−n
2 + λN−m+n

2 λm−n
1

)

=
1

4

{
λ−m+n

1 λm−n
2 + λN−m+n

2 λ−N+m−n
1

}

=
1

4

{(
λ2

λ1

)m−n
+

(
λ2

λ1

)N−m+n
}

Xg����Û�¼ �����x���h��§��n� ���d����� £ ������� m−n �¤�h�¤�v�e�X¼ �a¡°�e�n�e���n���¬�X� N
2

�X�'��©¬ª´����� ¡=<������n�a���d��¤�n� ¶ �­�n�d�v�n�JµÍ�h�v§	���h���h� �¤�n�J�n� �'���n�³Ù��h�v����¼ ���XÛ������e���h� £ �­�n�e� λ2

λ1

¡)�e�n�e���h�­���e��¥T�d���[�X���h©
�'�'����§����n¡��h���v�

m−n ���n�¤���d�X¼ �a���P<�Æ��h� �¬�X� N
2 £ ��¢¯¡=<������h�¨���e�É���n� �n� �'���n�aµ �n��§Â���h���h��¤�n� ¶ �[�h�#���n��Ù��h�v����¼ ���XÛ������e���h��©ñÖx±��\.v�¤�n�¤���d�X¼ �L/³�v�h�e¼ ���n�Ø���¬�g�n�[§��n�X�'�a��¼ ��¢��×�nÀ°�v���n§¡°�d�h�d���2:×�n�v�v� £ ¶ © Ü¯© ô�ó�ó�ó ©@�'��� ¶ © Ü¯© λ2

λ1
= 1

2 £ ��¢ �­Û��v�h�J�¤�e�Ë���h�e���n�<µÍ�h�v§��¯���h�v�h�#� ����§
�¤�n�×Ö���¡���¢�� ( 1

2

)2000 Ù��n� �v¼ ���d���¤�n��©gÜ­�n�
N ≈ 1023 ���e���2�����h�0ª��dÞg�h�v�h� ¶ �h�ÚÙ�¢�� ô�ó�ó�ó²�� �¬¡)�v�X�v¼ �J���X¼ ��� �n©

!¤¼ �������n�Ä���e� £ ¢��2�����y¥��v���n�����X�y�e¢����e��¼ �Ä�X�'� £ �e���¤�h§®���e���g�h���v�e§�§«����!°²��e��²����¬���¨�¬���'È�­Û����e�n��©?!°¢ ¡=<������n� ���e� ¶ © Ü¯©
m = n

��Û¬���e�n�Í©)Öx±����¤�e�¯Ã´¢������n�X�»�v�e¢����'� ����¡����d¢����n���­����È�v�h�����e�y�������
K =

〈
S2
n

〉
=

〈
1

4

〉
=

1

4



ü[ �þeü�þ úTø����´ø��Äú
�¯ÿ°ø-VW��ö´û�ú[ÿ«ø�ÿ°ø��7�cÑ��RVW�´ú�ûÍû��¦ønù)��ú�ø��yú
�c�F�����´ÿ�ùxú[ÑL�´ö�������ö���Ñ5�¦úF���¯ÿ°ú�ûq�¦ø��yõ	�
��� � ó �
:;�e�y���n� ¶ �n� m = n

�d�<�������h�v�ËÖ�����¡����d¢��<�n�e��Ï
K =

1

4

{(
λ2

λ1

)0

+

(
λ2

λ1

)N}

→ 1

4�e§ÝÌ��e§ ���
N → ∞ ©�Ö��n�����h��¡=<������h�Ä���d� ¶ �­�n� ���h����¼ �°���������7!°²��e�����g�Î������¼ �)�v�n� £ �ñ© ��©

m = n+ 1
©�ª¯�¬���<�h�v�����#���n�����d��Ï

K =
1

4

{(
λ2

λ1

)1

+

(
λ2

λ1

)N−1
}

→ λ2

4λ1Öx±��´�ÎÀ°�v���n§R�'� �¬��¡��«Ã´¢�²�²��d�����2¸
J → ∞ ½y�v�d���Ä���d�a���h�e�¤�h�¦¥T�e���h�)�­�n�v�v�¨���e�n�X¼ ��¥��d��� £�����

K = 1
4

©�ª��e�h�Ë�X���0�����¯¥T�����n�����e�¯Ù�¢��e�d�h�ËÃ´¢������n�X�»�v�e¢�� £ �¤�h���2�g�n�T�nÀ°�v���n§ �����¬��¡��h�Ã´¢�²�²��d�����0�[�h���¤�h�³���X¼ � �¬�e�d��!°²��e���T���d�h�e¼ �³Ù��n�����¬�d�v�h��©�Õy§����n¡��h���v�����e���³�g�n�
J = 0

�¤�d��g�n�X�¤�n�2¥T�d���n�°�­�n�v�v�
0

�����
2
©�ª¯�¬§��#�Ë�X�'�

K = 0
©gÃË�h�d���C*y�g�n��� ����¼ �)����� £ ���n���¦¢������:×�h¼ ���v�n�e���e�v¡°�����<Ù��n�����¬�d�v�h�×�v�e¼ ���¤�e�9!°²��e���0�����¬����Û¬�����d�<Ù�¢����n�e�������¤�n��©��%�)�v�n���h�����¬�)��X�'�T����¼ �a�¤�h�TÖ����d� ¶ �­�n�e�n�iAy�������v²��e��� £ ��© ��© m = N
�����

n = 1
©�:;�d��§³���¨�e�n�X¼ ���T�v�d�h�)� £� ±��������¤�e�h���¬�¤���������v�n�e���Ë¥T�����h�����X�����d�0�g�n� ¶ �[�h���g�n����¼ �)���¬�v�v�n�	!°²��e��� £ �n�e� ¶ ����Û�¼ �����±��g�n��� ����¼ ���n�����n�T¥�Þ��n¡)� £ �¤�n���������­¡»�¬���0Ê��¨�h�����[�h�d��§��������e¼ �)���'���d§�§��n�c7°Ç����h���[�h������e�a�����¨�h�v�e�����h�v� £ �����v�a���e��Ê��Ú²��h�v�e¢¤�¤�X�v¼ ���1Ay�¬���¤�����¤�e�����������n�{�n�e�����n� ±����v� �������h�¸

SN+1 = S1
½ £ �������Ä���h���n�����d� £ �����v�����y�v�e¼ �<���h¼ ���h�����h¼ �����e��¼ � � �»����Û�¼ ���d�X¼ �J��§ ¶ �­�n��g�n����¼ �°���¬�v�v�H!°²��e���Ë���¬���¤�n�d�h©�:;�e�0�������h�Ú�����0�¬�X��¢��n�e�×Ç������Î�^��¡��0�h�d�����Î�^�������h� £ �­���

¶ �n�e�¬� £ �����v�a�����v�n���9A���¼ ���°�����¦�h����� � ±��
N → ∞ ¸G���¬��� ���e�¤���h�a¡��n�e���1Ay�¬������²��e���§��n����� ¶ �0©��°������¢°¼ ���n�e���h��½��¬���v¢��e�¤��¡�¢��v���n¡)���e���h©

:Ú�h�#���n��� ±������y§³�¬�<�¤�h�<Ü­�h�����#Þ2�¤�h�yÃ�¢��v���n�X�»È���d¢������XÛ¬�������h�d� £ �¤�n�É�h�d����Ç����v���¬���[±����h�T�¤�d�'A��h�e¼ �°�­�n�d�v���¤�n�i:×�h¼ �����h�d���e�v¡°������§³��¼ �)�hÏ

ξ (T ) = −
[
ln

(
λ2

λ1

)]−1

Ç������¬�����n���n�<ºÄ¢¤�¤�n�e�e�P#¤�'���n§��n�����e���<�¤�e�h�v�0ª��n·����d�v�e¢��<�n�e���v�e¼ �)�v�e���h�h©$:×�n���n�
Kn,m (T,B = 0) =

1

4
e
|m−n| ln

“
λ2
λ1

”

� ±���¡°�e�n�e���«Çy���'� Û¬���¤� |m− n| ¸G�ñ© �Í©��¤�n���v�e�e¼ �<¡°�d�h�d���n�y�¬�X� N
2

½[���e�#��Ï
Kn,m (T,B = 0) =

1

4
e−

|m−n|
ξ(T)

O������Q<�Æ��h�
ξ (T )

�e��� £ ��§��v¢<�e���������¬§��h�´�^Û��d�d�¨�¤�e� Ã�¢��v���n�X�»���d¢��2�¬�Í©ÍÇy����¼ �������d�X¼ �×¡)�X�¬��X�'�y����¼ �����d�
T
È%Çy����Û¬�����d��¡��h�#�­Ù�¢��

ξ (T )
©?:;�d�y���X�����h�J��Û�§��d�X¼ � £ �����v�����d�d�hÏ

λ2

λ1
=

eL − e−L

eL + e−L



� ó=� õ0ö�÷Tønùxú�û;ü[ �þ1�¦ö��'�yú´ùxø�ÿ"� �xÿ
�[¢����h�

L
�e�d���h�¬�¨�d�

β
�X���h© Öx±��a¡°�d�h�d���

T £ �ñ© ��©Í���v¢�Æ��
L £ ���n�)� λ2

λ1

Ù�¢������)���n�Ø���h���h�
¥T�e���-Õ��������n�J���n�)�

ξ (T )
���h���h�;�����n���¤�d�X¼ ��©�Öx±�� ���v¢�Æ��

T £ �ñ© ��©
L → 0 £ ���d� � λ2

λ1�y���e�������
ξ (T )

���n�)� �h���h�¤�^�¬�e�X�¨���n���h�{�y���d�ê©�Õy���:�����a�X�'���¬��¼ ���e¢����e��¼ ��Ï�O��J�"<����n�
T £ ��§³��¢³����Û��v¡��n���e���y�¤�e�Ë�v���h�v§��X�v¼ ���ËÜ­�n�­�n������� £ �v¢³�������­�eÛ������h�v���n�X¼ �°�[�h�#���d����:×�h¼ �¤È���h�d���e��¡)�������h�Ä¡>����§Ý§��n���¯§H<����d�X¼ �2�v�d����©gÕ�§ ���n¡��n���v�´�h�v¡��n���)�´§³��� £ �������´�v�e¼ �Ú������n�e���¤�e§��n���v�d¢����¬�e�c�'�v�d���¬È%ºÄ¢¤�¤�n�e�¤� ±��

T → 0
�d§�§��n�[§ �h����¢��������Î� £ �ñ© ��©°�¤�d�2!°²��e���T�­¢��dÈ�d�h� ���¤���n�e���n�TÌ Û¬�����n���v¡»�¬�X�

ξ (T )
²��������d�e�n�¤���v�h���n��©¬Öx±��[µÍ�h§ ²g�n� �»�������n���¬§¹������¢��d���v�n��y���e�e²�����¡)�a���n�X¼ �)�a�¤�e�h�v� ÌÍÛ������h���v¡>���e�<±����h�a�¤�h�������v��§«�v�h�Øº¦�¬�����Î���n� £ � ±��a�nÀ°�v���n§��¢�����µ �n§�²g�n� �»�����v�h� ���P<����T�¤�e���v���n��§ �X��¼ ����Ü[�h�[�h�������¯�v¢��)�¬���¤�e��Ã´¢������n�X�»�v�e¢��a�¤�n�T�¤�dÈ�v�h¡)�v�n� �´��¼ �°�����v��©¬ª´�e�h�v��¥T��¡��h���)�v���X�v�v�y�v�d���������[��� ���X¼ �����X¼ ���­���n� £ ���e�����¬���v�h� �¤�e�h��v¼ ��¢������h���¤�n��Ü­�h�v��¼ ���°�����a���n��º¦�������n�v�X���e�n������� �e��Ç�����Û¬�����e��¡��h�#�y�¤�h�yµÍ�h§�²��h���¬�v����������h���n��©
;y�e�n�a���v�h�)�a�����¨§��#�

ξ (T )
�¬�g�n� ¶ ����Û»� ¶ �e�e¼ ���n�e��� � ���¬�)�v�d���¬�v�eÙ�� Å¯�Q<�Æ�� ¶ ���Ü­�h��¼ ���v�h�d������� ¶ �������h��� ±���������©

}�~$ªs~ ��©����
G
N :5Û������n���<�������n�e���¤�e§��n���v�d¢����¬�e���'�v�d����Èsº¦¢°���n�e��§��#��¡°��� ¶ ���n�X¼ �°�[�h�#���#È���h��:×�h¼ ���v�n�e���d��¡°����� ¡��n�e���n�2¿T�����v�n�°±��g�n���������³�g�n�
T > 0

�������d� ¶ � £ �X�'�Ë�¤�d���´� ±��¯�����
¶ �­�n�X�¤�e§ �h���v�d¢����¬�e� ºÄ¢¤�¤�h�d���¤�n��Ö����d�ê©Éª�¢���� ���e�¤�a���«� ±��

B = 0
�n�e���n�{¿T�����v�n�°±��g�n�vÈ������� ¶ �[�h�#���n� Ô � �¤�°���������h�

TC > 0
¸^�°����§��#���´Û�¼ �����v�nÈs�´��¼ �°���¬�vÈ :Ú��¼ �����h�d���e��¡)�����)½Î©Çy�e�d���n§��n�e�<���e�#�y������±2è5\ Ê ï ä�í'&�ãnç�ägè-\8í Ægá�è ð \vè Ê Ï

¥��d� �n�e�¤È¯¢¤�¤�h� ¶ �[�h�e���d§��n�����e¢������d���7!$#¤���v�n§ §��d� ¡�¢��)�v�e�°���d�h�v�e�X¼ ���n��!?#)§�§��Î���v�e�Ú¸ ¶ © Ü¯©Ay¢¬���¬�v�e¢������P#)§�§��Î���v�e��½ £ �¤�d�Ø�e§ Å¯������� ¶ ����������� �v²g¢��)�����Á���h����¢°¼ ���n�Á�X���{¸^�ñ© ��©��¤�h�Å¯������� ¶ ����������� �e���T���X¼ ���T�e�°Ù»�¬���e�����É���)�v�h���¤�e�h�v�n�
!$#°§�§��Î���v�e��½x�����a¡°��� ¶ ���n�X¼ �°�[�h�#���d���n�:×�h¼ �����h�d���e�v¡°�����¦¸ ¶ © Ü¯©��nÀ¤²�¢����n�)�v�e�n�e� ���¤�^�¬�e�e�n����½��������d� ¶ �´�g�n�Í�h���¤�e�e¼ ���n�´µ �n§�²g�n� �»�����¡��n�e�����e���������n�X¼ �°�[�h�#���d��� Ô � �¤�°������©�¸^Öx±��³�h�d���n�Aº¦�¬�����Î���n�{�g�h���n�¤���Î� ����� £ �����v���¤�e�º2�¬�����Î�v�X�v�d�h�v�����a�e§@�����d�d� �n�X�<���e�n�X¼ �J�����e�Í�X�'��� ±������d�e�
T > 0

© ½

%�¡�(±° »½3561¸93 ¿Å8'69¾
354�610�+58'¾�¢�¾q356P£�Ã-¤ 4Y¸98'+-+ì¿Å3±/¤,9618'61¸9+53±Ã
ë©¨98Wº²ª 8'ë©¨9¾
8'+¬« 3¶º�.H,16P£�¾�Ã-³¼8'35ë©¨C«ñ8'3±/
8

:;�d���g�Î������¼ �����n�J�)���1!°²��e��� £ �¤�e�¯§��d�y�¬�e�d�h�J�¬���¤�n���n�9!¤²��d����§ �d�����e�n�X¼ ���n��Ã´¢�²�²��e�����)�'È�'� Û¬��¡�� �[��¼ ���v�n�e���d��¡��h��©gª´�e�h�«���v�h�d�d�0�n�e���³¥T�e���v¼ ����Û���¡°�������d�Ø�¤�h�«Çy�v�0���n�0�����h���¤�e�e¼ ��v�h�e¼ �)�'�­�n�d�v�e���h��:Ú��¼ ���v�n�e���d��¡°�����J���¬� £ ��� ¶ © Ü¯©ñ�¤�e�K�[¢����d¢�§¨��¡°� �»�D�Ë�¬��¼ �Ú�����n���¤�d�X¼ ���A��n�X¼ �°�[�h�#�����������d� ¶ � £ �¬�g�n��§��d� 1
r2

�¬�¤�^Û��d�d�h©�ª��e��Ç������¬��§ �[�e��� ���d�e�n� �¤�e�������"<��v�e� £ �[�h�d�����d�A��h¼ ���)�����«��¢��������������d�h�e¼ �³��¼ �)���e�n���e���n����±����¤��©�Ç����T���h¼ �����n���e��¼ ���n� Å¯��±����¤�h�¦¸^����§��#��¤�e�0¥T���n�����e�0��²�Û»�v�h��²��v¢�²�¢������d¢����¬� ¶ � N �X�'�8½����e�n�)�
Jnm

���d�¯� ¢��e�¬�y�����nÏ

Jnm :=

{
J
N
, n 6= m

0,
��¢����'�
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�F�´ûÍø-���yú
���¦úF���´ÿ°ú[û��¦ø��yõ	���7�yÿ"Ñ���úTø-�����¦úTønùxú � ó@�
ª´�d�������d� ���d�<�¤�e��;���§ �e�d�v¢���� ����¡)�v�e¢��Ä�¤���'�'���e����§ ¢¤�¤�h�d�X�­�n�e���������n� ¶ �hÏ

H = −1

2

J

N

N∑

n6=m
SnSm − h

N∑

n=1

Sn

�­¢��g�n�ñ���e�y���¬� �¬���¤�n��¡��n� £ ������� h = gµBB
�e���h©?:;�e�y¡=<������h�J����� ¢���§ �h��Ï

H = −1

2

J

N

(
N∑

n=1

Sn

)2

+
1

2

J

N

N∑

n=1

(
S2
n

)
− h

N∑

n=1

Sn

ª´�n� ¶ �[�h�#���«µÍ�h�v§ �X���y��¢¬�'�­�n�����d� £ �­�n�e�ñ�e§ �n� ���v�n�<µ �n��§@�¬��¼ �����d�e�
S2
n

���¤�D�v���Î���n��©:Ú�h���h�
S2
n = 1

4

�n�����e�¤���¤�n� ¶ �[�h�#���0µÍ�h�v§ �h�d���0¡�¢����'� �¬�)�v�¯¥T���h�v���d�h¡�¢������n¡)�v���­Ù�¢�� J
8 £���d�Ë� ±����[�h�#È���n����Ü­�n�v� ��¼ �)�v�������n�a�d�����n�e�nÙ»�¬�)�É�e��������� �d§¹� ¢��e���h���¤�n� �­�n�����n�X�������h�«���e���ñ©=!¤¢�§��#�T���d�d�hÏ

H = −1

2

J

N

(
N∑

n=1

Sn

)2

− h

N∑

n=1

Sn

ª´�d��X����'� �¬�����v�v��§�§��¯�X���
Zk (T,B,N) =

!°²���� (
e−βH

)

=
∑

S1=± 1
2

...
∑

SN± 1
2

{
e

βJ
2N (

PN
n=1 Sn)2

∗ eβh
PN

n=1 Sn

}

=
∑

S1=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2

{
e

βJ
2N [

PN
n=1 Sn+ hN

J ]
2− βh2N

2J

}

¸ 4 �����¤� �»���e��¼ ���¦¥��v�)Û¬� ¶ �����{�e§¾¥�À¤²g¢����h�����n��© ½	Xg���ÄÇy���v�­�n�v�v����� �����n�d� �n�5���e�<�°����)�¬� ¶ ���d�n���d� �¤�d��µÍ���X¼ ¡)¡°�X�'��� �����Ø��<�� �¤�n�����¤�e�P´0æ->N> ãS\H"¬ísß î \vã î%ð æ ðÞ]hïDî à á°íµ�¶"�èÎä îGïDî ( î ¶ �µx�¬����Ï
ea

2

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx e−

1
2x

2+
√

2ax

;��d�h���e���
a2 = βJ

2N

(∑N
n=1 Sn + hN

J

)2 ©�Çy�X��¢�Ï
Zk (T,B,N) = e−

βh2N
2J

∑

S1=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2

ea
2

= e−
βh2N

2J

∑

S1=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2

1√
2π

∫ ∞

−∞
dx e−

1
2x

2+
√

2ax

�´��¼ �����n�v���¬���v¼ �°����� Ù�¢��	!¤��§�§ �h�<�����1�%�)�v�n���������n����Û¬�d��§�����Ï
Zk (T,B,N) =

1√
2π
e−

βh2N
2J

∫ ∞

−∞
dx e−

1
2x

2 ∑

S1=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2

e
√

βJ
N
x[

PN
n=1 Sn+ hN

J ]
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ª��e�h�y���n���n�����d���g�h�����h�y�'��±�¼ ¡°�[�h�e�v�Ë�¬��©JX�����Û�¼ ���'��Ï
∑

S1=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2

e
√

βJ
N
x[

PN
n=1 Sn+ hN

J ] = eh
√

βN
J
x
∑

S1=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2

e
√

βJ
N
x

PN
n=1 Sn

= eh
√

βN
J
x
∑

S1=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2

N∏

n=1

e
√

βJ
N
xSn

= eh
√

βN
J
x
∑

S1=± 1
2

e
√

βJ
N
xS1 ...

∑

SN=± 1
2

e
√

βJ
N
xSN

= eh
√

βN
J
x



∑

S=± 1
2

e
√

βJ
N
xS



N

= eh
√

βN
J
x

[
2 cosh

(√
βJ

4N
x

)]N

ÃË�n�e���0Ü��¬����� £ �h�����e� � ��¢¤¼ ����Û����v�d�X¼ ���n��©$:;�d�´���n� ¶ �h�����d�������d���¤�n���h�d�ÍÏ

Zk =
1√
2π
e−

βh2N
2J

∫ ∞

−∞
dx e−

1
2x

2

eh
√

βN
J
x

[
2 cosh

(√
βJ

4N
x

)]N

!°�������v�d�v���v�e¢���Ï
y = x√

N
⇒ dx =

√
Ndy

Ï

Zk =

√
N

2π
2N
∫ ∞

−∞
dy e

−N
h

βh2

2J
+ y2

2 −h
√

β
J
y−ln

“
cosh

“√
βJ
4 y

””i

¥������e�d�����e�v¢�Ï

Zk (T,B,N) =

√
N

2π
2N
∫ ∞

−∞
dy e−Nĝ(T,h,y)

�­¢��g�n�
ĝ (T, h, y) =

y2

2
− h

√
β

J
y − ln

(
cosh

(√
βJ

4
y

))
+
βh2

2J

ª��e�h�v�TÖ�����¡)�v�e¢��«�¬���¬�Ü#°�v�e�n���n�¯���d���n�'�­�������h���¬���h�h©ÎÜ­�X���¬���°�¤�h�«µÍ�h�v§
ln

(
cosh

(√
βJ
4 y

))

���¬���¤�n�d�Ä�h�Ä�v�e¼ � ��§ �h�d� ¿É¢��Ü#°��¢�§ ¶ �[�h�#���n�ÂÅ¯�����¤�h���e�
y
©yÖx±��

y = 0
�X���2�¬��¼ �

ln

(
cosh

(√
βJ
4 y

))
= 0

©¤Ü[�h������¢�Æ��h�
y

Ù��h�v��Û��#�����X¼ �
cosh

(√
βJ
4 y

) ���e� 1
2e
√

βJ
4 y £�ñ© ��©dÏ

ln

(
cosh

(√
βJ

4
y

))
= − ln 2 +

√
βJ

4
y, y → ∞
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Çy�����d�X�¤����� ô�� © � Ï
ĝ (y)

�e§@�����e�#� �h�e�
ª¯�Ú�v�X¼ �:�¤�e�h�³����¼ �{�°���³���e���n�e�:¿É¢��ç#°��¢�§ �n� �'���n�:Å¯� �����h� Ù��h�v��Û��#� £ �¤¢�§��e���d�h����� ±�����v¢�Æ��

y
�¤�n�

y2 Èsµ �n��§<©¬Ö ±��
h = 0

�v�n���h�a���e���¤�e�h�T�d�³Çy����© ô�� © � ©��%�����d�����h�TÇy�����e�X�¤�����¡»�¬���2§³�¬�×�¤�n�Ú¿T�����v�n�°±��g�n��������� ��¼ ��¢��×���h���n�Í©J:;�e�Ë�[¢��d�e�n�Ú�¤�d���Ë�¬��¼ �Ú�v��¼ �����n���X�v¼ ��g�h���v�e§�§ �h��©"�%§®�y���e�#� �h�e�����d�d�hÏ

ĝ (T, h, y) =
y2

2
− ln

(
cosh

(√
βJ

4
y

))

¥������d���y�)�����h�d���¯¡°���#���e��¼ ���0µ �n§�²��h���¬�v���
TC £ �v¢³������� ∂2

∂y2 ĝ
∣∣
TC ,y=0

= 0
���e�#� £ �ñ© �Í©��h�

�e�d�h�¬���h�d�)!��»�����n�e²�����¡)�­Ù�¢���©�ª´�n��Ü­�n�­�n�X���e���[�)�¬� ¶ �h�d���^��¼ ��Ï)º¦�¬�³���h¼ �����Î� ∂2

∂y2 ĝ
∣∣
TC ,y=0�����nÏ

∂2

∂y2
ĝ
∣∣
TC ,y=0

= 1 − βJ

4 cosh2

(√
βJ
4 y

)
∣∣
y=0

= 1 − βJ

4

= 1 − J

4kBTÖx±��
TC = J

4kB

�e���¯���e�v¢³� �»����Û�¼ ���d�X¼ �Ä�¤�d� ¶ �­�n�d�v�aÇy���e�n�d�v�����������d�ê©�Ö��¬�e�X�
T > TC

�e��� £�v¢<���»�
ĝ (T, h = 0, y)

�h�d�ØºÄ�e���e§¨��§ ���h�
y = 0

ÕÍ�¤�e�h�v�h�¨ºÄ�d���d§a��§ �X�'�a���e¢������ £ ���e�
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Çy�����d�X�¤����� ôS� © � Ï
ĝ (y)

�e§ º¦�������n��� �n�X�
§³�¬�×�d�h�e¼ �)�«���¬� �¬�×���e�n�)� £ �������0�¤�e� ¶ �[�h�#���³Çy���e�n�d�v�����<� ±��

T > TC
�'���Î���Ë���P<�Æ��h�¯���e��y���e���X�'��©"�'���

T < TC £ ��¢����e�¤�y��� ¶ �­�n�T¸ �h�)���¬�v�v�n�v�>½�ºÄ�d���d§³� £ �¤�d�0�¤�e�«Ü­�h�¤�e���������
∂

∂y
ĝ = y −

√
βJ

4
tanh

(√
βJ

4
y

)

= 0

�n�v� ±��e�d�h�J����� �°�����°��§��n���X�v¼ � ¶ � ·����¤�n�Ä�v�d���ñ©?:Ú�h�d�
ĝ

�P#°§ §��n�v���e��¼ � �e�
y

�e��� £ §a±��v�v�n����»��±����d�X¼ �×¸G�¬��Æ��n���g�n�
y = 0

½ ¶ �[�h��ºÄ�d���d§³��Ù�¢��v�e�e�n���h��©
Çy�������n§ X����v��§�§ �h���������¨Ù�¢��

Zk
�����

ĝ
���e� � ¡°�X�¬� £ ��������� ±��

N → ∞ �¤�n�';�����²¤�vÈ���h�#������� ¶ � Zk
Ù�¢��Ø�¤�h��ºÄ�d���d§³�ÄÙ�¢��

ĝ
¡�¢�§ §¨�h©

Zk
�X�'�«� ¢��d���d�X¼ �×� ±��

T < TC
Ù°�e�n����Q<�Æ��n���¬�X�­� ±��

T > TC
©

Öx±��
h > 0 £ �ñ© �Í©°� ±����n�e�������v¼ ���¬�d�v�Î���h�­º¦�¬�����Î�v� �n�X� £ ���e���J�¤�d�Ë¥T�)� �¬�v�v�����³�¤�h��ºÄ�d���d§³��¬�¤� ���n��¢����h��¸GÇy���Í© ô�� © � ½8©»¥����n�)�����v�h�)����¢�§ �d�T�n�e�����e¢������d����¸^�����¬���d�e�h� ½É����� �h�d���e¢�¡»�¬�e�h�¸ §��Î� �����������d�e�h� ½­ºÄ�e���d§a��§<©

����¼ ���¤�n§ ���e���°��� �����T���h�v�����#���n�³Ù�¢��
ĝ £ �[�h�e¼ ���h�����e�h�¤�h�v��§

Zk
�g�n�n�e� � ���v��� £ �¤�X��¡°�¤È�v�e�n�v�x���¬�g�n� £ �v¢��e�°�)��� Zk �e§Â�v���h�v§�¢¤�?#°����§ �X��¼ ���n�¨ÌÍ�d§����­¸G�¬�X��¢

N → ∞ ½ �g�Î������¼ �����Î��[�h�����n��©{:;�d�����¬���h� �­�n�d�v�h� £ �������­�¤�n�';�����²¤�����h�#�������¨Ù�¢��
Zk

�¤��� ¼ � �����[���d¢����¬�e��ºÄ�dÈ���e§¨��§ Ù�¢��
ĝ

���n���n�g�n� �e���h©�Ç��e�v¢×���d�n�v�n� ���X¼ � �h�d���<µx��#°�d¢��v�h�)�'���e¼ ¡°�e�����¦��§ �¤�e�h�v�h�ºÄ�e���d§a��§ £ �ñ© ��©���§ y0 (T, h)
����©�Öx±��y�¤�e�h�v�h�����d�d�hÏ

0 =
∂

∂y
ĝ (T, h, y)

= y − h

√
β

J
−
√
βJ

4
tanh

(√
βJ

4
y

)

y0
�X�'�­Ì�<��v�����a�¤�d�����h�[Å¯�e�n�X¼ �)������©@:;�d�[���¬�g�n�³�g�n���n�d�������h�v�n���n� £ �������É� ±��

T = TC
�����ºÄ�e���d§a��§ �g�n�

TC = J
4kB

�e�d�h�¬��©�ª��e�h�0�X���¨�¬��¼ �×�d¢����X�v¼ � £ �[�h�d�T�������Ø�¤�e���v���h�v§��X�v¼ ���¥T���h�v���d�y�e�J���d�ËÅ¯�P<�Æ��n��¢�� �¤�°�����0�¤�n��Ã´¢�²�²��e�����)��¡�¢����������)�v� J
4

¡�¢�§�§«�¯¸^�¤�h�­Ö��¬¡)�v¢�� 1
4¡�¢�§ §¨�y���¬���h� £ �����������d�����¬�e� ¶ �����e�d����!¤²��d�������n�v� ��¼ �)�v�h�<�������d�Ä�¤�h��;���§��d�d�v¢��¤� ����¡)È�v�e¢�� �¤�h�­µ �n��§

J
∑
S2
n

�¬�¤�D� �¬��¼ �)�v�>½8©
TC

¡@<������n�³���e�[�¬��¼ �³�d� ���n�[!��»�����n�e²�����¡)� �����d�h�#È¼ �°�������e���n�)�v�d· ¶ �e�n���n�ÍÏ

y =

√
TC
T

tanh

(√
TC
T
y

)
+

h

2kB
√
TCT

µ
#°²��X��¼ ���¯Ìq<��v�������n�J���d�����h��Å¯�e�n�X¼ �°�����³�v�n���h���v¢ ���������e�¯�e�<Çy����© ô�� © ¯ ©¤Öx±��
B = 0 £�ñ© ��©

h = 0 £ �X�'�0���������h�v�����#���n�×�¬���������¦�¤�h�´Ù�¢������n�´���n�v� ��¼ �)�v�n�v�h�2ÃË����Ù��n�Ä¡°�X�¬��©��'���
T > TC £ ��¢y���d���x���Í�°���x�n�e�¨ºÄ�e���e§¨��§ £ �ñ© ��©>�)��� �h�d���­Ì�<)�������

y0
© �'����Ê'���¤¢¤¼ �

T < TC £��¢2���e�¤� ��� ¶ �[�h�[ºÄ�e���e§³�2���������¬§��d������¼ � ¶ �­�n��Ì�<)���������h� £ �����a�¤�d�t!°²��������)�'���n�e�d�
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�F�´ûÍø-���yú
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Çy�����d�X�¤����� ô�� © ¯ Ï¤Ìq<��v�������h�����n��!¤�¬���v�h�d²�����¡)���v���e�n�X¼ �°�����
�h�v¡°�XÛ¬�v�h©�Ç���Æ��h�v���¬�e� Ù�¢��

h = 0
���e�¤���h�����v�Î� �­�)���[�h�d��ºÄ�d���d§a��§ £ �¬�X��¢ �¬��¼ � �°�����h�d���Ìq<��v������©

������� ±������n�����d�����d�0µx��#)�e¢����n�)�'���X¼ ¡°�d�����¨Ù�¢��
ĝ

��§
y0

�¤����¼ ��Ï
ĝ (T, h, y) = ĝ (T, h, y0 (T, h)) +

∂ĝ (T, h, y)

∂y

∣∣
y0(T,h)

∗ (y − y0 (T, h))

+
1

2

∂2ĝ (T, h, y)

∂y2

∣∣
y0(T,h)

∗ (y − y0 (T, h))2 + O
(
(y − y0 (T, h))3

)

:;�e�y���X�v�v�n�<�°���Ä�¬�g�n� £ �����v� ∂ĝ(T,h,y)
∂y

∣∣
y0(T,h)

= 0
�X�'� £ �¤�h���Ä�v¼ ���e�e�nÆ��e�X¼ � � ��#)�e¢��������d�Ê�� ��§@�n�e�<º¦�d���e§¨��§ �e�

y
���n����§<©�Ö��h�v���n���¤�Î·����d�h�v�h�<���d��Ï
ĝ (T, h, y0 (T, h)) := ĝ0 (T, h)

∂2ĝ (T, h, y)

∂y2

∣∣
y0(T,h)

:= a (T, h)

:;�e���n�����¬�d�v�h���v¢�§��d�hÏ
ĝ (T, h, y) ' ĝ0 (T, h) +

a (T, h)

2
(y − y0 (T, h))

2

ª´�d�������n� ¶ �n�<���d���e�Ä�¤�e��Xg�������¬�����v�v��§�§��Ë�n�e��Ï
Zk (T,B,N) '

√
N

2π
2Ne−Nĝ0(T,h)

∫ ∞

−∞
dy e−

N
2 a(T,h)(y−y0(T,h))2

:;�e� §³�¬�:��¢��e¼ ���JÅË�¬��Æ��d�)���n��� �¬�e�³�Ü<���� £ ��¢��d�d�v�J���h¡>�����)���v�n�e��©ÉºÄ�d���¤�h�H!¤�������v�d�v�¤���d¢��
y − y0 = z

�n����Û¬�d��§�����Ï
∫ ∞

−∞
dz e−

N
2 a(T,h)z2 =

√
2π

a (T, h)N
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���e�0���h�v�h�#� �­� �v±����n�����h�v�n���h�×¸^¢°���n���e�<���n�yÖ�¢��v§��h�e���¬§�§��d����������¼ �����h��¼ ���X�¬���h��½8©{:;�e��h�v���¬�d�v�n�<�¬�X�v¢���¼ ���e�d�hÆ��e�e¼ �ÍÏ

Zk (T,B,N) ' 2N√
a (T, h)

e−Nĝ0(T,h)

Çy�����¤�n�FXg���'� �¬�������v��§�§ �Ë¡»�¬���<���d�Ë� ���n�e�Ë¥T���n�����e�Ë²���¢�µ �n�e�X¼ ���n�<�g�h���v�e§ §¨�y�[�h�����n��©¸ ¿T��¢ØµÍ�h�d�X¼ ���h�{�X�'� ���e�J�e§�§��n� �v�d���°Ù�¢��e� £ �­�n�e�y�¬���¤�h�v���^�¬�e�e���¤�h�a�����n��§�¢¤�?#°���¬§��X�v¼ ���Ì��e§��h�y¡��n�e���n�ì!°�d���¦§³��¼ �)�hÏg�¤�d�¨� �v�h�d�a¥T���h�v���d�«�h�d���h�F!?#°���v�h§³��§��d�´�����h���¤�e�e¼ �2Ù)�e�n�e�n�µÍ�h�d�X¼ ���h�J�X�'�y�h���h�¤�^�¬�e�X�������h���¤�e�e¼ ��© ½
f (T,B) = lim

N→∞

1

N
F (T,B,N)

= lim
N→∞

1

N

(
− 1

β
lnZk (T,B,N)

)

= − 1

β
lim
N→∞

1

N
ln

(
2N√
a (T, h)

e−Nĝ0(T,h)

)

= − 1

β
lim
N→∞

(
ln 2 − ĝ0 (T, h) − ln a (T, h)

2N

)

= − 1

β
(ln 2− ĝ0 (T, h))

Çy�X�v¢�Ï

f (T,B) = −kBT ln 2 + kBT ĝ0 (T, h)

ª´��� �����¤�n�¤���Î� £ �������a���d�J� �v�h�d��¥T���h�v���d�J���X� ���¤�´�¤�h� ¸^���h�­� �h���v�n�³µ �n§�²g�n� �»�v���a¡�¢��¤È�'� �¬�)�v�h��½��h�����v�h�¦µÍ�h�v§R�e§R�[�����h�����d�X¼ ���h�¦�¤��� ¼ �2�¤�e�aÖ�����¡)�v�e¢��
ĝ (T, h, y)

���2�¤�n�¯��¢�È���h���¬���)���n�×ß�ã îGî èÎë @ æ¤ä°å î ë�·�Ë8æ¤ä)ç
y0 (T, h)

���n���h���h�Ä�e���h©gÖx±��
T → ∞ �e���

y0 = 0 £ ��������¬����� ¢��e�¬�a�����¨�¤�h§ Xg�����¬§�§��n���������
g (y) £ �������

ĝ0 (T, h) = ĝ (T, h, y = 0) = 0�e��� Õ��ñ© �Í©¤� ±�������¢�Æ��¯µ �n§�²g�n� �»�����v�h� � ¢��d���hÏ
f (T,B) ≈ −kBT ln 2

= −Ts (T → ∞, h)ª��e�h� ���¬���v�h�¨���e�x��¼ ��¢��Ë� �v±����n�x���h�v�n���n��Ï�Ö ±�� ���v¢�Æ��Tµ �n§�²��h���¬�v�����n�a��²��e�n�e�n�a�¤�d�[:×�h¼ �¤È���h�d���e��¡)�������h�Ø¡��n�e���1A�¢��e�d� £ �����{�¤�e��X��¬�����¬�e�e�n�¨§H<����e�e¼ ���h�õXg������Û����¤�J�e���
2N £ �ñ© ��©²���¢T!°²��e� ¶ �­�n�[§H<����e�X¼ ���1Xg������Û����¤�@Õ �������n�a�e���

s = kB ln 2
©Í¥T���d�����n�������e�¨����� �¬��¤�e�¨¥T���h�v���d���v¼ ���¬�e�n�¤È%ª��X�v¡)���v�v�d¢��<�d�2���n�Ëµ����n��§�¢°�"#)���¬§��d¡�©
Zk

���v�e§ §¨�¯§��d�
Ω

±����h��È�n�e� £ �^���d�X�����d�¨ª´�e§ �h���v�d¢��¦�¤�h�FAy�¬��§³����¢¤¼ �����n�°���³�X�'��©�ª´�d�����X�����d§@�v���n��§ ¢¤�?#°����§��#È�v¼ ���n��Ì��e§ ���Ë���»��±����d�X¼ �×���n�¨Ö��¬�e� £ �v¢Ä�������
Zk ≈ Ω

�����Ë��¢��e��§��n�Ø�¤��� ¶ �����n�"<��v�e���h�Ã�¢��¤·��������¬�v�e¢����v� �¬��§³� £ �ñ© �Í©)�¤�e�ËÇy� ¶ �¬�����¬�e�d�h�[§H<����e�e¼ ���h�)!°²��e�����v�n�e�e�������h� £ �e���h©)¥��­�X�'��¬����¼ �������d�X¼ �<�¬��¼ �<¡°�e��� £ �������y�����F!$#¤�'���n§ � ±�������¢�Æ��¯µ �n§�²g�n� �»�����v�h�Ä�¬�e�d�0§H<����d�X¼ ���h�



ü[ �þ Ð�þ úTø����´ø��Äú
�¯ÿ°ø-VW��ö´û�ú[ÿ«ø�ÿ°ø��7�cÑ��RVW�´ú�ûÍû��¦ønùs���yú
�F�´ûÍø-���yú
���¦úF���´ÿ°ú[û��¦ø��yõ	���7�yÿ"Ñ���úTø-�����¦úTønùxú � ô�ô
Xg���'� Û¬���¤�a�¬��¼ �¦�������n��§ �h�¦¡»�¬��� £ �ñ© ��©����e�n� 2N

©gº¦���Ä������¼ �)�v� £ ���������¤�e�h�´�d§Ï!°²��d�¤È!$#¤���v�h§®�h�d�Úº¦�»À¤�e§¨��§R�X�'��©gª´�n���×���h�d���'�¯�n�e���¨�­�n�d�v�h�v�«¥��v�"<��°�����J���n�´µ �n§�²g�n� �»����� £�ñ© ��©��n�e����¥T���h�v���d� ¶ �¤� ����� £ � ±������ ¶ �Ú¡��h�d���h�Ë���n�����Q<�Æ��h�v����� �¤�h� ¶ ����Û������e�e¼ ���n�2Ã´¢��¤·�È�������¬�v�e¢����v� �¬��§³� £ �����¤�n���c!°²��e���n�e�����v�h�d�e�������n�³�¬�X� ± 1
2

���e���´Ê��Ë���X¼ �)�T§�<����e�e¼ �Í©¬ª´���É�­����g�n�É�¤�n�Ú���X�����h���g�Î������¼ �����Î���n�
N

È%µ �n�e�e¼ ���h�Z!$#¤�'���n§��n�Ú�¬���¤�h��� £ �¤¢��v������¼ ���
Ω

§��#�
T�e§�§ �h�«�­�n�d�v�n�a�¬��Õ �h�0�)�¬��Ê��<�d§�§��n�a���n���1Xg������Û����¤� £ �¤�d�J�¤�d� µ �n�e�X¼ ���n���������n��§ �h�¡�¢����)�v�h�J¸^§����³�¤�n��¡�� ¶ © Ü´©¬��� ���d� 4 �����)�v�n�������v� £ �g�n���¤�h���n�³���v�h���n�����[:×�n�e�e�n���d§�§��n��"<����n���n� Ö���� � ���n� ¶ �n�0§H<����e�e¼ �0����� �¤�h� £ � ¶ �0©h�e§ ¡°�e���v�v�e��¼ ���h�0ÅË���Í�e§�§��n�Í���P<�Æ��h�v�TÅ¯�ÎÈ��¼ �°���d�����d��¡��n�d�v�h��½8©¤Ç������¤�e�h�v�n§@Å¯�������¤�Ë�X�'�y�����h�­�e�������v�n���n§ !°²��d�¤È�!$#¤���v�n§ ���d�h�y�¤�e�¥T�)���v¢�²��d�Ë²���¢³µÍ�h�d�X¼ ���h�J����¼ �J¢����h�Ä�¤��� ¼ �

s = 1
N
kB ln Ω = kB ln 2

���h��¼ ��� Û¬��¡)��©
:;�e�ËÙ��n����Û��#�y�v�e¼ ���°���

f (T,B)
���e��Ö�����¡)�v�e¢��<Ù�¢��

B
,

• Ö ±��
T > TC

�X�'�
y0 (T, h)

���v�n�v�e� �e�
h
©�ª´�h�v�����d�<�X�'�

ĝ0 (T, h)
�����Ä��¢�§ �d�´����¼ �

f (T,B)
���v�n�v�e�³�d�

h
� ¶ �0©

B
©

• Ö ±��
T < TC

�X����Ê'�h�¤¢¤¼ �
y0 (T, h)

�����'���Î���d�³�g�n�
h = 0 £ �­�n�X¼ �������d�

ĝ ¶ �<�h�d���h§.�ÃË���X¼ ¡F/´�g�n�
h = 0

� ±����v� £ �¤�h���<�h�����d�d�hÏ
m (T,B) =

∂f

∂h

∣∣
T

(T,B)

=
∂

∂h

∣∣
T

[−kBT (ln 2 + ĝ0 (T, h, y0))]

= kBT
∂ĝ0 (T, h, y0)

∂h

∣∣
T

= kBT

[
∂ĝ0 (T, h, y0)

∂h

∣∣
T

]

= kBT

[
∂ĝ0 (T, h, y0)

∂h

∣∣
T,y0

+
∂ĝ0 (T, h, y0)

∂y0

∂y0
∂h

∣∣
T

]

ºÄ�d���¤�n�´�¬�d�v�n�<ª´�Î·����d�v�e¢��<Ù�¢��
ĝ

�h�v��Û¬�d��§³���J� ±��y�¤�d�«º2�¬�����Î�v�X�v�d�h�v������Ï

m (T, h) = − 1

β

[√
β

J
y0 (T, h) − hβ

J

]

:;�d�³�h�v�e�����h�v������� £ �������
y

���e���%�)�v�h��� �»���d¢�����Ù»���v�X�¬���e�³�n�e�����Î� ±����v��������������������¬���h� å�è ï ä�èJÇ�����Û������e��¡��n�d�¨Ù�¢��
h

�������d� ¶ �h©Éª´�����n�a���¬�v��§����
y

�g�n�­�¤�n� Çy�¤È�d�h�#�������A¡�¢����'� �¬�)�J�X�����v�n�5�����Á�h�v��Û��#�<¢����d���h�J¥T�v���n�����e�h©
m (T, h)

�v�d�h���Ä�¬�X�v¢��� �¬²����X��¼ �a�)�¬� ¶ Û������e�e¼ � ¶ ��� y0 (h)
ÈsÃË����Ù��������y¸^Ç�����© ô�� © ¯ ½Î©

f (T,B)
���¬�[�¬�X��¢� ±��

T < TC
�g�n�

B = 0
�n�e���n�<ÃË���X¼ ¡ £ �­�n�e�ñ�h���h�d���h�	!¤²��v�����a�e�Ä�¤�n��Ç����d�h�#�������¸^º¦�������n�v�X���e�n�������°½����d���0¸GÇy���Í© ô�� © Ò ½8©

ÌÍ�Î� ¶ �v���FXg�e�n���X�'�´�h���°���Ä��¢¤¼ � £ �¤�d�«�v���h�v§��X�v¼ ����X����'� �¬���������d�h�e¼ �°�����
m (T,B) ¶ �Ä�g�ÎÈ���v�e§�§ �h��©�ª´� ¶ �Ä�Ü<��v�n�Ä���e�¯�¤�e�

m
È%Å¯�e�n�X¼ �°����� ����¼ �

y0
�¬�¤�������2���n� ¶ �h�2�����

y0
� ±��

y



� ô>ò õ0ö�÷Tønùxú�û;ü[ �þ1�¦ö��'�yú´ùxø�ÿ"� �xÿ

Ç������e�e�¤����� ô�� © Ò Ï
f(B)

�e�<���n� ¶ �­�n�ñ¿T�����v�n�
�d�Ä�¤�e��!¤�»�v�v�h�d²�����¡)���v���e�n�X¼ �)�������n�e��©�º¦���J�h�v��Û��#�y�������<�n�e���Ë�d§�²��e� ¶ �d�v�aÅ¯�e�n�X¼ �°������Ï

m =
1

2
tanh

(
Jm+ h

2kBT

)

�[¢��������
m (T, h) = m (T,B)

�g�h���v�e§�§«�y�­�n� �¤�n��¡»�¬���Í©�ª��h�FX�Û¬���d�h�y�¤�h�
tanh

���d� ����e��ºÄ¢��d�h¡°���e����� �h�e�J�g� ¶ �h�e¼ �����Î��©
hMF = h+ Jm

µÍ��¢¬� ¶ µ ��#°�e¢��vÈê¥T�)�'���X¼ ¡°�d�����¨�X�'�y�¤�e�«��¢����h���¬���)���¯ºÄ¢��d�h¡°���e����� �h�e�¤È%Å¯�e�n�X¼ �°�����
m =

1

2
tanh

(
hMF

2kBT

)

� ±��y�������n�e���¤�e§ �h���v�d¢����¬�e�2�'���e���¬È%ºÄ¢¤�¤�h�d��§��#�y�����n�����d�X¼ ���n�cAy�n�X¼ �)�­�n�d�v�¯�e§ �v���n��§ ¢¤�?#)È���¬§��X�v¼ ���n�<Ì��e§ �����ÎÀ��¬¡)��©
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¹ º ��� � 3 � � � � � ÿ»� � � �®� 3 � �
¼ �¾½ �®� � 3 � � �®�

�%§ �e�Î� ¶ �v�h�:Ã0��²��d�v�n���������h� ���e���°���Ä¸ ¶ ��§ �e���¤���'�³�e§ �v���n��§ ¢¤�?#°����§��e��¼ ���n�:Ì��e§��h� ½�nÀ¤��¡)���Ü<��v�����v�ËºÄ¢¤�¤�n�e�e�¯�g�Î������¼ �)�v�Î��©o!°�e� ¶ �n�X¼ �����n�v�h�<�v�X¼ ���¤����¼ ���n�e���0�g�h�v¢����¤�h���­�h�d�¤È�^��¼ ����:×�h¼ ���v�n�e���d��¡°����� �����h©��%§R� ¢��d���n���¤�h�¦��¢��d�x��� ¶ �h�d�����[�h�����n� £ ���d� �¬��¼ �2¡�¢�§�²��e�dÈ
¶ �d�h�����)!$#¤�'���n§�� §��#�H;y�e�#� � Ù�¢��Ø�´Û¬���h�v�������vÙ��n�v�^�¬���v�h�×��²�²���¢>À°�e§³�»���dÙ¦���n�Ü<����«�[�h�����n�¡@<������h��©?:;�e�y�'���n�e�d�h���°����§��n�����n���Ë���n�v�^�¬�����n��Ù�¢��h©
%�¿)(-% ¤ 4�+-8W.H,1+50�º�íS8'+5¸16 ¦ ¨98Wº�,96P£
:;�e� �­¢��e�e�n�¨�¤�e�h�v�h� ���n�v�^�¬���v�h�¨�¬�����¬���«���h���'���e����ÈsºÄ¢¤�¤�h�d�X��Ù�¢�� �'���n�e�d�h��©>ª��e�h�x�������h�«���d����X�v���n�ñ�°�����e� ¶ �­�n��¥�À°�v���n§ �^Û¬�e�d�h�Ë���n�Ü<���� £ ��Û¬§��e�e¼ �Ë§��#�x��Û�¼ ���'���ÎÈ%����¼ �°������È :×�h¼ ���v�n�e���d��¡°����������«�����h���¤�e�e¼ ��Èê���n�X¼ �°�[�h�#���d���n��:×�h¼ ���v�n�e���e�v¡°������©�Ç����¤�h�v��ÖÉÛ¬�e�d�­�����¨�d���v�g�h�v¢����¤�h�v�­�¤�e����h�����d�e���h§ �h�d���n������� ���¤�[�"<����n� �¤�e§��n���v�d¢����¬�e�7�'�v�e���¬È%ºÄ¢¤�¤�n�e�e�a�v¢��e�d�h�2�°���×��Û¬���h�v��������È�­�n�X���2���n�Ü<����J�­�n� �¤�h��©[ª¯� ¶ �5�����¤�e�n���h�Á���e�J���������n�Jº¦¢��e�n¡°���X�¬�v� �n�X�¤��Û¬���n��������©W!°�e����e�����e�Î� ¶ �v�h���¤�e�e¼ �2�n�e����!°�h�d�����v¡�¢����v�X�'���n� ¶ È%Å¯�e�n�X¼ �°�������d�e�Î� �h�v� £ �¤�e� ¶ ����Ì�<)��������� ±����v�h©Ü­�n�É�¤�h�Ëº¦¢��e�n¡°���X�¬�v� �n�X�¤��Û¬���n������� ���e���2�¤�d��:×�h¼ ���v�n�e���d��¡°�����J�n�e���h�Ëµ �n�e�e¼ ���h��� ¸ ¢¤�¤�n�!°²��d��� ½0§��d� �¤�h§ Ay�h��� �¤����!$#¤���v�n§³�a�¤��� ¼ �Ø�n�e��§��#�v�v�e�n���h�¨Ö��n�X�5¸�À®º¦¢��e�n¡°���X�¬�v� �n�X��½��²�²���¢>À°�e§��d�h����©nª´�d�[;��¬§��e�#��¢��¤È%Ö�����¡)�v�e¢��¨�¤���

d
È%�¤�d§��h�����e¢����¬�e�n���'���e����ÈsºÄ¢¤�¤�h�d�X�ñ���¬�Í� ¢��#È���n���¤�«Å¯���'� �¬�d�hÏ

H = −1

2

N∑

n,m=1, n6=m
JnmSnSm −

N∑

n=1

hnSn

�­¢��g�n�
hn = gµBBn

�e���������
Bn

������º¦�������n��� �h�e� �d� ¶ ÈäA��X¼ �����������¬§ Ô �v���¤�h�c!°²��d����g�h��¼ �����n�e�¤�h©�¿T��¢����e�n§³�»���e��¼ �«�g�n�¤�¤�h��A���¼ ���°�����´�e���É���n�ÉÇy�����¤����¼ ¡
SnSm

©>ª´�e�h�v�n�x���d� �
� ô �



� ô � õ0öy÷�ønùxú�û;üNÁ�þ)���F�yú
�����7�yÿ?�Äú¯ù���VW�´ú
� ����� ö��Y�¦ú����9�
�7��ú��
�°���«����������¼ �ËÙ��n���n�e�¤�^��¼ �)� £ �������Í�¤�e��Öx�e��¡)�v���¬�v�e¢����h�«�¬�X��¡°�d�h�d�«�����������h���n�Ë�­�n� �¤�n� £ �¬�X��¢� �����¤� �»���e��¼ ����µÍ�h�v§���Ù��n������¼ ���XÛ����v�d��� �­�n� �¤�n��©�ª´�����eÛ��v���T���X¼ �³����������¼ � ���h¼ �)��� �h�����d���n� £��������� ±���!$#¤�'���n§����e§ �v���h�v§�¢¤�?#°���¬§��X�v¼ ���n�0Ì��e§��h�Í���d�­Ö �e��¡)�v���»�v�e¢����n�0Ù��h����¼ �°���d���¤�n� £���e�0�¬�X��¢³���¤��Ê'���¤�n�ÄÖ����d� ���h����¡°�d�h�d�<���e���ñ©

}�~$ªs~ ��©����
G
N
d
È%�¤�d§��h�����e¢����¬�e�h���'���e����ÈsºÄ¢¤�¤�h�d���g�h���n�¤���Î� £ ��������§³�¬� ¶ �­�����n�e�

d
È�¤�e§ �h���v�d¢����¬�e�h�TÅ¯�d�����n���g�Î������¼ �)�v�Î� £ ����� B È%Ö��h�e� �����³���d�F!¤²��d���T�¬�g�n�T�e§�§��n����¢°¼ ���°����n�)�v�X�¬���¨�n�e���h�­ª´�d§��h�����e¢����¬���v���h�v�X¼ �)�v�n���[�h�����n� ¡@<������h�2¸^�����¤�h�v�¤�^���d�X�[�eÛ����´�����

XY
È¢¤�¤�n�y�����';y�h�e�v�n�°�g�n����§�¢¤�¤�n�e�ñÙ�¢�� ½Î©

:;�d���g�Î������¼ �)�v�n���°���Ä�¤�e�«Ö �e��¡)�v���»�v�e¢����n��Ù�¢��
Sn

Ï
Sn = 〈Sn〉 + (Sn − 〈Sn〉)

ª��e�h�«¡>������§³�¬���v���eÙ)�X�¬�e�n���­�n�X������¢Ä��¼ �����n�e���h��© 〈Sn〉 �e���¨�¤�h�«¡»�¬��¢����e��¼ ���³ºÄ�d�����n�e�[�h��������
(Sn − 〈Sn〉)

�¤�e�«Öx�d��¡)�����»���d¢���©":;�e�����h�v��¼ �����n�
SnSm

Ï
SnSm = [〈Sn〉 + (Sn − 〈Sn〉)] [〈Sm〉 + (Sm − 〈Sm〉)]

= [Sn − 〈Sn〉] [〈Sm〉 + (Sm − 〈Sm〉)] + 〈Sn〉 〈Sm〉 + 〈Sn〉Sm − 〈Sn〉 〈Sm〉
= [Sn − 〈Sn〉] [Sm − 〈Sm〉] + 〈Sn〉Sm + Sn 〈Sm〉 − 〈Sn〉 〈Sm〉

ª��h��¥�Þ��n¡)�Ë�d�e�n���´�°���¦�����v�e� £ �������y���e�´�¤�e� � �����¤� �»�v�X��¼ ���n�ÄÖx�d��¡������»���d¢����n� £ �ñ© ��©��¤�n�µÍ�h�v§
[Sn − 〈Sn〉] [Sm − 〈Sm〉] £ �e���¤�h���[�h�#���n���n�1A��h¼ ���°�����a�e����¢��v�e�n���n�Í©$!°�n� ¶ �n�����d��°���

SnSm
�e�<���d��;´�¬§��d�d�v¢��¤È%Ö�����¡)���d¢��J�h�d� £ ��¢��n�������#���n�����d��Ï

H ≈ −1

2

N∑

n,m=1, n6=m
Jnm (〈Sn〉Sm + Sn 〈Sm〉 − 〈Sn〉 〈Sm〉)

−
N∑

n=1

hnSn

=
1

2

N∑

n,m=1, n6=m
Jnm 〈Sn〉 〈Sm〉

−1

2

N∑

n,m=1, n6=m
Jnm (〈Sn〉Sm + Sn 〈Sm〉) −

N∑

n=1

hnSn

ºÄ�d�
Jmn = Jnm

� ¢��d���hÏ

1

2

N∑

n,m=1, n6=m
Jnm (〈Sn〉Sm + Sn 〈Sm〉) =

N∑

n,m=1, n6=m
Jnm 〈Sm〉Sn



ü�Á¤þeü�þ)��V�û�ú�õ	�xûÍö���U ú[ûq��������ú
���
��� � ô��
ª¯�¬� �¬���­�h�v�����#���n�����d��Ï
H ≈ 1

2

N∑

n,m=1, n6=m
Jnm 〈Sn〉 〈Sm〉 −

N∑

n,m=1, n6=m
Jnm 〈Sm〉Sn −

N∑

n=1

hnSn

=
1

2

N∑

n,m=1, n6=m
Jnm 〈Sn〉 〈Sm〉 −

N∑

n=1




N∑

m=1,m6=n
Jnm 〈Sm〉 + hn


Sn

:;�e�y�¤�n·����e�n���n��Ï

E0 (T, h,N) :=
1

2

N∑

n,m=1, n6=m
Jnm 〈Sn〉 〈Sm〉

heffn :=

N∑

m=1,m6=n
Jnm 〈Sm〉 + hn

⇒ H ≈ E0 (T, h,N) −
N∑

n=1

heffn Sn

ª´�d�����h�«���h��Û¬���n�v�v��;���§��d�d�v¢����e�������d� �Ø�¬��¼ �Ø���e�«º¦¢��e�n¡°���X�¬�v� �n�X�°È ;´�¬§��e�#��¢����X�¬�
HMF�g� ¶ �n�X¼ �����Î��© heffn

�e���´�°���2�����´�ÎÞ��n¡)�v�eÙ�� £ �¬��� Sn ���e�v¡��n���¤�¨§ �d�����d�h�v� Ö��h�e� £ �����´�����h��­�n�d�v�h�TÙ�¢������d�e�n�
Sm

�¬����Û¬�����h©�ª´�n�
E0

È%µ �n��§¹�X�'���h�d���y�ÎÀ��¬¡)�T�g�n���h¼ ���h�°���¬����¥T���n�����e� £�¤�e�Ë�°����Ù�¢����¤�h��!¤¼ ���¬��§��#�v�v�h�d�<�¬����Û¬������������¡�¢����'� �¬�)�­�X���h©
ª´�d� Ì��e���h���v�X�v�d�h�v���������n�´Öx�e��¡)�v���¬�v�e¢��Ä� ±������Ë�¬�X��¢ ¶ �Ä�n�e���h§RÇ������¤�v��¼ ¡ � ±��¯�n�e�Ä§��#�v��È�e�n���h�TÖ��n�X�ñ©¤Õy§ �v���n��§ ¢¤�?#°����§��e��¼ ����Ç����v���¬���n��§³��¼ ���h� ¶ � ¡@<������n� £ §¨�������°����ÈÉ���e��e§�§ �h��È��¤�e��X����'� �¬�����v�v��§�§��

ZMF
k

¸^¡»�¬��¢����e��¼ ����Xg�������¬�����v�v��§����e� ºÄ¢��d�h¡°���e����� �h�e�¤È��Û����n�������°½T�g�h���v�e§�§«���­�n� �¤�h��©?: �%�Ë�d§�§��n�y�g�n���h¼ �����n�����d�����d�h��� ±��y���d�7!°²����hÏ
ZMF
k =

!°²���� (
e−βH

MF
)

=
∑

S1=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2

e−βH
MF

=
∑

S1=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2

e−β[E0−
P

n h
eff
n Sn]

= e−βE0

∑

S1=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2

eβ
P

n h
eff
n Sn

= e−βE0

∑

S1=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2

N∏

n=1

eβh
eff
n Sn

= e−βE0

N∏

n=1

∑

Sn=± 1
2

eβh
eff
n Sn
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�7��ú��
ª´�n���e�Î� ¶ �v�7!¤¼ ���v�d���y�X�'�����h�v���¬�e�J§H<����e�e¼ � £ �­�n�e�

heffn

���X¼ ����Ù�¢����d�����h���¤�­�n�X¼ ���n�
Sn £�v¢����¤�h�v���°����Ù�¢��

n
�¬����Û¬�����h©��y����¡@<������n�����d�y��¼ �����n�e���h��Ï

ZMF
k = e−βE0

N∏

n=1

2 cosh

(
1

2
βheffn

)

ª´���������[� ¢��e�¬�y�e�<���h¡>�����)�v�h�':Ú�h�e�v�0�¤�d�Ë� ���n�e�0¥T���h�v���d��Ï
FMF (T, {Bn} , N) = − 1

β
lnZMF

k

= E0 − kBT

N∑

n=1

ln

(
2 cosh

(
1

2
βheffn

))

heffn

��Û����¬�´���d�e�n� �¤�e�����y��¢¤¼ �ÄÙ�¢�� 〈Sn〉
��� £ �����y§³���Ä�d�2º¦¢��e�n¡°���X�¬�v� �n�X�¤��Û¬���n�������³��¢�n����Û¬�d�hÏ

〈Sn〉 =
!¤²���� (

Snρ
MF
k

)

=
!°²���� (

Sn

(
1

ZMF
k

e−βH
MF

))

=
1

ZMF
k

!°²���� (
Sn

(
e−βH

MF
))

=

∑
S1=± 1

2
...
∑

SN=± 1
2
Sne

−βE0eβ
P

m heff
m Sm

∑
S1=± 1

2
...
∑

SN=± 1
2
e−βE0eβ

P
m h

eff
m Sm

=

∑
S1=± 1

2
...
∑

SN=± 1
2
Sne

β
P

m heff
m Sm

∑
S1=± 1

2
...
∑

SN=± 1
2
eβ

P
m h

eff
m Sm

=

(∑
Sn=± 1

2
Sne

βheff
n

)(∏N
m=1,m6=n 2 cosh

(
1
2βh

eff
m

))

∏N
m=1 2 cosh

(
1
2βh

eff
m

)

=
sinh

(
1
2βh

eff
n

)

2 cosh
(

1
2βh

eff
n

)

=
1

2
tanh

(
1

2
βheffn

)

!¤�Î� ¶ �n�<���e���)���
heffn

�e�<���d� 〈Sn〉
È'Å¯�e�n�X¼ �)�����a�h�d� £ ��¢ � ¢��d�����h�d���!°�n�e�����v¡�¢����v�e���v�h� ¶ È'Å¯�d�h�e¼ �°����� £ �¤�e�Ëº¦¢��e�n¡°���X�¬�v� �n�X�°È%Å¯�e�n�X¼ �°������Ï

〈Sn〉 =
1

2
tanh


1

2
β




N∑

m6=n
Jnm 〈Sm〉 + hn





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��� � ôS�
:;�e�J���»�����n� �n�e���×Û������e�e¼ ����Å¯�e�n�X¼ �°����� ��¼ ��¢��5�d� �¤�n§¾�nÀ��¬¡)�v�h�½�'���e����ÈsºÄ¢¤�¤�h�d�¯§��#������n���¤�e�X¼ �¤Èê���n�X¼ �°�[�h�#���d���n��:×�h¼ �����h�d���e�v¡°�����¦�������h���n��©Éª´�d�<Ì�<)�������Ú�¤�e�h�v�n��Å¯�d�h�e¼ �°���¤È���n� �e�e�Î� �n�v�y���h�����¤�´���d� 〈Sn〉

©�!¤¢�§��#���X�'�y�������<�¬��¼ �
FMF
k

�g�h���v�e§�§«� £ �������¤�d�«µ����n�vÈ§�¢¤�?#°���¬§��e¡ �¤���c!$#¤�'���n§³���X�'���g�n¡»�¬���)�N7
:;�e���[¢��d�e�n���°���Ä�¤�e�Ëº¦¢��e�n¡°���X�¬�v� �n�X�°È%Å¯�e�n�X¼ �°����� �d�<�h�d���h§¼!°²g� ¶ �e���#�^���d�����e�v¡°�¤�v�e�n���n��©
Â pq�"�"j
u¥f�§
hcpmÃ?kPl$moncp�Ä»Åimon�lFÃ?p�Æ'Ä fimon[vFf��0Æ9Çþp
mon�l{pqxSÈ�k��o�W£Fhc§RkPu n�j©Æ
u¥j>§>p
hcpqu � f�§
h�p_Ã?¦±pqxTÉ
ª¯�����g�h�¤�h�¤�v�n�hÏ

Jnm =

{
J > 0,

�^�¬�e�X�
m

�����
n

��Û�¼ �����v�Ë����¼ �°���¬���J�v�d���
0,

�v¢������
hn = h:;�e�Ä���h�v�h�#� ��� ��±����n� �n���­Û����)� £ ���e���A��Û�¼ �����v�Ä����¼ �)���¬��� �e§ ¡°�����X��¼ ���n�5Å¯�d���v�h� �v¢��dÈ¼ ��� £ �¤�d� �n�)���e�����J�h�d���n�0Å¯�#�v�v�n���e�d���e��§��#���n�e���¬�����n�ËÙ��h�v�������¤�n�Ú�[�h�����n�2¡@<������n� £ ¢�����������v�´���¬�g�n�x�n�e�¦�­�n�d�v�h�v�h�¯Å¯�d���v�h�v²�����¡)�´±��g�n� � ���n�v�´���e� �ñ© Ô ���n�´�����¤�h���´�¬���v�����¤�v±�¼ ¡���Ï�´Û�¼ �����v�¦�´��¼ �°���¬���A���e���;�¤�e�ÚÅ¯�d���v�h�v²�����¡)�v� £ �¤�e� ¶ �5�¤�n§ Ê'�n�­�n�e�d�e���h�5Å¯�#�v�v�n��²�����¡���¤�h�<���n���e�������v�h��Ç����'� �¬���<���¬�g�n��©�ª¯� �����yº¦�������n��� �n�X����¢�§�¢����n���X�'� £ �X�'� hn � ±����¬�e�e�Å¯�d�����n��²��eÛ¬� ¶ �¯���d�h�e¼ �J���������e�������¬���n���d�ZXg��¡)���¤�D�y§��#�

h
�g� ¶ �n�X¼ �����Î��©?�%�Ä�¤�d�����h§ Ö����d���Û����¬�����X¼ �)��Ù�¢��

n
�¬� £ �����J���­� ¢��e�¬��Ï

〈Sn〉 =
1

2
tanh


1

2
β


∑

m6=n
Jmn 〈Sm〉 + h






¥������d�d�y�°����Ï
∑

m6=n
Jmn 〈Sm〉 = J 〈Sn〉 z

�­¢��g�n�
z

�¤�e� Çy� ¶ �¬������Û�¼ �����v�h�Ë�´��¼ �°�����v�Ú�e���h©Íª´�n�0�e�Î� ¶ ���)!¤¼ �����#�v�Ë�g�h���¬�v�[�n�e���h�0¥T��È¡°�XÛ¬��������©qXg����Û�¼ �����«¡»�¬����§³�¬���e�Ø�¤�n��!¤��§�§ � ���d�e�³¥T�e�n§��n�)��� �'���v�h�e¼ ���h� £ �¤�e�³���X¼ �)��¤�e���n¡)�v�2�´��¼ �°�����v�:Ù�¢��
n

�v�e��� £ �¤�n��� ���¬���;�X���
Jmn = 0

©�:;�d������§�§��e�n���n�5�¬�X�v¢�°���«��¢°¼ �Ø±����h�¨��Û�¼ ���'��� ����¼ �°���¬��� £ �����Ø� ±��a�¤�e�h�v� ���d�d�hÏ
Jmn = J

©x�����Ø���e�d� �¬�g�n�
〈Sm〉 = 〈Sn〉

� ±�� ���h�d�e�n���e���
m,n

©xª´�d���¨¡»�����Ø§³�¬�{�v�e¼ �Ø¡°�X�¬�a§���¼ ���n� £ �­�n����§³������������Ä�¤�n��¡)� £ �����v���d§ �'�v�d���¬È%ºÄ¢¤�¤�n�e�Í²g�n���d¢¤�¤�X��¼ ���7Ay�����¤�g�h�¤�e�����������h�Ä���n�d�v�h��©�ª´������X�'�Ë¡��h�d��Å¯�#�v�v�h�v²��X�»� ¶ �e�2�e�����n���¤�n�e���n��:×�n�X��� ���h���n�°±��g�n�¯�n�e���h§ �¬�����n���n�2��������� ¶ �n�X¼ �¤È���n� £ �­�n�e���¬�¤� ���d�e�¯¿T�eÛ¬� ¶ �Ë���d�����h�d�g�n��ÃË��Û¬�D�v�¯� ¶ �0©¤�����v�v�n�e���Ëº¦�������n��� �n�X� ���e��¡��n�Í©°ª´�n�¥T�����¬�v�v�����)���­�n�v�T�¬�e�d�h�[!°²��d���­§a���v�T� ¢��e���e�e¼ �³���d�h�e¼ �J���h�d��©°ª¯�¬§��#�­�e���­���d�2!°��§�§��´±��g�n����d�e�Ë¥T�v���¬�v�v�������v�[�h�������h�d�¤�^��¼ �J���d�h�e¼ �
z

§³�¬���¤�h§ ¥T�����¬�v�v�����)���­�n�v�­� ±����n�e���n��!°²��d��©
�%�
d

ª´�e§ �h���v�d¢����n�<���e�d�hÏ
z = 2d

©�ÃË�X�¬��Ï?�%�Ä�n�e���n�´ª��e§��n���v�d¢��<���e�¤�y�h���°�����v��¼ ��� ��������e�d��¡°������¼ �°�����v� £ �e� ¶ �­�n��ª´�e§ �h���v�d¢����n�³�¬��¼ � ¢����h������� ���)�v�h� £ �e�³�¤�v�h��ª´�d§��n�����e¢����h�
¶ ���vÛ¬� ¶ �d�X¼ � Ù�¢������Ë���������e�����n�<���v�0©o!°¢�§��d�y���e�#��Ï

〈Sn〉 =
1

2
tanh

(
1

2
β [2dJ 〈Sn〉 + h]

)
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�7��ú��
:;�d��¡=<������n�<�������¬��¼ ����¢¤¼ �<�Î�'�������¬���¤�n� ���v¼ ���v�h�d�g�n��©o!�¼ ���d�e�nÆ��d�X¼ �<���e���v�n�����d� £ �����v��¤�e��º2�¬�����Î�v�X�v�d�h�v�����×¸^²��v¢�!°²��d��½

m
²��v¢�²�¢������d¢����¬� ¶ ��§ ¥T���­�����������)���­�n�v�¯�¤�h�7!°²��e����e��� £ �¬�X��¢ m = c 〈Sn〉 £ �[¢����h�����e�

c
�¬�X�

gµB
�X�¤�n�)�v�d· ¶ �d�h�v�h�0¡=<������n��© :;�d���d§ Ù�¢��v���n���d���n�Ã0�¬²��d�v�h�����n�g�n�����e�y�¤�d�0º¦�������n�v�X���e�n�������a�d�<¥T�e�����h�#���n�<Ù�¢��

gµB
�¬� £ �ñ© ��© m = 〈Sn〉

©ª´�����<���e�#��Ï
m =

1

2
tanh

(
1

2
β [(2dJ)m+ h]

)

}�~$ªs~ ��©����
G
N�Ê1� ~ �MI
K�IL��� E � ~ I���� Ó7~ I�M I�G ~YGñ~ ����E ~ K Ó IL��©��
��G �%�0�¤�d�����h§ Ö��¬�e�¬���e�d�
J → J

N

¸^�h©��nÀ¤��¡)�v�h�2�'�v�e����§�¢¤�¤�n�e�D½������
z → N £ ��¼ ���e�d�hÆ��e�e¼ �2�v� �¬���n���¬�e�d��!°²��e��� ¶ ���:Ú��¼ ���v�n�e���d��¡°����� ���h�G©�º2�¬�<�n����Û¬�d�hÏ

m =
1

2
tanh

(
1

2
β [Jm+ h]

)

ª��e�h�v�³Å¯�d�h�e¼ �°�����<���v�e§ §¨�0§ �d�«�¤�n§Ý�e��Ã0�¬²��d�v�h�x���Î� �����¤�n���h�2¥T�����h�����X�¯���n���¬�2±����h��È�n�e��¸^�������n�´�¬��¼ �Ä�¤�e�«���¬§³���d�e���«�´�¬§��n���v���h�������°½8©�Å¯�������J� ±��¯�¤�e�¨Å¯�d�h�e¼ �����n�d�����h�e���n�¥T�����n�����e���v�«�e���¯���d� µ �¬������¼ ��� £ �����������d� � �����¤� �»���e��¼ ���n�ÄÖx�e��¡)�v���¬�v�e¢����h�Ä� ±��
N → ∞���h���n���y���e� ���v���n�g�n�Í©

:Ú�h�d���h�d���<�¬���¬�Ü#����e��¼ ����Çy� � <)�������2���X¼ �)� §H<����e�e¼ ���X��� £ �¤�X��¡°�¤���d�h�v�h�{���e� �¤�e�t!°�n�e������È¡�¢������X���v�n� ¶ ���e�n�X¼ �°����� m = 1
2 tanh

(
1
2β [Jmz + h]

) ��� �¬²����e��¼ �A� ±��
h = 0

©­Ìq<��v���¤È���h�Á�¤�n�¦Å¯�e�n�X¼ �°����� �v�e��� !�¼ �����d���v²�����¡)�v�×Ù�¢��
m

����� 1
2 tanh

(
1
2βJmz

) £ �n©�Ç�����©ô ¯ © ô ©
:;�e�<�v�n���n� ¶ ����Û�¼ ���'� £ �����v�
m0 (T,B = 0) = 0

� ±������d�e�Úµ �n§�²g�n� �»�����v�h�
T�n�e���ÄÌ�<)�������Ú���������v�h�d�d� £ �­�n���n�

tanh (0) = 0
©Éª¯�

m
�¤�e�t!°�v�n�e�������

1
���¬� £ �v���Î���n� £�[�h��� 1

2 tanh
(

1
2βJmz

) ���h�
m = 0

�h�d���)!)�v�h�d�������Ä���Q<�Æ��n�Ë¥T�e���«���»� £ ¶ �­�n�T�­�n�d�v�h�v�Ì�<)���������n�
m± (T < TC)

�¬�¤�'©
TC

�e���a�¤�e�Jµ �n§�²g�n� �»�v��� £ ���h�[�¤�h�a�¤�e�1!)���n�e�������¦Ù�¢��
1
2 tanh

(
1
2βJmz

) ���h�
m = 0

���n� ���¤�¯���e�n�X¼ �J¥��d���y���d� �ñÏ

1 =
d

dm

[
1

2
tanh

(
1

2
βJmz

)]

m=0

=
βJz

4 cosh2
(

1
2βJmz

)
∣∣
m=0

=
βJz

4ª´���������[� ¢��e�¬� £ Û¬�����d�X¼ �����n�������h���¤�e�e¼ ��Èê���n�X¼ �°�[�h�#���d���n�):×�h¼ �����h�d���e�v¡°����� £
TC =

Jz

4kB� ¶ �0©
kBTC = Jz

ª��e�«�����n��§��e��¼ ��� Çy�����n������� ���n�°±��¬�¯���¬���Ú�¬�X��¢ ���n� ���¤� ¶ ���ËÇy�����n������� �¤�h�´��Û�¼ �����v�h�����¼ �)���¬����©
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Ç������e�e������� ô ¯ © ô Ï�Å¯����²����X�v¼ ���¯Ìq<��v�����³�¤�n��!¤�n�e����¡�¢����v�X�'���n� ¶ ���e�n�X¼ �)�����
:;�e�y§³�¬� ¶ �n�e���n��¡»�¬��� £ �v�e��� m± (T < TC)

�����¬���d� £ ��Û¬�����n���
m0 (T,B = 0)

�e���'� �¬���e����e��� £ �����Í�������h�d���n�x¥T���n�����e�n�g�Î������¼ �)�v������� ¢��d���h©�¥�� ���e�¤�x���e�v¢y�n�e���h�«¡°�v�d�v�X�v¼ ���n�0¿T����¡��
(TC , BC = 0) £ �v¢³�������hÏ

m (T,B = 0) =

{
0, T ≥ TC

²��¬� �¬§³�¬�����Î���e��¼ ���������h�v�����#���n�
m± 6= 0,

� �n���v¢�§��������n�v�X�v¼ ���h�[���n�����¬�d�v�h�
ª¯�¬�g�n�T�g�h��¼ �����n�e�¤�

m = m0 = 0
�¤�e�³²�������§��������n�v�X�v¼ ��� º¦�������n�v�X���e�n������� £ �¤�e�³¢������º¦�������n��� �h�e�AÙ��n� �v¼ �°���e���¤�Î� £ �����
m± (T ) 6= 0

�¤�e�¦� �h�v��¢�§³�������n�v�X�v¼ ���Äº¦�������n�v�X���e�ÎÈ������� £ �¤�e� �¬��¼ �Ø¢�������º¦�¬�����Î�v� �n�X��Ù�¢����y���e�[Ù��n� �v¼ ���d���¤�n���X�'��©­¸Gª´���¨�X�'� ���h�����¤� �¤�e�¥T�e���h����¼ ���»�D���n�e������Ö��n����¢�§³�¬�����Î���n�m7 ½
:;�e���[¢��d�e�n���°��� ��¢¤¼ � �¤�e�

T
È%Çy����Û������e��¡��n�d�¨Ù�¢��

m (T,B)
�g�Î������¼ �����n��©�ºÄ�d�Y;y�e�#� ��¤�h�[Ìq<��v�����¨�¤�h�

m
Èsº¦¢��e�n¡°���X�¬�v� �n�X�¤���e�n�X¼ �°�����Ë¡»�¬��� �v¢0� ±�� Ê'�h���h�

T,B
����� ¶ �����h�"<����d���

m (T,B)
�����'���d§�§«�y�­�n� �¤�h��©¤ª´����¥T�v���n�����e� ¶ �n�e�¬�yÇy���Í© ô ¯ © ò ©$;��d�h������� �¤�0�¬��¼ ���¤�n�Ö��¬�e�

B 6= 0
�g�Î������¼ �)�v�Î��Õ����0�g�n�

B 6= 0
�n�e����º2�¬�����Î�v�X�v�d�h�v�����Ë���¤�D�v���d��� £ �X�'� m = 0

�°���¡��n�e���¯Ìq<��v�����a§ �h����©)¥[�����e�¤�y�¬�X��¢a�)���­��¢°¼ �<�¤�e�´�g�n�X�¤�h��Ìq<��v�������h�
m± (T )

©�ª¯� ������'�v�d���¬È%ºÄ¢¤�¤�n�e���e�°Ù»�¬���e�����­���)�v�h�y�¤�n��µ �������'� ¢��v§³�¬�v�e¢��
Sn → −Sn

�����
hn → −hn

�e��� £���d�d�y�¬�e�d���n§��n�e��Ï
m− (T,− |B|) = −m+ (T, |B|)
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Çy�����e�X�¤����� ô�¯ © ò Ï�º¦�������n�v�X���e�n������� �d�ÄÇ�����Û¬�����e��¡��h�#��Ù�¢��
T

� ±��
B = 0

�����
B > 0

� ¶ �0©�� ±��
B = 0

Ï
m− (T ) = −m+ (T )

ª��e�«º¦�������n�v�X���e�n���������n�
m−

�����
m+

�v�e���J���e�v¢����n�v� �¬�)��§³Û¬Æ��d� ���e�n�X¼ ������¢�Æ�©¤ª´�d�«Ìq<¬È�����������d� ��¡)�X�¬���n� £ �[�h����§����Ä���X¼ �J±����h�v�e�n��� £ �����v�����­� ±��
J > 0

�¤�e� ¶ �­�n� Å¯������� ¶ �¤È�'� Û¬�����
...+ + + ...

�����
...−−− ...

���d���h©"�%�<�­�n�X¼ ���n�¦Å¯������� ¶ ���'� �¬���<�����c!$#¤�'���n§� ±��y¡°�e�n�e���0µÍ�h§ ²g�n� �»�������n��±����h�v���n�)� £ �X���y�)���y���¬���<�¤�n�v�n��§��d���d�h��� £ �^�¬�e�e� B 6= 0
�e���h©

�%�)�v�n���h�����¬�)���e������¢¤¼ � £ ���e�y�¤�e�
T
È%Çy����Û¬�����d��¡��n�d�ÉÙ�¢��

m± (T,B = 0)
�������n�����¬�e� £ �����h����¬���y���h�

TC
���������e�n�)�h©�Ö ±��

T → TC
�e���

m
�v�e¼ ���h�v�e�X¼ � ���¬���´���h�g�����d�É¸^�h©°Çy����© ô ¯ © ò ½8©

Öx±��
0 ≤

(
1 − T

TC

)
� 1

¡=<������n�0���e�x���e�v¢������v�n����ºÄ¢��d�h¡°���e����� �h�e�����e�n�X¼ �)������� ±��
B = 0�n�)�'���X¼ ¡��n�e��Ï

m =
1

2
tanh

(
1

2
βJzm

)

:=
1

2
tanh (x)

�'�'� |m| � 1 £ �v¢��e�����¬��¼ � |x| � 1
©�ª´�������n�eÆ¬��Ï

2m = x− 1

3
x3 + O

(
x5
)
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:;�e���n�����¬�d�v�h�����e�v¢�Ï

m ≈ 1

4
βJzm− 1

6

(
1

2
βJzm

)3

�����<���e�#�y�¬�g�n��Ï
TC =

Jz

4kBª¯�������h�dÆ��hÏ
1

2
βJzm =

Jz

2kB

m

T

= 2
TC
T
m

!°¢�§��#��Ï
m ≈ TC

T
m− 4

3

(
TC
T
m

)3

ª´�d����� � �����¤���¬�v�X�v¼ ���ËÅ¯�e�n�X¼ �°�����
(m 6= 0)

�eÛ��v���y���X¼ ���ç<)���h��Ï

1 =
TC
T

− 4

3

(
TC
T

)3

m2

⇒ 4

3

(
TC
T

)3

m2 =
TC
T

− 1

⇒ m2 =
3

4

(
T

TC

)2

− 3

4

(
T

TC

)3

=
3

4

(
T

TC

)2 [
1 − T

TC

]

!°¢�§��#��Ï

m± (T,B = 0) = ±
√

3

2

T

TC

√
1 − T

TC

ª´�d�������'A��h�v���d���¬� ¶ �n�e�¬� £ ������� m± (T,B = 0)
���h�

TC
���e�������eÛ����e��� Õ¤�e���v������¢����¤�h�v�Ë�X�'�

d

dT
m± (T,B = 0)

∣∣
T=TC

= ∓∞
���e�a§³���¦�d�h�e¼ �)�Ë����¼ ���v��¼ �����Î��©gª´�e�h�¯�e���0�¬��¼ �Ú�d§

m (T )
È%ª��X�¬������§�§R�v�X¼ �������¬��©J!¤¢��X¼ ��v�d�������XÛ¬���h�¯���n�������#���n�×·����¤�n�«§³�¬�����h�T¿T�������h�°±����h�v�)Û¬�����n� ¶ �­�n�d�v�h� Ô ���¤�°�����<����¼ ��nÀ°²g�n���e§ �h�)�v�n�e� £ Ê'�h�¤¢¤¼ �<§��#�y�h�d���h§ �����eÙ��h���v�n�e�e�n��¡)���d�v�X�v¼ ���h�J¥TÀ°²g¢����n�)�v�h� 6= 1

2

©



� ò�ò õ0öy÷�ønùxú�û;üNÁ�þ)���F�yú
�����7�yÿ?�Äú¯ù���VW�´ú
� ����� ö��Y�¦ú����9�
�7��ú��
%�¿�(±° Ë 4Yë©¨�/
8c¿ êì8Wº�02/�,)ºqÃo»½6�/J« 35ë�.Y+5,166£
Ü­�n�T��¢����n�Øµ �n§�²g�n� �»�v���v�h�

T → ∞ ���e�#�
β = 1

kBT
→ 0

©��%�Ø�¤�n��X����'� �¬�����v�v��§�§�� £�����«���¬§��#� �d�¨���d�e�n�0���n�e�nÙ»�������n�«Ü­� ¶ �d�h�°�������h�0¡�¢�§ §¨�
e−βH

¸ ¡»�¬��¢����X�v¼ ������¥T�����h§¨���e��½Ù�¢��h©¬¥[�����e�Î���Î�����X¼ � �¬�X�v¢0�n�e���´µx��#°�d¢���Ès¥T�)�'���e¼ ¡°�e�����ËÙ�¢��
e−βH

��§
β = 0

�¬�qÕ)�¤�e�h���e����¤�e��;y¢¤¼ �)�v�n§�²g�n� �»�����v�h�)�'���e¼ ¡°�e������©)¥������d���y�)���J§��n���v�h�v�0ºt<����e�e¼ ��¡��n�d�v�h��©

_cÌWb��'bd_ e £�u�£�x�fihsÃ?pqh�Æ�rthfÃ�È�kdmo�WxP£�h�§
Çy���v���h���n��� Ù�¢�§ ¡»�¬��¢����X�v¼ ���n��¥T���v�n§¨���d�0���d�d�hÏ

Zk (β) =
!°²���� (

e−βH
)

=
!°²���� ( ∞∑

ν=0

(−βH)
ν

ν!

)

=

∞∑

ν=0

(−β)ν

ν!

!¤²����
(Hν)

=
!°²���� (

H0
)

+

∞∑

ν=1

(−β)
ν

ν!

!¤²����
(Hν)

:= Z0 +

∞∑

ν=1

(−β)
ν

ν!

!°²����
(Hν)

Õy���y�d�)�v�h�v���v�v�e�n�v�������h�v§³�¬�X���¤�e�Ë� �v�h�d�0¥T���n�����e��Ï
Fk (β) = − 1

β
lnZk

Fk
���e���J�°���<�d�<�h�d����A��h�d���0��§

β = 0
�h���'���X¼ ¡��h�#��©

Fk (β) = − 1

β
lnZk

= − 1

β
ln

[
Z0 − β

∞∑

ν=1

(−β)ν−1

ν!

!°²����
(Hν)

]

:;�d��§a±������h� �¤�e�h�v�n�
ln

���d�h�e¼ �a�n�)�'���X¼ ¡��n�e� £ ��§ �¬�¤�ñ�¤�e�
β
Èê¥T�)�'���X¼ ¡°�d�����¯Ù�¢��

Fk (β) ¶ �¡�¢�§ §��h��©nª´�d��µx��#°�d¢��v�h�)�'���e¼ ¡°�e������Ù�¢��
ln (1 − x)

�X�'�Í�g�n¡»�����)� (
ln (1− x) = −∑∞

ν=1
xν

ν

) £�¤�e�h�v�0�[¢��d�e�n�����d���)���<�����v�)��� ¶ �h��©�ª¯� ¶ ��� ¢��v§��n�<���e�y�����yÙ�¢����e�d�h���n���¤�
ln

È%Çy������§��h����n�e�¤�^��¼ ����§<Ï

Z0 − β

∞∑

ν=1

(−β)
ν−1

ν!

!°²����
(Hν) = Z0

(
1 − β

1

Z0

∞∑

ν=1

(−β)
ν−1

ν!

!°²����
(Hν)

)
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Z0 − β

∞∑

ν=1

(−β)
ν−1

ν!

!°²����
(Hν) =

!°²���� (
e−βH

)

= Z0

!°²���� (
e−βH

)

Z0

:= Z0

〈
e−βH

〉
0

:;�e�y�¤�Î·����d�h�v�h�����d�e���h§��n�e��Ï
!°²����

(A)

Z0
:= 〈A〉0

:;�e�y���n� ¶ �n�<�����v�n��¥T�����h�����X���°���J�h�d�ÍÏ

Fk = − 1

β
ln

[
Z0 − β

∞∑

ν=1

(−β)ν−1

ν!

!°²����
(Hν)

]

= − 1

β
lnZ0 −

1

β
ln

[
1 − β

1

Z0

∞∑

ν=1

(−β)
ν−1

ν!

!°²����
(Hν)

]

= − 1

β
lnZ0 −

1

β
ln


1 − β 〈H〉0 +

1

2!
β2
〈
H2
〉
0
− 1

3!
β3
〈
H3
〉
0
+ ...

︸ ︷︷ ︸
x




= − 1

β
lnZ0 +

1

β

∞∑

ν=1

{
1

ν

[
β 〈H〉0 −

1

2!
β2
〈
H2
〉
0

+
1

3!
β3
〈
H3
〉
0
− ...

]ν}

¥T� ����§³���ñ�v�e�Î��Ì��¤�D�y��¢��e�n��©e©d©��y���<���e�d�������h�«¸ ����¼ �<¿x¢��v�h� ¶ �h�JÙ�¢��
β

�v¢��v�v�e�n�v� ½ÎÏ

xν =

[
β 〈H〉0 −

1

2!
β2
〈
H2
〉
0

+
1

3!
β3
〈
H3
〉
0
− ...

]ν

= (β 〈H〉0)
ν

+

(
ν
1

)
(β 〈H〉0)

ν−1

(
− 1

2!
β2
〈
H2
〉
0

)1

+

[(
ν
1

)
(β 〈H〉0)

ν−1

(
1

3!
β3
〈
H3
〉
0

)1

+

(
ν
2

)
(β 〈H〉0)

ν−2

(
− 1

2!
β2
〈
H2
〉
0

)2
]

+ ...

= (β 〈H〉0)
ν − βν+1 ν

2!
(〈H〉0)

ν−1 〈
H2
〉
0

+βν+2

[
ν

3!
(〈H〉0)

ν−1 〈
H3
〉
0
+

1

2
ν (ν − 1)

1

(2!)2
(〈H〉0)

ν−2 (〈
H2
〉
0

)2
]

+ ...
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ª��e�h�y�d�e�Î� �h����Ï

Fk = − 1

β
lnZ0 +

1

β

{ ∞∑

ν=1

1

ν
βν (〈H〉0)

ν

−
∞∑

ν=2

1

ν − 1
βν
ν − 1

2!
(〈H〉0)

ν−2 〈
H2
〉
0

+
∞∑

ν=3

1

ν − 2
βν

[
ν

3!
(〈H〉0)

ν−3 〈H3
〉
0

+
1

2
(ν − 2) (ν − 3)

1

(2!)2
(〈H〉0)

ν−4 (〈H2
〉
0

)2
]

+ ...

}

Ü­�n���¤�h�³µÍ�h�v§��n���"<����n���n� Ô � �¤�°�����Ë����� �¤���h�d���'�%���¤�ÎÀ°Ès���n� �v¼ ���e�n�������0�¤��� ¼ �����n� ±����v�h©�%§ � ¢��d���n���¤�h�J�g�Î������¼ �)�v�n�����e���)���y�¤�d�0���d���¤�v�e�����v�h��µ �n��§��Ë���e� ¶ ��� Ô � �¤�°�����
β3 Ï

Fk = − 1

β
lnZ0 + 〈H〉0 − β

1

2!

[〈
H2
〉
0
− 2!

1

2
(〈H〉0)

2

]

+β2 1

3!

[〈
H3
〉
0
− 3!

1

2!
〈H〉0

〈
H2
〉
0

+ 3!
1

3
(〈H〉0)

3

]
+ O

(
β4
)

= − 1

β
lnZ0 +

∞∑

ν=1

(−β)
ν−1

ν!
〈Hν〉cum

:;�d���^���v�v�n�<�¬�X�v¢ ¶ �����¬§�§��n��Ï

Fk = − 1

β
lnZ0 +

∞∑

ν=1

(−β)
ν−1

ν!
〈Hν〉cum

〈H〉cum = 〈H〉0〈
H2
〉
cum

=
〈
H2
〉
0
− (〈H〉0)

2

〈
H3
〉
cum

=
〈
H3
〉
0
− 3

〈
H2
〉
0
〈H〉0 + 2 (〈H〉0)

3

Z0 =
!°²���� (

H0
)

〈A〉0 =
1

Z0

!¤²����
(A)

∑∞
ν=1

(−β)ν−1

ν! 〈Hν〉cum
���h�dÆ��\Í¨æ Ê æ¤ëdã¬ä î èÎä�èÎä î â ï à å»ë#æ¤ä)ç�©

:;�d�­�­¢��e�d�h�³�)��� �n�e���´Ç��°�[�h���¤�����¨� ±��������
d
È%�¤�e§ �h���v�d¢����¬�e�c�'�v�d����ÈsºÄ¢¤�¤�h�d�����h�

B = 0��������¢����n�yµ �n§�²g�n� �»�v���
T

�¤�X��¡°�¤���d�h�v�h��©�¥��y�­���
H = −J

2

∑

〈n,m〉
SnSm

�[¢����h� 〈n,m〉 �¤�e�1!°��§�§�� ±����h�a�¬�e�e� ��Û�¼ ���'���n������¼ �°���¬���Ø���¬� �'���n�e�#� £ Si �¤�e��:×�n�v�v�
± 1

2

�¬�����n��§��h�³¡>�����������
J 6= 0

�X�'��©�Öx±����¤�e��ÃË��§a���X�¬�)�v�h���n�)�'���X¼ ¡)�e�����Ë§a±��v�v�n���°���
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�¤�e�0ÃË��§¨���e�������n� 〈Hν〉cum

�����J���d�h��� ±�� 〈Hν〉0
���h�v��¼ �����Î�y�­�n� �¤�h��©�Xg����Û�¼ �����

Z0
Ï

Z0 =
!°²���� (

H0
)

=
∑

S1=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2

1

= 2N

�����Ø� ¢��e�¬� 〈H〉0
©Éª¯���«���n±����v�JÇ����������e�n�)����¢�� ¢��v� £ �������¨�¤�e�h� �y���e�����h�d�{§¨����� £ �[�h�d�±��g�n���¬�e�d�×Ã�¢�§¨���e���¬�v�e¢����h�ÚÊ'�Ú�n�e��§³�¬�¯§��#��²�¢)���d�v�eÙ��h�5�����;�h�d��§����´§��d�J���h���¬�v�eÙ��n§��¢�� ¶ �n�X¼ ���n������§�§��e�n�v�y���d� �ñ©?:;�e��� ±������n�<�¤�e��A��h¼ ���°�����a���v¢�� ¶ �¤�n§ �����hÏ

〈H〉0 =
1

Z0

!°²����
(H)

= 2−N
∑

S1=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2


−J

2

∑

〈n,m〉
SnSm




= −J
2

2−N
∑

〈n,m〉



∑

S1=± 1
2

...
∑

Sm=± 1
2

Sm...
∑

Sn=± 1
2

Sn...
∑

SN=± 1
2

1




= −J
2

2−N2N−2
∑

〈n,m〉


 ∑

Sm=± 1
2

Sm
∑

Sn=± 1
2

Sn




= 0

�­�n���n� ∑
Sn=± 1

2
Sn = 0

� ±������d�e�
n
©

v������e�e¼ �<Ù��h�v�XÛ¬���D���¤�e��A���¼ ���°����� � ±�� 〈
H2
〉
0

Ï
〈
H2
〉
0

=
1

Z0

!°²���� (
H2
)

= 2−N
∑

S1=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2


−J

2

∑

〈n,m〉
SnSm




2

= 2−N
J2

4

∑

〈n,m〉

∑

〈n′,m′〉


 ∑

S1=± 1
2

...
∑

SN=± 1
2

SnSmSn′Sm′




= 2−N
J2

4

∑

〈n,m〉

∑

〈n′,m′〉

!°²����
(SnSmSn′Sm′)

ª´�d�����H!°²����¯§¨±��v�v�n�Ä���e�´�������n�'�­���y���n�������n�¯�¬����¼ ���¬���n��©�ÃË�X�¬�´�e���hÏñÖ��¬�e�e�����e¼ �)�
n =

n′ �����
m = m′ � ¶ �0©

n = m′ �����
m = n′ ���e�d� £ �v¢:���¬�g�n� ���d�Ä�h�d���n� �¬���¬È�e¢����n� Ö��¬�e� ¶ ���ÚÜ­�h�v��¼ ���°�����AÙ�¢�� 〈H〉0 £ �����Â�¤�d�õ!°²����Ú�e���Ú�y���d�ê©´Ç�����¢������v�n�Â�X���
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!°²����

(SnSmSn′Sm′) =
!°²���� (

S2
nS

2
m

) ©>:Ú�h�d�TÊ'�n�­�n�e�e� ¶ �[�h�yºt<����d�X¼ ��¡��h�#���n� ���h�v±�¼ ¡)È���X¼ �)�v�e�¬� �[�h���¤�h��§¨±��v�v�n� £ �¤�e�����e¼ �)�³�y���e���[�h�����n� ¸ ¶ © Ü¯©x�X���
n = n′ ¢°���n�

n = m′§H<����e�X¼ ��½ £ ���e����������� ∑
〈n,m〉

∑
〈n′,m′〉

¶ � 2
∑

〈n,m〉
©�Ç��e�v¢�Ï

〈
H2
〉
0

= 2−N
J2

4
2
∑

〈n,m〉

!°²���� (
S2
nS

2
m

)

:Ú�h���h�
S2
n = S2

m = 1
4

� ¢��e�¬���v¢�§��#��Ï
〈
H2
〉
0

= 2−N
J2

4

1

8

∑

〈n,m〉

!°²����
1

= 2−N
J2

32

∑

〈n,m〉
2N

=
J2

32
Nz�¤�n���{�¬�e�d�

N
µ �n�e�e¼ ���h���������h�

z
��Û�¼ �����v� �´��¼ �°���¬���5¸ ²g�n���e¢°���e��¼ ���)Ay�����¤�g�h�¤�e�������¤È���h�m7 ½Î©

O�������¼ ���¤�h§ £ ���d�����n���¬��§³�¬�³�¤�e����Û����n�������0§³��¼ ���n�����d�e� £ §¨���v��§³��� �h�)���v²��v��¼ ���n����[�h�#�����h¼ �����n��©?:;�e�y�����h¼ ���h�����d�����¬�Ä�¤�e�h�v�n�c!)�v�h�d�e�«�¬�<�����J���¬�g�n���n�����¬�d�v�h��Ï
〈H〉cum = 0〈
H2
〉
cum

=
〈
H2
〉
0

=
J2

32
Nz

ª´��§��#�y�X�¬�¤���Î���¤�e�¯� �v�h�d�0¥����n�����e��Ï
Fk (β) = − 1

β
lnZ0 +

∞∑

ν=1

(−β)ν−1

ν!
〈Hν〉cum

= −NkBT ln 2 − β

64
J2Nz + O

(
β2
)

Çy�X��¢�¡°��� ¶ Ï

Fk (T,N) = −NkBT
{

ln 2 +
z

64

(
J

kBT

)2

+ O
((

J

kBT

)3
)}

Çy���É�¤�h�x� �v�h�d�h�a¥T���n�����e��¡»�¬��� §³�¬�a�)���a�¤�e��¥T�)�v��¢�²��e�[±����h�
S = −∂F

∂T

∣∣
N

�g�h���v�e§ §��h��Ï

S (T,N) = kBN

{
ln 2 − z

64

(
J

kBT

)2

+ O
((

J

kBT

)3
)}
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S (T → ∞, N) = kBN ln 2

ª´�d�����n�)���v²����e¼ �)�³�¤�n�³¥������v¢�²��e��Ù�¢��
N

���X¼ �)�³§ �d�v�h�d���¬���¤�h�³�[��¼ ���v�n�e���d��¡��h���¤�n�R�'��¢�È�v²��e��� £ �����¤�e�h���¬��¼ �A���n�JÌÍ�d§���� � ±����¤�e�ÚÃ´¢�²�²��e�����
J → 0

�X�'��©­Ü­�n�¯���h��� ��¢����h�µ �n§�²g�n� �»�v���v�h�;���d� �Á�¤�e�ÚÃ´¢�²�²��d����� ���¤� ���h��¢��g�n�5�����Á���d�e�
2N

Xg���'� Û¬���¤�Ú�[�h�����n����d�h�e¼ �°���¬��� �v¼ ���n�e���d�X¼ ��©°ÅË�¬� ¶ ���d�e���h§ �h�d�J���e�#��Ï
S (T → ∞, N) = kB ln

!°²���� (
H0
)

ª¯�¬�g�n���e�e�Î� �n�v��!°²���� (
H0
)

=
!°²����

( B ) ���h�����¤�0�¤�e�ËÇ�� ¶ �����Í���d�e�n�yºt<����e�e¼ ��¡��n�d�v�h��©¤Õy����¤�e�h��§a�����y�¬��¼ �<�v¢��v�n�e� £ ���n���<�e§@Ì��e§��h�������n���¤�e�X¼ ���n��µ �n§�²g�n� �»�����v�h���v�e���<�¬�e�d�7Xg�¤È����Û����¤�����d�h�e¼ ���n��§���Æ��h� §H<����e�e¼ � £ ���yÊ'�n���e�X¼ ����:×�h¼ ���v�n�e���e�v¡°�����¨Ù�¢��J�¤�n�­�����h���¤�e�e¼ ���h������n��§��e��¼ ���n��¥T���n�����e���¤�n�­µÍ�h�d�X¼ ���h�³±����h����¼ ���¬���v�n�����e���ñ©°Ö����d�X�T���e�T� ���n�e��µ �n�e�e¼ ���n�³���e��e§ ÅË���x�g�Î������¼ �����n� £ �X�������d��X������¤�¤�n��§H<����d�X¼ ���h�HXg������Û����¤�­�����h���¤�e�e¼ �aÈÍ�¤�e�­¥������v¢�²��e��X�'������¼ �J¢����h�<���°�����v¼ ��� Û¬��¡��N7
Ç��e�x��Û�¼ ���'���h�x�g�h���v�e§ §��h�a���e� £ ��§¹�¤�n��µ �����¤�d�v�e¢��¨���n���h¼ �)� ¶ �a�­�n� �¤�h� £ �¤�d���v²�� ¶ �d·��v¼ ���:5Û��v§��³¸D� ±��

B = 0
½ÎÏ

cB=0 (T ) =
1

N
T
∂S

∂T

∣∣
N

=
1

N
T
∂

∂T

∣∣
N
kBN

{
ln 2 − z

64

(
J

kBT

)2

+ O
((

J

kBT

)3
)}

= kB

{
z

32

(
J

kBT

)2

+ O
((

J

kBT

)3
)}

¥������d�d���¬�X�v¢�Ï

cB=0 (T ) = kB

{
z

32

(
J

kBT

)2

+ O
((

J

kBT

)3
)}

∝ 1

T 2

� ±��
T → ∞

_cÌ'b��Wb�� ���ofMÎ�ncpqhsÃ"ncpqj>�ok�p
ª´�d�[Ü[�h�v��¼ ���°������Ù�¢�� 〈Hν〉cum

� ±��
ν > 2

�X�'� �v�n���Í�¬�¤� �­�n���¤�d��©5:;�e�d��§����0�"<����n��� Ô ���°È�°�������n�2���n�
β
Èê¥����'���X¼ ¡°�d����� �g�Î������¼ �����n� £ �v¢ �v���Ë§³���2�����´§��#��;y�e�d� �����n�0Å¯����²����n��Èµ �h¼ �����d¡�©�ª´�d�«Ü­�n���h¼ ���)�����aÙ�¢�� 〈Hν〉cum

�n�v� ¢�� �¤�h�����'���Î� �y�¤�e�«Ü[�h�v��¼ ���°�����aÙ�¢��
Aν =

∑

〈n1,m1〉
...

∑

〈nν ,mν〉

!°²����
((Sm1Sn1) ... (Smν

Snν
))
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Xg����Û�¼ �����Ë�X���«¡)�X�¬� £ �����v�0�¤�e�)!°²����0�)���¨���¬���×Ù�¢����y���e�TÙ��n� �v¼ ���e�h���n�2�X��� £ �­�n���5ã¬ëDëdè�%���¤� ¶ ��� ò È £ � È £ � È £ ©d©e© Èê�^��¼ �¨Ù�¢���¡�¢�§�§ �h� £ �ñ© ��©��¤�e��Çy� ¶ �¬�������e�n�X¼ ���n���%����� ¶ �h��§a���v�T���n� ��������h�d� £ �[�h�d�ñ� ±��y�¬�e�d�0���¬�v±����e�e¼ ���h�tXñ�¬���e�n�

k
���d�d�hÏ

∑

Sn=± 1
2

S2k−1
n = 0

!°¢����¬�X���°���³�n�e�:�n�e� ¶ �e���h���%���¤�ÎÀ{§��d�³�n�e���n���������n� ���¤�h� Ç�� ¶ �����y�¬�¤�D� �¬��¼ �)� £ �e��� �����¿T��¢°����¡)�­�g�n���n�d�����y���d� £ �[�h�d���h�d���h���¤�n��Ö���¡)�v¢����n�J�y���e�ñ�e���h©$�%§	� ¢��d���n���¤�h� �g� ¶ �n�X¼ �����n����d�y��������Û�¼ ���'���0����¼ �°�����v²����¬� 〈nµ,mµ〉
§��#��Ï

ª´��§��#�«¡@<������h�Ú���e�«�¤�e� Ü­�n�d�v� Û¬��� ¶ � Aν
��� �¬²����X��¼ �Ú¼ ��������¡����n���e�v�e�n���n��©g¥��Ë���v�d���«�°������¬��� �n�e�<Ü[�h�#������� ¶ ����!°��§�§��0�¬�¤� £ �­�n����ã»ëDëdè¨ÃË��¢¬���n� ò È £ � È £ � È £ ©d©e© Èê�^��¼ ���g�n�e�n�����v�e��� £�°�������¬���a�v���Î���n����Û�§ �e�X¼ ��!°²��e����§��d�����n� �����n�x¿x¢��v�h� ¶ �d�³�¤�h�i!¤��§�§ �y���¤�'©S:;�e�����n�g�n�Ü­�n�X��²��e�n�e��Ï

ν = 1
Ï O��h���n� ¿�����¡)�J�X�'�J�)��� �n�e�¤�^��¼ �;���h�d�h�¬�¸ �e¢����e��¼ � £ �h�����d���xÊ��³����¼ ���)��� ¶ �­�n�ñ¿T����¡�����½ £ � ¢��e���e�X¼ �J���d�¤������¡��h�d���h��Ü­�h�#��������©

ν = 2
Ï ¡��n�e�<Ü­�h�#�������

¡��n�e��Ü­�h�#�������
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Ü­�h�#����Û����
:;�e�Ë¡=<������n���¬�X��¢��¤�e�Y!¤²����«�¬�������h¼ �����n��©ñª¯�J��� ¶ �­�n�����e�n�X¼ �°�[�h�����d���¨ÖÉÛ¬�e�d�����d�¤� £ �¤�e��h�d���h�{Ü­�n�d�v� �¬�Ä�e�d�n� �n��� £ �����Ø���¨�e���v�����v��§«�

Nz
��Û�¼ ���'���ÎÈ%����¼ �)���¬�vÈsÜ­�e���¤�������n�×���e�¤� £���d�d�hÏ

A2 =
∑

〈n1,m1〉

∑

〈n2,m2〉

!¤²����
((Sn1Sm1) (Sn2Sm2))

= 2Nz


2N−2

∑

Sn1 ,Sm1=± 1
2

S2
n1
S2
m1




= 2

[
2N−2 ∗ 4 ∗

(
1

2

)2(
1

2

)2
]

= 2N ∗ 1

8

º¦����¡>�������¤�e�JÅ¯� �¬²����h�)�v���h¢����d� ���e�v¢<���h�)��� ¶ �h� £ ��§ ¶ �����h���n� £ ±��g�n�a�[�h�e¼ ��� Ã´¢���È·������ �»�v�e¢����n��§³�¬�{�v��§�§��d�h�v�h��§¨�����h© Öx±��
A2

�v¼ ���h�d�)�a���d���¨��¢¤¼ � ¶ �d�h§��d�X¼ �{�v�d�����d¢)�
¶ �×�v�n�e� £ �­�n�e�T��¢�� ¢��v�Ë¡°�X�¬�Ë�X�'� £ �[�h�e¼ ��� Ü­�n�d�v� Û¬���a±����v�e�<���e�n�e���h��©Íª´�d��������A��h�v���d���»�«�X����e§	±������d���n� ����¼ � ����������Û������e�¨Ù�¢�§ Å¯�#�v�v�n�v��#°² ����� �¤�h�­ª´�d§��h�����e¢��

d
©¤ª¯���[���d� �³�g�n�

ν = 3
��¼ ��¢��������¤�h���T�v�n�e� £ ���d�y���e�[�v�n���n�³�­�n� �¤�n��©�ª�¢��������e� �³�¬��¼ �³�¤�h�[!°�e���³�����v�n���n�*����h�v�e�n���������h�J�¤�h�¤�v�e�X¼ ���n��©

ν = 3
Ï ¡��n�e��Ü­�h�#�������
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¡��h�d�<Ü­�n�d�v� �¬�

¡��n�e��Ü­�h�#�������

¥����X�'�´�d§ � �����¤� �»���e��¼ ���n��¸ ¡°�����e��¼ ���n�Í©d©e© ½�Å¯�d�����n�´���e¼ �)�y§H<����d�X¼ � £ �h�d���aÃ�¢��¤·��������¬�v�e¢���¬� ¶ �����h���h� £ ���n���n� Ü­�n�d�v� �¬�0���e¼ �)�[Ù��n� �v¼ �°���e���¤�n�h©�Ç����¤�h���[���e�n�)�­���d�����e§	���ÎÀ��¬��¢������d�h�Å¯�#�v�v�h���¬���hÏ
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¥����h�v���d�����v�X¼ �J� ±��y�¤�d�����«Ã´¢���·������ �»���d¢�� �¤�h�yÜ[�h�#�������

!¤²����
((Sn1Sm1) (Sn2Sm2) (Sn3Sm3)) = 2N−3

∑

Sn1 ,Sn2 ,Sn3=± 1
2

S2
n1
S2
n2
S2
n3

= 2N−3 ∗ 23 ∗
((

1

2

)2
)3

= 2N ∗ 1

64ª´�d���ñ�X�'� ���n�ÍÜ­�n�d�v� �¬���h�d������ª´�v�h�d��¼ ¡°�h©Î�y���«��¢��d�
A3 =

∑
〈n1,m1〉

∑
〈n2,m2〉

∑
〈n3,m3〉

!°²����
((Sn1Sm1) (Sn2Sm2))�g�n���h¼ �����Î���[�h�����n��©»ª´�d��!°��§ §³�¬�v�e¢�� �eÛ��¤�D�����¬�g�n�¤�°����±����h�T��¢��e¼ ����ª´�v�h�d��¼ ¡�� £ �­�n�e���¤�n�A����'� �y���e�[�e�e�Î� �n�v�h©
:;�d� �v¼ ���¬���h� £ ���e�nÙ°�e�n�e�9!°��§�§³�¬�����n���¬���D�v���Î�v�h��©�X�����Û�¼ ���'�¨���d������­� ±��

n1
���»��±��v�e�X¼ �

N
ºt<����d�X¼ ��¡��n�d�v�n� £ ���a���

N
Å¯�#�v�v�n��²��XÛ»� ¶ �Ë���e�¤�h©�Öx±��

m1
���e�¤���h��������«��¢¤¼ �

6
ºt<����e�e¼ ��¡��n�d�v�h� £ �­�n�e��Ê'�h�¤�h��Å¯�d�����n��²�����¡)�

6
��Û�¼ ���'���[�´��¼ �°���¬���0���¬�h©»Çy�X��¢�e�d�n� �n�v�T�¤�d�­�n� ���v�c!°��§�§����n�e���n��Ö���¡���¢��

6N
©>º¦�#�T�¤�h����¢������¬�g� 〈n1,m1〉

���»��§³�¬� ���X¼ ����e�v¢0�n�e���´Å¯�d�����n���d�e���e�y���h�v�h�#� �TÙ�¢������n���n�g�n��©¬Öx±��
n2

���d�¤�[�h�����¬���³��¢¤¼ �³���n�����
4

ºt<���È�e�e¼ ��¡��n�d�v�h��Ï
n2

¡=<����)�v�Ë§��#�
n1

� ¶ �0©
m1

�e�¤�h�)�v�X�v¼ �Ä�v�n�e�J¢¤�¤�h�y�¬�g�n�y�¤�h���e�Î� ¶ ���n�<��¢¤¼ �.'� �v�h�d�h�L/ ¿�����¡)� �¤���«ª´�v�h�d��¼ ¡°�«§����v¡°�e�n���n��Õ���� ¶ �����e�n�e�g�n� ¶ �­�n��¿T����¡)�v� ±������d� £ �n�e���n�¢����h�v�����d�×�������h�d���n�0���)�v�h�v���¬�e�����n�«�g�n���n�d���0Ù�¢������h���n�g�n���n�ÚÌÍ�d���d��© Öx±��
m2

���e�n�e���h��������³�¤�e� ¶ �­�n��¿�����¡)�v�y±����v�e� £ �¤�d�´�¬�
n2

�����n� ¶ �n� �����³������¼ � ���d���h�d�¦¸^���e�n�X¼ �����h�#���d���h� ½ª´�v�h�d��¼ ¡a���n���e�X�¤�Î���[�h�����n� ¡»�¬����©¤Çy�X��¢a�d�e�Î� �h�����¤�e� ¶ �[�h�#����!°��§�§��¯�n�e���n��Ö��¬¡)��¢��
4 ∗ 2

©ª´�d�³�g�n�X�¤�h�×¿�����¡)�v�
n3

�����
m3

�v�d���×�v¢�§��d�0� �h���«Ù�¢��v���n���h���h� £ ���X¼ ���Ë� ���'�«�X�'�¨�����h� £�­�n�X¼ ���n�a¿T����¡)�³�¤��� ¼ ���­�n�X¼ ��� �T���v�X�¬���e� ���n²���Û����h�����d�h���a���d� � £ �ñ© �Í©x���¨¡�¢�§�§«� ��¢¤¼ ��h�d� ¶ ����Û»� ¶ �e�e¼ ���h�´Ö��¬¡)�v¢��
2

���d� ¶ ��©�º¦���¦�n����Û��#�0�¬�X��¢ �d���v�����v��§«�Ë�¤��� ¼ �2�¤�e�H!°��§ §��h��h�d���h��Ö��¬¡)�v¢��
6N ∗ 4 ∗ 2 ∗ 2 = 6N ∗ 16

©�ª¯�¬§��d�hÏ
A3 = 6N ∗ 16 ∗ 2N ∗ 1

64

=
3

2
N2N

:;�e�«�������h���n� £ �n��§H<����e�X¼ ���y�������¤�e�h�v�h�y���n�v�^�¬�����n�<²����d� ¶ �e²��d�h�d� £ ���d� Aν ¶ �Ä�g�n���h¼ �����n� £���d�e�n� �¤�e���������v�n�e�¬�y�¤�h�yÇy�¤� ���¬���J�h��¢���§ ��¼ �����h�d������©
_cÌ'b��Wb�� Ïìxd£FlFÃ$pq�"pqhsÃ È�kPm"�'xd£Fhc§²Ð¶Ñ k���k�fix�pqhsÃ Èõkdm"�'xP£�hc§ÓÒ
ª´�d�<�h���h� Ù�¢������h���v�h�d�d� ÃË��§¨���X�¬�)�v�h���n�)�'���X¼ ¡°�d�����2�X�'�³�g�h�v¢����¤�h��� ²�� �¬¡)���e��¼ ��� ±�� Å¯�d��È���n� �d#¤���v�n§���© Ô �°�­¢�����§³�¬�;�v�d�Ä����¼ ��� ±��JµÍ�h�d�X¼ ���n���d#¤���v�n§��<�e§ Ã�¢��)�v�e�)����§ �g�n�°�¤��È
¶ �n�{¡»����� £ �e���³�¤�d�J� ¢��e���h���¤�<ºÄ�Î����¢¤�¤�<�¤�n�|�[�e���'���n���n�)�'���X¼ ¡)�e�����Ú�����v�v�n� ���e�n�v� ±������nÈ�h�d�����Î��©":;�d�´���n�v� ��¼ �)�v�h�<���d�h� ¶ �¦�¤�e�«¡»�¬��¢����e��¼ ����Xg���'� �¬�������v��§�§ �0�h�d���h�y¡°�X�������X��¼ ���n�
N

È%µ �n�e�e¼ ���h���P#°���v�h§³�[§��d�c:Ú��¼ ���v�n�e���d��¡°�������v²g¢¬�v�h�)�v�X�¬�
v (r1, ..., rN )

Ï

H =

N∑

n=1

p2
n

2m
+ v (r1, ..., rN )
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:;�d�0�e§�§��n�����e�d�hÏ

Zk =
!°²���� (

e−βH
)

:;�d���g�Î������¼ �)�v�n� ¶ ����Û�¼ �����y�¤�n�<¡°�e���Î���e��¼ ���n�<Çy�)���n�e�

Z
(kin)
k (T, V,N) =

1

h3N

∫

R3N

N∏

n=1

d3pne
−βPN

l=1

p2
l

2m

:Ú�h�d�x�¤�e�«�n�e� ¶ �h�d���n�	�%§�²����X���«Ù�¢����h�d���¬���¤�h������������Û¬�����e� ���e��� £ ¡@<������n�<���d�´�������%�����ÎÈ��� �¬�É�e�����d���n�e� ¶ �n�e���n��Ö���¡���¢����n� ¶ �h�v�e�n���n� £ �¤�e� �¬�e�d� �X�¤�n�)�v�X��¼ �����������h���n�:¸^�¤�h�«���¬§���¤�n�H�%�)�v�h��� �»���d¢�����Ù»���v�X�¬���e� �X�'� �g�n¡»�����)�v�n��§³�¬Æ��n�������n�����n���e�X¼ ��½8©Tª¯�×�h�³�v�e¼ �:��§
3NÖ���¡���¢����n�;�������¤�h�#� £ �h�v��Û¬�d� §³�¬�Á�v¢�§��d�×¸

t
���h�¯�¤�h�J¿��e�¬� ¶ ���¬�d�v�n�J� ±����n�e���2�g�n�e�e�n���e����%�)�v�n�����¬�v�e¢����vÙ»�¬���e�����e��½8Ï

1

h3N

∫

R3N

N∏

n=1

d3pne
−βPN

l=1

p2
l

2m =
1

h3N

(∫

R

dte−β
t2

2m

)3N

=

(
1

h
∗
√

2mπkBT

)3N

= λ−3N
Tª´�������n�eÆ¬��Ï

Z
(kin)
k (T, V,N) = λ−3N

T

Öx±��y�¤�n�<²g¢¬���n�)�v�e�n�e�d�h�ÄÇy�)�v�h�d�����d�d� ¶ ����Û�¼ �����hÏ

Z
(pot)
k =

1

N !

∫

R3N

N∏

n=1

d3rne
−βv(r1,...,rN)

ª��e�0�����v��§«����Xg���'� �¬�������v��§�§ �Ë�X�¬�¤���Î��Ï

Zk (T, V,N) = Z
(kin)
k ∗ Z(pot)

k

:;�d�����n��§��n�<�°���Ä�¬� £ ���������¤�e�«µÍ�h�d�X¼ ���n��§��#�y�h�d���n§ ¿����¬��²�¢��v�n�)���e���g�­�h¼ �����h�d���e�v¡��n� £�ñ© ��©
v (r1, ..., rN ) =

∑

i<j

v (ri − rj)
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:;�e��¡=<������n���°���<���d� ¶ ��Ù�¢��­�h�d���«µ ��#°�e¢����n�)�'���e¼ ¡°�e�����«Ù�¢��

e.βV
��§

β = 0
§³��¼ ���n��©!)� �»�v���¤���v�v�n���[¢��d�e�n�����e�y�¬�g�n�y�¤�e�«��¢����h���¬���)���n��±2ã Ô�è5\8íGé�æ¤ä°å îGï^ð ägènä¦�n�e�¤� ±����v�h��Ï

fij := f (ri − rj)

= e−βv(r1,...,rN) − 1

!°�e�0�'���v�h���h��� ±��
β → 0

���n���n�<�y���e�ê©�ºÄ�d�y�d�����n��� ¢��e�¬���°����Ï
e−βv(r1,...,rN) = e−β

P
i<j v(ri−rj)

=
∏

i<j

e−βv(ri−rj)

=
∏

i<j

[1 + fij ]

= 1 +
∑

i<j

fij +
∑

i<j

∑

k<l

fijfkl + ...

Ç��e�v¢�Ï

Z
(pot)
k =

1

N !

∫

R3N

N∏

n=1

d3rn



1 +

∑

i<j

fij +
∑

i<j

∑

k<l

fijfkl + ...





ª¯�¬�g�n�»� �¬��¼ ���n�Ë�d�«���n��!°��§�§��n�«¡��n�e�����%���¤�nÀ°²����¬���É§��n���v�^��¼ �0�¬���'©5:;�d�[�¬��¼ � £ �v¼ ���e�e�nÆ¬È�e�e¼ �Ä���v�h���´�d��Ê'���¤�n§RÖ���¡���¢��
[1 + fij ]

�n�e�¦�¬���¤�h�v���
fij £ �v¢ ���������g�n� ���n�´Ü­�h�v��¼ ���°������¤��� ¿��v¢¤�¤��¡)� �J�°�������)�v�h����¼ ���e�h�¤�e�X¼ ���Úµ �n��§��Ú�¬���D�v���Î�v�h��©�ª´�����e���J�h�d� �[�����h�����d�X¼ ���h���¢������n�e�����d�����h�­¥����'���X¼ ¡°�d�����a���n���n�°±��g�n���¤�n��ÃË��§a���e���)�v�n���n�)�'���e¼ ¡°�e������©�v������e�e¼ � ¶ ����e�Î� ¶ �v�h�v�h�Ä¡=<������n�2���d�¯�¬��¼ �Ä���e�n�Ë�¤�e�aÜ­�n�d�v� Û¬��� ¶ � Z(pot)
k

��� �»·���¼ �Ä���¬� �'���n�e�d�h��©�ª¯� ¶ ��v�d��� � ¢��d���n���¤��!¤¼ ���v�d�����«�¤��� ¼ � ¶ �¤� ±����v�h��Ï

¸ �D½	!¤¼ �����#�v�hÏ°Ü[� ¶ �h�e¼ �����´������µ �n�e�e¼ ���h�
i
§��#� Ô ��� ��Ù��n¡)�v¢��

ri
������¼ �³�h�d���n�JÃË���n�X�������

fij
�¤��� ¼ �<�¤�d�0���h�v���d�����������v�e�d���e� ¶ �­�n�e�n�yÃË���n�X����©

¸^�d�D½	!¤¼ �����#�v�hÏ>���n�����e���¤�
l
Ù��h����¼ ���e�h�¤�h����µ �n�e�e¼ ���h���e���¤� ¶ �h� ¶ �¨�d���v���¤� ¶ �d���e�n� l ÈT�[�d�����v�h�v�Í©�%�v���h�¤� ¶ �e���h�)���n�eÆ¬� £ �����v�x�¤�e�h�v�Ó�[�e�����v�h�É�v�X¼ �¨���X¼ �)�x�e�¨¡°�e�n�e���n���

l′
ÈT�[�d���'���n�

(l′ < l)¶ �n���e�n���h�J�X�����v�n��©¤Ü­�n�X��²��d�h�d��Ï
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ª¯���[���n�eÆ¬���¬�X��¢�Ï@!°�e��� ���d�e�´µ �n�e�e¼ ���n�³�e�v���n���¤���e�y§��d�v�n�e�������¤�n�­Ù��h�v�������¤�h� £ �v¢«�X�'��¤�h�#�[�e���'���n�0�e�v���h��� ¶ �e���h�G© Ö ±���Ê'�h�¤� ���h�v���d���������<���e�¤�«�h�¨�¬��¼ ���¤�n� ¶ �����h�"<����#È���n�2Ö��¬¡)�v¢��
fmn £ �­¢��g�n�

m
�����

n
�¤�e�¨�g�n�X�¤�n�ÚµÍ�h�d�X¼ ���n�Ú���e��� £ �¤�e�¨Ù��h�v�������¤�h��­�n� �¤�n�Í©�ª��h���[�d���'���n�

m− n
�X�'�y�e§ ±����v�e���h�J�X�¤�n�)���e��¼ �<§ �d�

n−m
©ª´�d�)!¤��§�§��¬�v�e¢��×±��g�n�«�¤�e�6�[�d���'���n�Ë�eÛ��v���«���X¼ �×���d� � ¢��e�¬�«�¤�h�¤�v�h��Ïa�%§ �%�)���n��� �¬�¡�¢�§�§��n�;¿T��¢¤�¤��¡)�v�×�¤�n�

fij
Ù�¢�� £ Ê'�h���h�J�n�e� ¶ �h�d���2���d� �5�¬�X�Y:×�h¼ ���v�n�e���e�v¡°�����

¶ �[�h�d�h�´µ �n�e�e¼ ���h�¦�e�����n��²����Î�v�e�n�v�h©gª´���y�g�h�¤�h�¤�v�n� £ �����v�y� ±��
f0
ij = 1

¡��h�d����:Ú��¼ �¤È�v�n�e���d��¡°�����0Ù�¢����d�e�n���x�����³�¤�d�����n�e�e¼ ���n�³�°�����n�e� ¶ �n�e� (l = 1)
���n�v� ��¼ �)�v�n�T�[�h���¤�h��©ª´�n�

fij
Èsµ �n��§ �g�n��±�¼ ¡¤�v�e¼ �)�v�e�¬�¨���d��:×�h¼ �����h�d���e�v¡°����� ¶ ���X�v¼ ���n� ¶ �­�n�­µÍ�h�d�X¼ ���n�

(l = 2)
©»ª��e���v���¤� ¶ �e���e�n� £ �ñ© ��© ô ÈS�[�e�����v�n�x����� �¤�n� �v¼ ��¢��«�g�n�

f0
ij

�g�Î������¼ �)�v�Î�É�����§a±��v�v�n�<�g�n�Í���n�'�%�)�v�h��� �¬�e���h�v��¼ ���°�����¨���e¼ �)���[�h�#���n���g�n��±�¼ ¡¤���X¼ �)�v�e�¬���­�n� �¤�n��©Ç��e����Û�¼ ���'���h�J�[�h�����n�Á�¤���n�Ëµ �n�e�e¼ ���h�Á�g�Î������¼ �����Î� £ §³�¬� ��²��v�X¼ �)���¬�X�v¢�Ù�¢��Á�»È�[�e�����v�n���Ä�����¦±����h�v�e�n�������X¼ � £ ���d�¨���d�����«§��d�v�h�d�������¤�h���­�h¼ ���v�n�e���d��¡��h�J¡@<������n��©¥������e�¤�y�°��� ¶ �­�n��ºt<����e�e¼ ��¡��n�d�v�h�×¸G�n©�Ü[�h�e�v²��e�n�e��½Î©�¥T�)�'�[���¤�n���h���­�h¼ ���v�n�e���d��¡��h����d�e��µÍ�h�e¼n�d���h��Ê'�h�[�h�d�X�x§��#���n�e���¬�����n�
(fijfikfjk)

¢°���n�É�h�É���d�¤�É�°��� ¶ �­�n�°Ù��n� �v¼ ���e�ÎÈ�¤�h���
:×�h¼ �����h�d���e�v¡°�������n�
( ¶ © Ü¯©

fijfik)
©-:;�e�h���n�x���������n�«�¬�e�e�T�v���¤� ¶ �d���e�n�aÃ�¢�§aÈ���e���¬�v�e¢����h�Ú��¼ ��¢��Ä� ±��

l < 3
�¤��� ¼ ���X�¬�¤� �h��©�Çy�e�d���n§��n�e�Ú�v�d���Ä� ±��

l
ÈT�[�d���'���n�Ë�¬�e�d����h�¤� ¶ �e���d�h�?�[�e�����v�n�Ë�¬�X�y�e���v���¤� ¶ �e���e�i�[�e�����v�n�¯�e�2�¤�n�

l′ = 1, ..., l − 1
ÈS�[�e�����v�h�v��h�������¬�d�v�h��©ª´�d� Ô ���¤�°�����³Ù�¢��

fij
�n�)���v²����e¼ �)�y���X¼ �)���¤�n§

l
�¤�n�Y�[�d�����v�h�v�h�)�'���e¼ ¡°�e�����Ä¸ ¶ © Ü¯©

l = 3
½8©
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¸ �e�d�D½	!¤¼ �����#�v�hÏ�X��n���d�h���É�¤�d�[ºÄ�n�����T�¬�e�d�h��µÍ�h�d�X¼ ���h� {1, 2, ...N} �d�Ë�e�v���h��� ¶ �e���e� l ÈT�[�d�����v�h� £��¢2��������Ê'�n�­�n�e�X�

ml

�d�����h�¤� ¶ �d���d� l ÈS�[�e�����v�h�«Ù�¢��v�e�d�h���h��©Íª´�d�J� �h���v��µÍ�h�d�X¼ ���n� ¶ �¬����d§�²��e� ¶ �d�h�������d�«���n�g�n�°�����¤�e���������
N∑

l=1

mll = N

:;�d� �<�����c!$#¤���v�h§ �d�Ä���d�e�Ë§�<����e�e¼ ���n�<Ã�¢��¤·��������¬�v�e¢����h� {ml} ¶ �n���e�n�¬� £ ��¢��­�n�vÈ�¤�n�Ä�¬���v¢�§³�¬�v�X�v¼ ���¬�e�d�
fij ...

������¼ ���e���¤� �n��©�Ü­�h�e�v²��e�n�e�´� ±��
N = 8

Ï
1 2 3 4

5

6 7 8

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

6

6

7

7

8

8

ô ©�Ü­�n�X��²��d�h�GÏ
m1 = 1, m2 = 2, m3 = 1, ml = 0

� ±��
l > 3ò ©�Ü­�n�X��²��d�h�GÏ

m1 = 1, m2 = 2, m3 = 1, ml = 0
� ±��

l > 3��©�Ü­�n�X��²��d�h�GÏ
m1 = 1, m2 = 0, m3 = 1, m4 = 1, ml = 0

� ±��
l > 4¸ �eÙ�½	!¤¼ �����#�v�hÏ�Ü­�n���h¼ �����¯���d�«�¤�e§��n���v�e¢����v�d¢)���h�Õ�[�e�����v�n�vÈ �%�����n�������d��¸
l
� �h��� ½ÎÏ

bl (T, V ) :=
1

l!λ
3(l−1)
T V

∑
Ý Ó Ó Ð%Ò`y-â Ý Ö á Ð l Ú)× á y6x^Î^Ð%Ó

∫

V

d3ri1

∫

V

d3ri2 ...

∫

V

d3ril fi1i2 ...fiµiν︸ ︷︷ ︸Ø Ô ß l
Ú)× á y6x^Î^Ð%Ó�Ù Ö¶Ú¶Û Ñ-ã Ý ã

ª��e�Y:×�����T�¤�h�ËÖ��¬¡)�v¢��v�h�2Ù�¢��0�¤�n��!°��§ §��³�e�
bl

���e���Ú���h�d§ ¥T�d�����n� ¶ �h���d���¤�e�Xg�������¬�����v�v��§�§��³¡°�e���h©Íª¯���¨¿T��¢°����¡)�
fi1i2 ...fiµiν

��Û����¬�aÙ�¢��
l
��� £ ¡»�¬�����¬�dÈ�d�h���¤�e���)���n�g�n�¤�^���d�X��Ù»�¬���d�e�n���n� £ ¶ © Ü´©��v���Î�v�h��� ±��

l = 3 fijfjk
�����

fijfikfjk
�¬�¤�'©ª��h�{Ö���¡���¢�� 1

l!

�h�v��Û¬�d�¨§³�¬�������¤��� ¼ � £ �����v�¨�n�e��� �g�n�e�d�h���e��� ¿É�n��§¨�����»���d¢����¤�n�µÍ�h�d�X¼ ���n� ���d���¤�n���¤�h�����h�d�g�n���[�e���'���n� �d�e�Î� �h����©i:;�d���g�n���h¼ �����n�{��§ �����'���n�A�¬�X�Ü[�h�e�v²��e�n�
bl

� ±��
l = 1, 2, 3

Ï
l = 1

Ï¤¥��y���e�¤�y�°�����n�e�<�n�e� ¶ �e����� ô ÈT�[�d�����v�h�h©¤ª¯�¬§��d��� ¢��e�¬�hÏ
b1 (T, V ) =

1

V

∫

V

d3r

= 1



��� � õ0öy÷�ønùxú�û;üNÁ�þ)���F�yú
�����7�yÿ?�Äú¯ù���VW�´ú
� ����� ö��Y�¦ú����9�
�7��ú��

l = 2
Ï¤¥������d�������e�y���¤�É¿x�h�v§a�¤���¬�v�e¢����h� �°���y�h�d���e�v���h�¤� ¶ �e���d��� ò ÈT�[�d���'���n��©

b2 (T, V ) =
1

2!λ3
TV

∫

V

d3ri

∫

V

d3rjfij

=
1

2λ3
TV

∫

V

d3ri

∫

V

d3rj

[
e−βv(ri−rj) − 1

]

=
1

2λ3
TV

∫

V

d3ri

∫

V

d3rij

[
e−βv(rij) − 1

]

Ü­�n�¤�¤�h� �e�Î� ¶ ���n�aÕ�§ � ¢���§¨�����´����� �¤�
rij := ri−rj

�h�d�����Î� ±�������©»ª��e���%�)���n��� �»���d¢��±��g�n�
rj

¡»�¬���5���¬���;�����¬�������h�����h�5�¬��¼ �A±��g�n�
rij

�¬���v���n� ±����v� �[�h���¤�h� £ �­�n���
V → ∞ ���e�d�h©�ª´�����Ä���d� �Ä�¤�h���%�)�v�h��� �¬���Ä����¼ �<�����¬����Û¬�����d�³Ù�¢��

ri
�����<§³�¬��h�v��Û��#��Ï

b2 (T, V ) =
1

2λ3
TV

V

∫

V

d3rij

[
e−βv(rij) − 1

]

=
1

2λ3
T

∫

V

d3rij

[
e−βv(rij) − 1

]

ª´�d���³�X�'� ���¬�v±����e�e¼ � Ù�¢�§ ¿x¢��v�h�����e���
v

�¬����Û¬�����d�×�����:�������n�³���X¼ �)�³�[�h�#���n� ¶ �Ù��n���n�e�¤�^��¼ ���h��©
l = 3

Ï�¥[�����d�¤�´���e�¯�¬���É¿É�h�v§a�¤���¬�v�e¢����h�Ä�)��� ¶ �­�n�Í�e���v���¤� ¶ �e���e�#�[�e���'���n� £ fijfjk�����
fijfikfjk

©

b3 (T, V ) =
1

3!λ6
TV

∫

V

d3ri

∫

V

d3rj

∫

V

d3rk {[fijfik + fijfjk + fikfjk] + fijfikfjk}

=
1

6λ6
TV

{
3V

∫

V

d3rij

∫

V

d3rik

[
e−βv(rij) − 1

] [
e−βv(rik) − 1

]

+V

∫

V

d3rij

∫

V

d3rik

[
e−βv(rij) − 1

] [
e−βv(rik) − 1

] [
e−βv(rij−rik) − 1

]}

= 2 {b2 (T, V )}2 +
1

6λ6
T

∫

V

d3rij

∫

V

d3rik

[
e−βv(rij) − 1

] [
e−βv(rik) − 1

] [
e−βv(rij−rik) − 1

]

;��d�h�¯�������¤�a���d���¤�n�Ë�¤�e�h�v�n�e����ºÄ�n�v��¢¤�¤� Ù��h�v�­�n�����Î�´���e� ¶ ��Ù�¢�� Õ rij := ri − rj� ¶ �0©
rik := ri − rk

©�º¦���¦���e�n�)� £ �����v�y�v�X¼ �¦�¤�d�
bl

�"<����h�v�h� Ô � �¤�°����� �¬���y�¤�n�
bl′

¸
l′ < l

½Ë§��#� ¶ ����Û»� ¶ �e�e¼ ���h�ØÃ�¢��v���n¡)�v���v�h� ¶ ���v��§�§ �h���v�Î� ¶ �n��©Í¥��«¡»�¬�����¬�X��¢���e�h�¤�h������¼ � Ô �����)�������h��Ù�¢��
fij

��¢������d�h���y�­�n� �¤�h��¸GÜ­�n�X��²��e�n�êÏ
b3 = O

(
f2
ij

)
+

O
(
f3
ij

) ½8©
¸^Ù�½9!¤¼ ���v�d����Ï)¥��d���+�[�d���'���n�vÈsÃ´¢��¤·������ �»���d¢��a�X�'���¤��� ¼ � {ml}

�¤�n·����e�n�v�­�����³�e�d�n� �n�v� ¶ �



ü�Á¤þ Ð�þ)��V����aùxú
�¦÷Tú
�yöyù�����Ñ ú��aùF�¦ø-�Éõ0ûc���7� ��� �
Z

(pot)
k

���n�<Ü[�h�#�������

Z
(pot)
k ({ml}) =

N !∏
l≥1 (l!)ml

∏

l≥1

[{ Ü­�h�#������� ���d�e�n���e�v���h��� ¶ �e���e�n���[�d�����v�h��§��#��� ���'���n§
l}ml /ml!]

=
N !∏

l≥1 (l!)
ml

∏

l≥1

[{
l!λ

3(l−1)
T V bl (T, V )

}ml 1

ml!

]

=
N !∏

l≥1 (l!)
ml

∏

l≥1








∑
Ý Ó Ó Ð%Ò`y-â Ý Ö á Ð l ÚÜ× á y6x^ÎGÐ%Ó

∫

V

d3ri1

∫

V

d3ri2 ...

∫

V

d3ril fi1i2 ...fiµiν︸ ︷︷ ︸Ø Ô ß l
ÚÜ× á y6x�Î^Ð%ÓJÙ Ö¶Ú9Û Ñ ã Ý ã





ml

1

ml!




ª��e�h�v�h��¥��v���n�����X��§¨±��v�v�n�����d���°���<�h�v¡°�XÛ¬���n��Ï:;�d���g�n���h¼ �����n�Ë���e�n���h�������n�e��§³�¬���°�����¤�n�«Ü­�h�#�������­�h�d���n�M�[�e�����v�n�vÈ%Ã�¢��¤·��������¬�v�e¢��
{ml}

©�Ç��d�e�a���n��¡°�����v�h�¦Ã�¢��¤·��������¬�v�e¢����h� ¶ ���v��§�§ �h�Ä�d�e�Î� �h�v�Ú��²�Û¬�v�h�����¬���2�¤�e�Xg�������¬�����v�v��§�§���©�ª¯�Ä�¤�e�9Xg�������¬�����v�v��§�§��³�¬�e�d��§H<����d�X¼ ���n�Ý�[�e���'���n�0�h������Û¬�d� £§¨±������h�Ä���d�´�d���¤�e���e�e¼ �Ä�v�e¼ ���h�����v�h�d�e�n� £ �����������n����¢����^��¡)�v¢��ÉÊ'�h�[�h�d�X�y¡�¢����v�h¡)�����e�ÎÈ�¤�n�����h���n�g�n�����e���ñ©
N !Q

l≥1(l!)
ml

Ï°ª��e�h�­���e�¤���¤�d�¯Çy� ¶ �¬���ñ�¤�h�­º�<����e�X¼ ��¡��h�#���n�³���e�h�¤�h� £ {1, 2, ..., N} �d�
�n�e���|�[�d�����v�h��È%Ã´¢��¤·������ �»�v�e¢�� ¶ � ¶ �n���d�h���h��©ñÜ[�h�e�v²��e�n�X���­�n�X�v�a���d�¤�0���Ë���n���¬�2�h�d���ºt<����d�X¼ ��¡��h�#� £ �¤�d���­�d���n�e�

N
ÈS�[�e�����v�n� ¶ � ¶ �h�v�e�n���n��Ï¤º¦��� §a���v�����d�e�

N
µ �n�e�e¼ ���h�Ù��n���­�n���¤�h��©>ª´�����h�)�X���É���d�e�n� �¤�e����� ���X¼ ���É�g�n��±�¼ ¡¤���X¼ �)�v�e�¬� £ �������x�¤�d�������

N
ÈS�[�e�����v�h����»��±��v�e�X¼ �JÙ��n� �v¼ ���e�h���n�����v�¯Ö�¢���§��n�<�¬�����n��§��n�<¡»�¬����Õ��¬�

N = 3
���e���aÊ����v¼ ��¢��§ �h��� ���e���n�e�¯�e���v���¤� ¶ �e���e�h�a�[�e�����v�h��§H<����e�X¼ ��©nª´�d�������e���¯�e�«�¤�n�
!¤��§�§ �[���¬���0�g�ÎÈ�v±�¼ ¡¤�v�e¼ �)���d��� £ ���n����¢����^��¡)�v¢������e�¤�[�e�h�¤�e���e�X¼ � �¬� £ �¬�¤�����e�nÙ°�e�n�e��:×�n�X���h� §³�¬� �h�d��������'���d§�§«���\�[�d���'���n�vÈsÃ´¢��¤·������ �»���d¢��0�n���v�h�e¼ ���h�«¡»�¬���Í©@Xg�n���d�h�¬�É§³�¬� {1, 2, ..., N}�'� �»��� �¤�h���v�n�0�e�«�n�e�

(N − 1)
ÈS�[�e�����v�n� �����0�h�d� ô ÈT�[�d�����v�h� £ ��¢y���d��� �h� ���»� ±��­¸G���e�n���Ö�¢���§��n�D½

N
ºt<����e�e¼ ��¡��n�d�v�h� £ �¤�h���<� ±��´����� ô ÈS�[�e�����v�h�y���»�´§�����Ê��

N
µ �n�e�e¼ ���h�

¶ ���yÇ��������¬���G©
1
ml!

Ïh¥�������Û¬�d�x���d�­Ã�¢��¤·��������¬�v�e¢��
ml

�[�e�����v�n� £ �v¢y¡»�¬���0§����«�¤�e�h�v��Ù��h��� �¬����¼ ���h� £¢������0�����v���v�e¼ �J�Î�'������Û¬���¤�n�v�h©¤ª´�d�������������¯���e�v���n�����X¼ �)�����h�v±�¼ ¡¤�v�e¼ �)���d���h©oXg��§Ü[�h�e�v²��e�n���v�d��� {f23, f56}
����� {f56, f23}

Û � ���dÙ»���d�h����©

¸ Ù°�D½	!¤¼ �����#�v�hÏÍÕ�§
Z

(pot)
k

¶ �������'���d§�§��n� £ §¨���v�Ë±��g�n�a�¬�e�d��§H<����d�X¼ ���n�Ý�[�e���'���n��¡�¢��¤È·������ �»���d¢����n� ����§�§��e�n�v� �­�n� �¤�n� £ �­¢��g�n���¤�e�Ä�y�n�g�n�°�g�h�¤�e��������� ∑
l lml = N
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�7��ú��
�h��� ±��e�d�����h�d�<§¨���v�h©�Çy�X��¢�Ï

Zk = Z
(kin)
k Z

(pot)
k

=
1

λ3N
T

1

N !

∫

V N

N∏

n=1

d3rne
−βv(r1,...,rN)

=
1

λ3N
T

1

N !

∑

{ml}
P

l lml=N

N !∏
l≥1 (l!)ml

∏

l≥1

[{
l!λ

3(l−1)
T V bl (T, V )

}ml 1

ml!

]

=
1

λ3N
T

∑

{ml}
P

l lml=N

∏

l≥1

[
λ

3(l−1)ml

T V mlbml

l (T, V )
1

ml!

]

=
∑

{ml}
P

l lml=N

∏

l≥1

[
1

ml!

(
V

λ3
T

bl (T, V )

)ml
]

Ü­�n�x�¤�n�´�d�n� ¶ �v�n�ÚÕy§ � ¢���§¨�����³���������¨�¤�e�¨�y�h���h�)�g�h���d��������� ∑
l lml = N

Ù��h��È�­�n�����Î�h©o:;�d�y���¬�g�n���)���J� ¢��d���n�����h��¥T�����h�����X�nÏ

Zk =
∑

{ml}
P

l lml=N

∏

l≥1

[
1

ml!

(
V

λ3
T

bl (T, V )

)ml
]

ª¯���J¡�¢����'� �¬�)�v�
N

�'���n�e�#���n�e���2���P<�Æ��n����!¤¼ �°���d�h�v�e��¡��n�d� ���¬��©[ª´�e�h�v�h� ¿��v¢����d�h§�������h� ���e�[�¬�e�e�n� �¤�d��������¼ ��¢��a� ��±����h�[�¤����¼ ��*����h�v�)�¬���«�e��������¢�Æ�¡»����¢����X��¼ ����¥T�¤È�v�n§a���d�Ú���h�ç<)�'��©[ª´�d��� �­¢��e�d�h�;���d�J���e�n���)���Á�¬��¼ �A������©[:;�d��§¨±��v�v�n�;�°���
N���X¼ �)��§��n���y� �h���v�����#���n� £ ��¢ �����������d�¯�¤�d�«���n�g�n�°�g�h�¤�e��������� ��§����h���n�Ä¡@<������n��©Ö��v�h�d�e�e¼ � ���d� �������v�n�[¥T�v���n�����e�[�°���³�°���[��¢°¼ �³�e§ Ì��e§��h�

N → ∞ ¡�¢��v���n¡)���v�n�e��©

Zgk (T, V, µ) =
∞∑

N=0

Zk (T, V,N) eβµN

ºÄ�d�
eβµ = z

� ¢��e�¬��Ï

eβµN = zN

= z
P

l lml

=
∏

l≥1

zlml
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Zgk (T, V, µ) =

∞∑

N=0

Zk (T, V,N) zN

=
∑

m1=0

∑

m2=0

...
∏

l≥1

[
1

ml!

(
V

λ3
T

bl (T, V ) zl
)ml

]

=
∏

l≥1

∑

ml=0

[
1

ml!

(
V

λ3
T

bl (T, V ) zl
)ml

]

=
∏

l≥1

e

„
V

λ3
T

bl(T,V )zl

«

µ �¬����Û�¼ ���e�e¼ �{�n�e��¥T�����n�����e� £ �­���¨±����h����¼ ���¬�����¬� �¬�������e�n�)��©�;��d�h�v§��d� ¡»�¬���
Ωgk�����'���d§�§«�y�­�n� �¤�h� £ �[¢��������­���d�y���d�Ë�����n��§�¢°�"#)���¬§��e��¼ ���h�<Å¯�Q<�Æ��n� ���n���d�h�#���n��©

Ωgk (T, V, µ) = − 1

β
lnZgk

= −kBT
∑

l≥1

V

λ3
T

bl (T, V ) zl

Ç��e�v¢�Ï

Ωgk (T, V, µ) = −kBT
V

λ3
T

∑

l≥1

bl (T, V ) zl

*����h�Ë���d� ¥T���e�n�vÈ Ay�n�X�»�v�e¢��Ú�n����Û¬�d�Ë§����Ú�����
Ω = −pV �d§Ý�����n��§�¢¤�?#°���¬§��X�v¼ ���h�2Ì��dÈ§��h�hÏ

p

kBT
=

1

λ3
T

∑

l≥1

bl (T ) zl

bl
�e���¨�¤�h�Ë�v���h�v§�¢¤�?#°���¬§��X�v¼ ��� ÌÍ�d§��h�ËÙ�¢��

bl
©��y���×�­¢��e�e�n�×���d�0��¢¤¼ ���¤�e��µ �n�e�X¼ ���n�¤È
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�7��ú��
�¤�X¼ �����

n
�e§@ÌÍ�d§��h���g�h���v�e§�§��n��©
n = lim

(
N

V

)

= lim

(
1

V

(
−∂Ω

∂µ

)

T,V

)

= lim

(
− 1

V
βz
∂Ω

∂z

∣∣
T,V

)

= lim


− 1

V
βz

∂

∂z


−kBT

V

λ3
T

∑

l≥1

bl (T, V ) zl



T,V




=
1

λ3
T

∑

l≥1

lbl (T ) zl

ª��e� Å¯�d�h�e¼ �°�������n�Ú� ±��
n

����� p
kBT

���e���×�¤�d�³�e§�²��e� ¶ �#���n��ª´�������v�h�d�e�������n���¤�n�¯�v���n��§ �dÈ�v¼ ���n��Xg�������¬���������d�h�e¼ �°�����
p (T, n)

©
}�~$ªs~ ��©����
G
N ª´�e�×¿É¢��v�n� ¶ ���n�e���n� ∑

l≥1 bl
� ¶ �0© ∑

l≥1 bl
¡�¢��)Ù��n�����e�n���n�A�°����� ±���¤�e��ÅË����²������v�2����� �¤�eÙ��h�v���d�h�v�h�A� ±��¦�¤�e�×Öx�e±��v�v�e��¡��h�#� £ �­��� �h�d�wXg�n�X¼ ���n�Á� ±��<�n�e���n�¿T�������h�)±����h�v�)�¬��� �e���h©

�y���Ä�­¢��e�e�n�����d�������y�¤�h�<���n�­¢������n���h�tX����v��§�§ �h����Û������h�
p

�����
n

�n�e���0�´�d���e���d�h�)��È���e¼ ¡°�e�����³�¬���d�h�#���n��©�ºÄ�d�
v = 1

n

� ¢��e�¬�hÏ
pv

kBT
=

1
λ3

T

∑
l≥1 bl (T ) zl

1
λ3

T

∑
l≥1 lbl (T ) zl

=

∑
l≥1 bl (T ) zl

∑
l≥1 lbl (T ) zl

=:

∞∑

l=1

Bl (T )
(
λ3
Tn
)l−1

ª�����¼ �ÄÃ´¢)�-ð ¶ �e�n�)�v�h�)Ù��n�����e�n�X¼ � �v¢��e�d�h���°���Ä�¤�e�
Bl

�����'���d§�§«�´�[�h���¤�h��©�ª¯� ¶ �Ä§a±������h����d�y���d�¨Å¯�e�n�X¼ �°�������Î�'�����­��§ � ¢���§��n��©�ª´� ¶ ��Ï
(
λ3
Tn
)l−1

=

( ∞∑

l′=1

l′bl′ (T ) zl
′

)l−1

¥������d�d�y�¬�X��¢�Ï
∞∑

l=1

blz
l =

( ∞∑

l=1

lbl (T ) zl

)


∞∑

l′=1

Bl′ (T )

( ∞∑

l′′=1

l′′bl′′ (T ) zl
′′

)l′−1


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ª´�d�����«Å¯�e�n�X¼ �°���������d� �J�)�����nÀ¤²��d� ¶ �d�y���X� ¶ ��� Ô ���¤�°�����

z3 �¬���v�����v¼ �����e�n�g�n��©
b1z + b2z

2 + b3z
3 + ... =

[
b1z + 2b2z

2 + 3b3z
3 + ...

]

∗
[
B1 +B2

(
b1z + 2b2z

2 + ...
)

+B3

(
b
2

1z
2 + ...

)]

= B1b1z +
(
2B1b2 +B2b

2

1

)
z

+
(
3B1b3 + 4B2b1b2 +B3b

3

1

)
z3 + O

(
z4
)

�����2¡@<������h�2�¤�e�a�´�d���X�¬�e¡�¢°�5ð ¶ �e�n�)���n� Bl (T )
������¼ �ÚÃ�¢°�5ð ¶ �d�h�����n�°Ù��h�v���d�h�e¼ �<�g�n���h¼ �¤È���n�y�[�h�����n� £ �­�n���<§³�¬��������¼ �)�v�n� £ ������� b1 (T ) = 1

�­���h©¤º¦���J�h�v��Û��#��Ï
B1 (T ) = b1 (T )

= 1

B2 (T ) = −b2 (T )

B3 (T ) = 4
(
b2 (T )

)2 − 2b3 (T )

:;�e�0���¬�g�n���¬�X�v¢��¤�e���v���n��§ �X��¼ ���YX����'� �¬���������d�h�e¼ �°�������¤��� ¼ �×���d�³�´�d���e���d�h�)�'���e¼ ¡°�e�����Ù��n���n�e�¤�^��¼ �)�h©

¬9���
©a� ~ M ~ E }�~ ILE98�I ~ K�N :;�d���g�Î�v� ��¼ �)���n�{�h�d� ¡�¢���¡°�v�n�v�h�a¿É¢¬���n�)�v�X�¬�ê©�Ö ±��³�n�e�:ÅË��������³���h�¤�v� �¬�e�n�5Ç­��¢�§��n�5���e� �A�n�e����:×�h¼ ���v�n�e���d��¡°�������¤����¼ � � ��¡������e�n���n���¤�×ª��e²g¢��e��������h��¢�§�§��n��©¤ª¯����¿É¢��v�n�)���e�������e�n�)�y���¬�������e�¯� ¢��e�¬�������0¸^Ç�����© ô�¯ © ��½8Ï

v (r) =

{ ∞, r = |r| < r0

−u0

(
r0
r

)6
, r ≥ r0

:×�n�e�Í���e�y�n�e���¨��� ¶ �e�n���n���¤��:×�h¼ �����h�d���e�v¡°�����³Ù�¢�� �¬���v�v�Î� ¶ �n� £ �v¢��e� u0 > 0
���h�#���n��©�¥T�d�Ç����'� �¬���{Ù�¢��Ø�[�h���d���n���¬�X�

r0
�X��� ���X¼ �)� §H<����e�e¼ �Á¸^���¬�v�v��ÃË�����h�d�g½8©�:;�d� �g�n���h¼ �����h��°���<�¤�e�0���e�v�X�¬�e¡�¢°�5ð ¶ �d�h�����n��©

B1 (T ) = 1

ª´�d���y�X�'�¯�����eÙ��h���v�n�e�Í��±��#���d��©gª´�n���¦�d�P.'�°���e�#���n�T/¨��Û¬���n�������³���e�d�´�e§ §��h�¯�¤�e�aÇ���������§���¤��� �X�¤���¬�e�n� ÅË������� £ �ñ© ��©�¡��h�d���Z:×�h¼ ���v�n�e���d��¡°����� £ �����
B1 = 1

� ±������Ä�e�Á�°���e�#���n��´Û¬���h�v����� ���¤� pv
kBT

= 1
©

B2 (T ) = −b2 (T )

= − 1

2λ3
T

∫

R3

d3r
[
e−βv(r) − 1

]
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Ç������e�e�¤����� ô ¯ © ��Ï?:Ú��¼ �����h�d���e��¡)�������v²�¢��v�h�����e����� ±�� � ��¡)�v���d�h�v�h���¤�«ª´�d²g¢��e�
:;�d�����n���h� ¶ �<ÃË�����h�d¡�¢)¢������d���¬�v�h� ±��g�n��Ï

B2 (T ) = − 4π

2λ3
T

∫ ∞

0

dr r2
[
e−βv(r) − 1

]

= − 2π

λ3
T

{∫ r0

0

dr r2
[
e−β∞ − 1

]
+

∫ ∞

r0

dr r2
[
e
−β

“
−u0( r0

r )
6

”

− 1

]}

= − 2π

λ3
T

{
−1

3
r30 +

∫ ∞

r0

dr r2
[
eβu0( r0

r )
6

− 1
]}

= − 2π

λ3
T

{
−1

3
r30 +

∫ ∞

1

dx r30x
2
[
eβu0x

−6 − 1
]}

ª��e�t!°�������v�d�v�¤���d¢��
x = r

r0

����� �¤�J������¼ �����Î� ±�������Õ �°��� �e���v�v�n�Ø���e�
βu0

���h���h�{�y���e����h���n��¸L;�¢°¼ �)���n§�²��h���¬�v�����n�)�'���X¼ ¡°�d�����-7 ½8Ï
B2 (T ) = − 2π

λ3
T

{
−1

3
r30 +

∫ ∞

1

dx r30x
2
[
1 + βu0x

−6 − 1
]}

= − 2π

λ3
T

{
−1

3
r30 + r30

∫ ∞

1

dx βu0x
−4

}

=
2πr30
3λ3

T

{
1 − 3βu0

[
−1

3
x−3

]∞

1

}

=
2πr30
3λ3

T

{1 − βu0}
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p (T )
�����'���d§�§¨�y�[�h���¤�h��©

p = kBTn

[
1 +

2πr30
3λ3

T

{
1 − u0

kBT

}
λ3
Tn+ O

((
λ3
Tn
)2)
]

:;�e�����d�y��¼ ��¢��J���¬���h� £ �n�)���v²����e¼ �)���¤�e�¯�°���e�d�v� Ô � �¤�°�������¤�n§ �X�¤���¬�e�n�ÄÅË���h©�ª��e�0�n� �'���Ô � �¤�°������¡»�¬���¦�v¢³��§����n� ¢���§«�y�­�n� �¤�n� £ �������y�¤�e��Xg���'� �¬�����v���e�n�X¼ �°�����³�¤�e�¨Ö�¢��v§®�¤�h�Ù»�¬��Ès�¤�h��È :����¬�X��È%ÅË�������T���¬�hÏ
(
p+

a

v2

)
(v − b) = kBT

�­¢��g�n� ���d�
a = 2π

3 r
3
0u0

���e�´Ü[�e�����h���¤����¼ ¡������
b = 2π

3 r
3
0 =: 4v0

���e��¥T�e���n�°Ù�¢��e��§��n�
�e�)�v�n��²����Î���d�h�v�h� £ �­¢��g�n�É�¬����¼ �������d�X¼ �

v0 = 4π
3

(
r0
2

)3 ������.���¢��e��§��n�L/¨�h�d�����´µ �n�e�X¼ ���n����X�'��©ñª´�J���d�Ë�¤�e�YX����'� �¬���������d�h�e¼ �°�����J�¬�¤�[���d��Ö�¢��v§Ý�¤���´Ù»���¤Ès���n�vÈÖ:������e��È%ÅË�������������d�¤È���n��¡�¢��������n� £ §a�������h� ¶ �­�������v�eÛ��¤·����¬��¼ ���n�e���h��¿������v�n�°±��g�n���������a�h�����v�h� Ô �����)��������n�g�n� £ �­��� ���e� �g�n���n�d���³� ±�������� Ù»�¬��Ès�¤�h��È :����¬�X��È%ÅË���³�¤�e�v¡°�¤�v�e�n�v� �������h��©�ºÄ�#�<�¤�n��´�d���e���d�h�)�'���e¼ ¡°�e�����0�������h�³���d�­�°��� �n�e����º¦�Î�v��¢°�������n� �����¤�h� £ § �d���¤�n�­�¤�d��Xg��������������È���d�h�e¼ �°�����a� ±��y�g�n�e�e�n���e���Ë¿É¢¬���n�)�v�X�¬�e�Ë§�<����e�e¼ ���X�'��©

%�¿)(dé Áw3-8'í�/
8c¿ êT8Wº�02/
,9º�Ão»½6�/�« 35ë�.H+-,96P£
�%§ Å¯�n���h�����»� ¶�¶ ���q;�¢°¼ �)���n§�²��h���¬�v���vÈs¥T�)�'���e¼ ¡°�e���������e���Ë¥T�)�'���X¼ ¡)�e�������n�0�¤�h�ñ�v���h�v§�¢�È�?#°����§��e��¼ ���n� Å¯�Q<�Æ��n���g�n�g�v�e�Î� �h� µÍ�h§�²��h���¬�v�����n� ��¼ �°���d�h�v�e���h�h©Þ;��d�h�[§a�����T�­�n���h� �¤�n����n���d�����n� µÍ�h§ ²g�n� �»�����É±��g�n���¤�e���n���h�v���Î���e��¼ �«���d� � �d�h���h���'���n�����n�)Xg������Û����¤�Ë¸^Çy���v�h�����¤È���n��½��v��§�§��d�h�����­�n� �¤�h��©�ª´�d���y�X�'���g�n�É�¤�h��;y¢¤¼ �)�v�h§ ²g�n� �»�������n�)�'���e¼ ¡°�e�������e�v���n�e�nÙ»�¬�)� £�­�n�e���g�n�g��¢����n�[µ �n§�²g�n� �»�����T�n���n�����Î���e��¼ ���v�e� � �d�h���n���¤��Xg������Û����¤�y¡»����§	�������n� ¶ �����e���ñ©¥��­�X�'�­�°���J���e�v¢¨��¢��'�[�h���¤�e� £ ���X¼ � �h�d� Ü­�e�e� Ù�¢�� �¤�n�J�n� �'���n� Ç������n���������h� ¶ � §³��¼ ���n��©ª´�d���­§¨�����xÊ'�Ë����¼ �J²��$#°�v�e¡>���d�X��¼ ���n§ !$#¤���v�n§ ���n�����n�v� ��¼ �)�v�n�­�­�n� �¤�h��©°¥�����¢��d�e�n�J�°����h�d���e���0Ü­�n�X�v²��d�h�d�Ë���e�n�v� ±������n���h���h�J�­�n� �¤�h��©

_cÌ'b��Wbd_
d
Æ�ÉFkdu¥pqh�l$kdj
hcfix�p
l?Þ@l$kdh�§
u¥j�É�pqxdxPÐ

J > 0
Ò

:;�e�É���n�v� ��¼ �)�v�h� ¶ ����Û�¼ �����x�����
d
È%�¤�e§ �h���v�d¢����¬�e�
�'�v�d���¬È%ºÄ¢¤�¤�n�e��§��d�É�D�h�v��¢�§³�������n�v�X�v¼ ���h�Ã´¢�²�²��d�����2�����:��Û�¼ �����v�ÎÈ%����¼ �°���¬�vÈÖ:×�h¼ �����h�d���e�v¡°������¢������<Û¬��Æ��n���h� Ö��h�e� ¸

B = 0
½8©ª´�d��;´�¬§��e�#��¢��¤È%Ö�����¡����d¢��J�X�¬���v�Î�����e�v¢�Ï

H = −J
2

∑

〈n,m〉
SnSm

Si = ±1

2
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〈n,m〉 �g�h�¤�h�¤�v�n� ���d�¦��¼ ��¢�� ¶ ��Ù�¢�� £ �����v� �)���³±����h� ��Û�¼ ���'���¦����¼ �)���¬��� �v��§�§ �e�n�v����d� �ñ©Þ:;�e���­¢��e�d�h� �°�����¤�e��� ±����¤�e�yµ��e�Î�D�v�h§�²��h���¬�v�����n�)�'���X¼ ¡)�e�����Ë��¢��'�[�h���¤�e���h�a�h�����v�h�Çy�����n���������n�����n�v� ��¼ �)�v�h�Ú¸
ν
Ï Ô � �¤�°�������¤�n�yÇ����v�h�������)½8©

ν = 0
¸GÅ¯������� ¶ ������������½8Ï�¥������e�¤��� ¢��d���n���¤�¯� �h�v��¢�§³�¬�����Î���e��¼ ���0Å¯�v����� ¶ ���'� �¬�����v¡�¢��¤·�È����� �»���d¢����n�ÍÏ

§��#���¤�h��Å¯�v����� ¶ ���'� �¬�����v�n���n�����e�

E0 = −J
2
Nz

(
±1

2

)2

= −J
8
Nz

ª´���9!$#¤���v�h§ß.��n�)� �v¼ ���h�e���Î�S/¦�v�e¼ �A� ±����n�e���h� Å¯�v����� ¶ ���'� �¬���ñ©­Öx±��J�¤�e�ÚÇ������n���������h����h���n�;���e� �°���5Ù�¢�§ß.Aà�/sÈ'Å¯�v����� ¶ �����������A�¬���h©[ª´�e�
ν
Èê�v�×Çy�����n���������X�'�����¬��� �����.Aà�/sÈ'Å¯�#�v�v�n�Ë§��d�

ν
.%È%/êÈ�!°²��e��� £ �¤�e�������h�«Ù��h����¼ ���e�h�¤�h�2Ù��n�v�v�n�e�d�Ë�­�n� �¤�h�Ú¡@<������h��©�ª´�d��������n�v�v�h�d�e�������n�«§a±��v�v�n�¨�)���«���h���¬���h���g�Î�v� ��¼ �)���Î� �­�n� �¤�h� £ ��§ ���n��Ê'�h�[�h�d�e�d���n�«¥����n�����e�ÎÈÜ­�n�d�v� �¬���¤�n�

ν
Èê�v�h�ÄÇy�����n������� ¶ �<�g�h���v�e§ §��h��©

ν = 1
¸ ô ©TÇ����v�h�������)½8Ï�¥[�³���e�¤�

N
��¢��e¼ ���h�³Çy�����n���������h� £ ���������D.'È%/<�¬���

N
Ù��h��È�v¼ ���d���¤�n����Å¯�#�v�v�n��²��XÛ»� ¶ � Ù��n�v�v�n�e�d�¨�[�h�����n�Ø¡»�¬���Í©xÇ��d�e� �¤�e�h�v�JÇ����v�h���������n�Ø�v�d�����¬�g�n��[�h���h� �¤�h�T²g�n���d¢¤�¤�X�v¼ ���n�HAy�¬���������¤�d�����������n�Ä¸ � ¶ �0©��e§ �����n��§�¢¤�?#°���¬§��X�v¼ ���h� ÌÍ�d§�����½�n���h�v���Î���e��¼ � �X�¤�n�)���e��¼ ��©
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N
Ã�¢��¤·��������¬�v�e¢����h� �e�d�n� �n�v�J�¤�h�5¥T���h�v���d�h���h�#�������

E1 = J
2 ∗ z ¸GÅ¯�������°È

¶ ���'� �¬�������h���n�����e�Ä�¬�¤�«�y���d�¯�������n� ¶ �8½8©­ª��h���5�­�n���A§³�¬�;�h�d���h�g!°²��e�;��§�¡°�e��²�²¤� £ �v¢�­�h¼ ���v�n�e���e�v¡)�y�¤�e�h�v�n��§��#�
z

�¬�����n���n��!°²��e���h©�ª¯�����d�yÙ�¢�§RÅ¯�v����� ¶ �����������<�¬���v���h���n� £§a±��v�v�n�×���e�¨�v¼ ���¬���h� £ �����0�v�e¼ �ØÛ¬���¤�n�v�h©�:×�n�e�T§³�¬��Ù�¢��
+ 1

2
¶ � − 1

2

±����h�v���n�)� £ �g�ÎÈ����Û��¬���¤�d�0ª´�#Þ��n���n� ¶ 2 ∗ J
8 = J

4

©�ª¯� ���d���­� ±��
z
!°²��e�������e�#� £ �������¤�e�2:Ú��¼ �����h�d���e��¡)������g�n�X���v�n�d�v�e�¯�X��� £ §a±��v�v�n� ���e����¢¤¼ � �h�d���n�³Ö���¡���¢��
2z

��� ¶ � §¨���d�v�e²��e� ¶ �d�h�v�h�a����� �n�����¬�d�v�h�
J
2 z

©

ν = 2
¸ ò © Çy�����n�������°½8ÏÞ;y�e�n�[���e�¤�T�h� ¶ �­�n��ºt<����e�e¼ ��¡��n�d�v�h��©»¥T�)�'�­�h�¤�h���¤�e�y���h�e���n�)!°²��e����v�d���¦�g�n����¼ �)���¬�v�´¢¤�¤�n�Ë���X¼ �)�h©q!°�e���×���e� ���e¼ �)�Ë���h����¼ �°������� £ ���¬�g�n�Ú���d�Ë�n�e�¤�^��¼ � ¶ �­�n�Ç����v�h���������n� �¤�n��!°¢������

ν = 1 £ ��© ��©T���d�ÄÇy���v�h�������)���h���n�����e� �X�'�
E2,1 = Jz

©�!¤�d����¤�e��!°²��e���­Ê'�h��¢°¼ �×�g�n����¼ �)���¬�v� £ ��¢<§¨±��v�v�n�Ú���d�«�¤�e�H:Ú��¼ ���v�n�e���d��¡°����� ¶ ���e��¼ ���h�×�¤�h����d�h�e¼ ���h�1!°²��d���y�n�g�n�¤�^���d�X���g�n��±�¼ ¡¤���X¼ �)�v�e���n�Í©

Ç�§¹�n�e�¤�^��¼ ���'���n�³�v�d�h����§³�¬�³����� £ �[�h���a§³�����v�e§¨���d����� �g�n�X�¤��!°²��d���T��§�¡)�X�¬²�²¤�h©)ª´������e�d�n� �n�v�<���d�ì:Ú��¼ ���v�n�e���d��¡°����� ¶ ���e��¼ ���h�Á�¤�n� ���h�e���n��.%È%/êÈ�!°²��e���J����� �¤�n�2.Aà�/sÈä!¤²��d���²���¢t!°²��e�×�h�d��� ¥����n�����e�aÙ�¢�� J
2 ∗ (z − 1)

¸G�¬�����d¢����aÇ��v����§��n�)���¬�v�e¢��Ú���d���g�n�
ν = 1 £���d�e�n� �¤�e�����­���e�����°�����)������¢¤¼ �

(z − 1)
!°²��d����²g¢��v�d�v�eÙ¤½Î©�ª¯� ���d��� ¶ �­�n�q!°²��e�����g�Î���v�dÞ�� £�h�v��Û��#��§³�¬�

E2,2 = J (z − 1)
©Þ:×�n�e�����X¼ � ¶ ���X�v¼ ���n���¤�n���g�n�X�¤�n�³��§����n¡°�e��²�²¤���n��!°²��e������ �¤�n��:Ú��¼ �����h�d���e��¡)�����«���X¼ �)���­Û¬���¤�h���¯¸�à+àÁ�n�)���v²����e¼ �)�âá�½ £ �e���­���d�����¬��¼ � �v¼ ��¢��³�����¥T���¤�n�����h�����X�n©

ν = 3
¸G��©¤�������"<����n���0Çy�����n���������n��½ÎÏ

:×�n���
N � ν

���e�#��¸ ���������h�x�¤�h�´µ��e�Î�D���n§�²��h���¬�v������Û����n������� �v�e¼ ���n�´���n�´Ö��¬�e� �X��� ½ £ �v¢�X�'� �h�a���h���¨���°���¬��� ��¼ ���n�e���e�e¼ � £ ������� ¶ �[�h�[!°²��d���a���h���h���n�e���¬���¤�n� ��§����h¡)�X�¬²�²¤�¨�­�n�vÈ�¤�h��©�Ç����v¼ ���¬���e�e¼ ��¡°�X�¬��Ï¬���n�v�v�h�d�d��§³�¬���­�n���e���yµ �n�e�e¼ ���n���v�h�d� ¶ �¤�^Û¬�e�d�e�«�¬�����h�d�����v�e�h�v�d���Öx�XÛ�¼ ��� £ �v¢¦�e���a�¤�e�):��¬������¼ ���n�e���e�e¼ ��¡��n�d�¨���¬� ±�� £ �����v� ¶ �­�n�[µ �n�e�X¼ ���n�Ø���h���h���n�e�������¤�n��e�d�h���h� £ �v�n�������n���e����©�ª´�h�v�­�n���h�³§¨±����v�n�����d�[���h�g���n�[Ü­�n�v� ��¼ �)�v�����«�¤�n�[¥T���n�����e��¡��h�d���
Õ������n� �v¼ ���n�X�¤�����¯§��n����Ù�¢������n��§��h�¨����� ¡@<������h�a�h�d���^��¼ � Ù�¢�� ( N

ν

) Ã�¢��¤·��������¬�v�e¢¬È
���h�:¸GÇy� ¶ �¬���T���n�«ºt<����e�e¼ ��¡��n�d�v�h� £ ����� N ¿T�eÛ¬� ¶ �n� ν

����� ¶ �°�­Û����d�h��½�¢������³�´Û�¼ �����v�nÈ
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�7��ú��
����¼ �)���¬�vÈÖ:×�h¼ ���v�n�e���e�v¡°�����a�¬���v���h���n��©�º¦�#���¤�h��!)�v�e���d�e���¬È%Ö�¢��v§��h�g���d�d�hÏ

(
N
ν

)
=

N !

ν! (N − ν)!

≈ NN

ν! (N − ν)N−ν

≈ Nν

ν!

¥�� ���d��� �¬�X��¢Ø�������Î�^Û���� Nν

ν!

ºt<����d�X¼ ��¡��n�d�v�n�Í©
O����¤�¦�¤�e�h�v�n� Ã´¢�§a���e���»���d¢����n�:���»� ���d�Çy�����n�������)���h���n�����e�
ν ∗
(
J
2 z
) ©

¬t�"������ILE���� ~ ×
�
E M �o�aI�E E�� ªsªs~ N
Zk =

∑

S1,...,SN=± 1
2

e−βH

ª��e�h�v�)Xg������������������§�§�� �eÛ��¤�D�0±����h�«�¬�e�d� §H<����d�X¼ ���n�×Ã�¢��¤·��������¬�v�e¢����h�¦�¤�h��!$#¤���v�h§��h©ª´� ���e�������­� ±������d�n� �Ëµ �n§�²g�n� �»�����v�h� �e�)�v�n���h���v�d�h�v�h� £ ��¢������d�h�v�h� ���d���v�d�Ë����¼ �J�¤�h��Ç��¤È�v�h�����������'���¤� �n�
ν
©�ª¯�¬�g�n��§a�����´�g�h��¼ �)�v�Î�¯�[�h�����n� £ �����v��� ±��0�¬�e�d�

ν ≥ 1 gµν
�¤�e�YXñ�¬����¤�n��Ã´¢�§a���d���»�v�e¢����n�¨�g�n�

ν
ÈG���n�TÇy���v�h�������¯�����

µ
ÈG���n�É¥T���h�v���d�h¡�¢��¤·��������¬�v�e¢��0�X�'��©¬ª¨© ��©eÏ

E0
0 = E0, g

0
0 = 1

E0
1 = E0 +

J

2
z, g0

1 = N = O (N)

E0
2 = E0 + Jz, g0

2 =

(
N
2

)
− Nz

2
' N2

2!
= O

(
N2
)

E1
2 = E0 + J (z − 1) < E0

2 , g
1
2 =

z

2
N = O (N)

E0
k = E0 +

kJ

2
z, g0

k ' Nk

k!
= O

(
Nk
)

E1
k = E0 + (k − 2)

J

2
z + J (z − 1) , g1

k ' 1

(k − 2)!

z

2!
Nk−1 = O

(
Nk−1

)

ª´��§��#�y���d�d���¬�X��¢�Ï

Zk =
∞∑

ν=0

∞∑

µ=0

gµν e
−βEµ

ν
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º¦��� �v��§�§ �e�n�v��±����h���¬�e�d�ËÇy�����n���������n�³�����J±��g�n���¬�e�e��¥T�)���������������n��©"!°¢�§ �d���e���­�h�d���¥T�)�'���X¼ ¡°�d�����a� ±����v�e�Î� �«µ �n§�²��h���¬�v�����n� £ �ñ© ��©����h�v�e�����¯Ç����v�h�������a§H<����d�X¼ ��©

Zk = e−βE0

∞∑

ν=0

∞∑

µ=0

gµν e
−β(Eµ

ν −E0)

' e−βE0

{
1 + g0

1e
−β(E0

1−E0) + g0
2e

−β(E0
2−E0) + ...

}

= e−βE0

{
1 +

N1

1!
e−β

J
2 z +

N2

2!
e−β2 J

2 z + ...

}

' e−βE0eNe
−β J

2
z

�����<¡>�����<�¤�d�Ë� ���n�e�Ë¥T���h�v���d�0�g�h���v�e§�§«�y�­�n� �¤�n��Ï
Fk = − 1

β
ln (Zk)

= − 1

β
ln

(
e−βE0eNe

−β J
2

z

)

= E0 −NkBTe
− Jz

2kBT

ÃË��� ¶ Ï

Fk (T,N) = −J
8
Nz −NkBTe

− Jz
2kBT

ª¯�¬� �¬����¡»�¬�����¤�d�Ë�v²�� ¶ �d·��v¼ ���F:5Û��v§��n¡»��²�� ¶ �#� Û»���e§	�v���h�v§�¢¤�?#°����§ �X��¼ ���n� ÌÍ�d§����[�g�ÎÈ���v�e§�§«�y�­�n� �¤�n��©
cB=0 (T ) = − lim

T

N

∂2F (T,N)

∂T 2

∣∣
N

= − lim
T

N

∂2

∂T 2

(
E0 −NkBTe

− Jz
2kB T

)
N

= − lim
T

N

∂

∂T

(
−NkBe−

Jz
2kB T − J

2
z
N

T
e
− Jz

2kB T

)

N

= − lim
T

N

(
−J

2
z
N

T 2
e
− Jz

2kB T +
J

2
z
N

T 2
e
− Jz

2kB T − J2z2

4kB

N

T 3
e
− Jz

2kB T

)

= lim
J2z2

4kBT 2
e
− Jz

2kB T

:;�e���n�����¬�d�v�h�����e�v¢�Ï

cB=0 (T ) ∝ 1

T 2
e
− Jz

2kBT
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�7��ú��
}�~$ªs~ ��©����
G
N

• ª´�d�Ú¥T���h�v���d� J
2 z

�e§ X�Û����e�n� �¤��� ¥�À¤²g¢����h�)�v�n�;�X��� ���h���¬�;�¤�e�¦¥T���h�v���d�2�n�e���n��h�d�h§ �h�)���¬���n�<Çy���v�h�������Ä¸
ν = 1

½Î©
• Öx±��¯�������h�d���¤�d§��h�����e¢����¬�e���'�v�e���¬È%ºÄ¢¤�¤�n�e� £ � ±��´�����

z = 2
�e��� £ �n�����¬�d�v�h�<���d�����n�

¥�À¤²g¢����h�)�v�X�¬�d�^�¬¡)�v¢��
e
− J

kB T
�e§ Å¯�n���n�����»� ¶[¶ ��§Â�ÎÀ��¬¡)���n��Ay�h�v���#� �»��©¬ª��h��Å¯����������e�n�v� ±��«�X��� £ �������Ë�d§ �n�e���¤�e§��n���v�d¢����¬�e�n�B�'�v�d���¬È%ºÄ¢¤�¤�n�e�T�¤�e� Çy�����n���������h�Aä ï à á î�¤����¼ ��!°²��e� � �e²������n���n�g�n�J�v�e���ñ©�ª´�d��� ¶ �h�d���n�����d�y�v¢�Ï:;�e�¨���n���h�×Ù�¢����¤�n�aÃ�¢��¤·��������¬�v�e¢��?à+à+à+à+à+à+à �����h©�¥T�e�R!°²��e� � �e²��vÛ���� ��¢�����nÏmà+à+à+à�ÈTà+àa©�ª��e�aÇ����v�h���������v�n���h�v���d�Ë�X�'�

∆E = J
©g�����2�g�Î������¼ �)�v�n�Ä���e��h�d���h�Ä�[�h�#���n���n��!°²��e� � �e²�©�¥��y���d�¤�´²��v�e� ¶ �d²��e�n�e� ¶ �[�h� ºt<����e�e¼ ��¡��n�d�v�h��ÏJà+à+à�á[à+à�����Õà+à�ÈTà�ÈSà+àa©@�%§ ¶ �­�n�d�v�h��Ö��¬�e�g�g�Î����Û��¬���¤�e�¯Ç����v�h���������v�n���h�v���d�

2J.
�%§ �h����È���n�5Ö����d�y���d�e�n� �¤�e�������g�Î����Û��¬� �¤�e�¦Çy�����n�������)���h���n�����e�J�°���

J £ ���e�Ä§³�¬�:�d�h�e¼ �)��v�d�h�)�h©���¢¤¼ ���g�h���v�n� £ �¬��¼ ��� ±��+à+à�ã�à+à £ à�ãAÈSà+à £ à�ãäá[àÂ�����0©����n�v� Û¬�¬�����d�Ç����v�h���������v�n���h�v���d�­�'���Î���
J
©¬Ç��d���¤�e�h�v��Ã�¢��¤·��������¬�v�e¢����h�«���e���a�n���h�v���Î���e��¼ �aÛ � ���#ÈÙ»�¬�e�n�)�N7hª´�d�­Çy�����n���������h�0���e���0�¬�X�v¢����e¼ �)�ÍÙ�¢��0�¤�h�7!°²��e� � �e²�� ������Û������e� £ �v¢������n����°���ËÙ�¢��Ú�¤�h�Z:5Û����¤�n�ÍÏmà+àF��ãAÈ �Hà+àÂ� ±������«���¤�

∆E = J £ à+àF��ãäáJ� ±������0�¬�¤�
∆E = J

2 £ � ±��sà+àF��á$�Hà+àF��ã �n����Û��#�É§³�¬�
∆E = 3

2J
�����0©¬ª´�e��Ç������n���������v�n���h��È���d��²���¢F:��¬���¨�X�'�T���e�v¢ J

2 = Jz
4

�����a���e¼ �)�y¸ ���e�����h�
z > 2

½ Jz
2

©¬ª��e�yÇy� ¶ �¬�����¤�n�Ã´¢��¤·������ �»���d¢����n���¤�n�
ν
ÈG���n��Ç����v�h���������g�h���v�e§�§��n�����e�¨�v¢�Ï�¥��¨���e�¤�

N
µÍ�h�d�dÈ¼ ���h�������

ν
:5Û����¤� £ �ñ© ��©��e�������h���¬§¨�

N + ν
µÍ�h�d�X¼ ���n�×�����ì:5Û����¤��©ñ¥[�0���e�¤��°���

(
N + ν
ν

)
≈

(
N
ν

)

≈ Nν

ν!ºt<����e�e¼ ��¡��n�d�v�h� £ �¤�e��:5Û¬����� ¶ �<Ù��n�v�v�h�d�e�n�Í©o!°¢�§��d�����d�d��� ±���Ê'���¤�«Çy���v�h��������Ï
g0
ν =

Nν

ν!ª¯���¤�d�ÄÇ����v�h���������v�n���h�v���d�J���h� Jz
4

�e�d�h�¬� £ ±����h������Û��¬�³���X¼ � ���d�Ä�¤��� ¼ �����Î� ±����v�v�
A���¼ ���°������§��#�¯�¤�n��¥T� �v�Î� ¶ ����� Jz

2 → Jz
4

©
_cÌWb��'b�� åR£�f�hsÃ?pqhÓÆ�ægpqkdl{pqh[v�p��"§�uñjÓÉ�pqxdx
:;�d�����n�v� ��¼ �)�v�h� �°��� ����� 4 �����)�v�n��È ;��n�X���h�)�g�n����§�¢¤�¤�h�d�°§��#�[� �n���v¢�§³�¬�����Î�v�X��¼ ���n��¸

J >
0
½­��Û�¼ �����v�ÎÈ%����¼ �°���¬�vÈÖ:×�h¼ �����h�d���e�v¡°������©�ª´�n�c;´�¬§��e�#��¢����X�¬���e���¤�v�n�hÏ

Ĥ = −J
2

∑

〈n,m〉
ŜnŜm

Ŝ2
n = S (S + 1) B
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:;�e�T�­¢��e�d�h� �°��� ¶ �n�e���n� £ �������T�¤�e���n�e�n§��h��� �¬���n�³Çy���v�h���������n���¤��� ¼ ��!°²��e�)�­�n�e�e�n�¦¸^Ü­¢�È�v¢����h��½³�g�h��¼ �����d�h���h�Á�­�n� �¤�n�Á¡=<������n��©�ª¯� ¶ �Á�g�n�°�¤� ¶ �n� ���d�Ä�¤�e�Ú�nÀ��¬¡)�v�?´ ð ëæË î è ï ä�í­[\ ï^Ê ãhå ðSç í Æ?\vã¬ä"Ëyè ð \ Ê ã îêï^ð äxÏ

Ŝ−
n =

√
2Sa†n

√

1 − a†nan
2S

= Sxn + iSyn

Ŝ+
n =

√
2S

√

1− a†nan
2S

an

= Sxn − iSyn

Ŝzn = S − a†nan

�­¢��g�n�
an, a

†
n

�¤�e�JÜ­¢��v�ÎÈs¥T� ¶ �n���������)�'È´� ¶ �0©x���n�����X¼ ���������)��¢�²��h���¬�v¢����n�Ø�v�d��� £ ���d�<�¤�e�Ã´¢�§�§¨�����»��¢����v�h�e�¬�v�e¢����h�
[an, am] = 0, n 6= m[
a†n, a

†
m

]
= 0, n 6= m

[
an, a

†
m

]
= δnm

�h��� ±��e�e�n��©¤ª¯�¬�g�n�ñ�g�h��¼ ���v�h�d���
nn = a†nan

���d�ËÜ­�h�v�Î� ¶ �����)� ¶ �¬�����¤�n�c!°²��d�°�­�n�e�d�Ë�¬§@Å¯�d��È���n��²��e�¬� ¶ n £ �ñ© ��© nn �X�'�T�h�d�³º¦��Æ¯���¬� ±�� £ ���d�y���n�
!°²��e���T��§ Å¯�d�����n��²��e�¬� ¶ n Ù�¢����v�n�e���n§º¦�¬À¤�d§³�¬�e�­�n�v�a�¬�°�­�n�X¼ ����©xÖx±������d�n� �ÄµÍ�h§ ²g�n� �»�������n���X�'� �¤�h�³Çy�)�v�h�d���¤�h�Y!¤²��d�°�­�n�e�d�h��v�n����¡°�e�n�e� £ �¬�X�v¢ �X���
nn � 2S

©¤ª´��§ �d�����e�����¤�e�«µÍ� �¬���'� ¢��v§³�»���d¢�� ¶ �ÍÏ
Ŝ−
n =

√
2Sa†n

Ŝ+
n =

√
2San

Ŝzn = S − a†nan

ª´�d�������d� ���°���J�e�Ä�¤�e��;��¬§��e�#��¢��¤� ����¡)�v�e¢��<�n�e���������n� ¶ �h©�ª¯� ¶ �ÍÏ

ŜnŜm = ŜznŜ
z
m +

1

2

(
Ŝ−
n Ŝ

+
m + Ŝ−

n Ŝ
+
m

)

=
(
S − a†nan

) (
S − a†mam

)
+

1

2
∗ 2S

(
ana

†
m + a†nam

)

= S2 − S
(
a†nan + a†mam

)
+ a†nana

†
mam + S

(
a†man + a†nam

)

!°²��d�°�­�n�e�d�h�³Ù��n�v��������¼ ���n��� ±��­Ù��h����¼ ���e�h�¤�h���yµ �n�e�e¼ ���h� £ ���¬���h�����d�d�hÏ
a†man = ana

†
m

©°ª¯��e� �¤�n�W!°��§�§����e� �¤�h��;���§��d�d�v¢��¤� ����¡)�v�e¢�� �)����±��g�n�[���h����¼ �°��������� £ ��© ��©)Ù��h����¼ ���e�h�¤�h���µ �n�e�e¼ ���n�Á�v��§�§��d�h�������d� � £ �e���
m 6= n

�¬�¤��Ê'���¤�n� Ö����d�Ë�n�v� ±��e�#��©W�%� �¤�h���´Û¬���h�v�����
nmnn � 1

���d�d�hÏ
ŜnŜm = S

[
S − a†nan + a†mam + a†man + a†nam

]
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Ĥ = ĤSW

= −J
2

∑

〈n,m〉
S
[
S − a†nan + a†mam + a†man + a†nam

]

= E0 −
JS

2

∑

〈n,m〉

(
−2a†nan + 2a†nam

)

= E0 + JS
∑

〈n,m〉

(
a†nan − a†nam

)

§��#�
E0 = z

2JNS
2 ©ñ�y���Ú�v¢��e�

ĤSW

§��d��;��d�d� ���¤�n�0Ö�¢������d�h��È%µÍ� �¬���'� ¢��v§³�»���d¢������e����¢¬È���¬�e�X���e�n�v���[�h���¤�h��Ï
an =

1√
N

∑

q

aqe
−iqRn

a†n =
1√
N

∑

q

a†qe
iqRn

N∑

n=1

e±i(q−q′)Rn = Nδq,q′

�y���<�­�n�����n�����d�����d�����¬�¤�
ĤSW

�¬�ÍÏ
ĤSW = E0 + JS

∑

〈n,m〉

(
a†nan − a†nam

)

= E0 + JS
∑

〈n,m〉


 1

N

∑

q,q′

a†qaq′e
+i(q−q′)Rn − 1

N

∑

q,q′

a†qe
iqRnaq′e

−iq′Rm




= E0 + JS
∑

q,q′


a

†
qaq′

N
z

N∑

n=1

e+i(q−q′)Rn −
a†qaq′

N

∑

〈n,m〉
ei(qRn−q′Rm)




= E0 + JS
∑

q,q′


a

†
qaq′

N
zNδq,q′ −

a†qaq′

N

∑

〈n,m〉
ei(qRn−q′Rm)




Ö����d� ô Ï
Rn−Rm = δ

Õ>Ö����d� ò Ï
Rm−Rn = δ

©��%§
d
Ès�¤�e§��n���v�e¢������d�h�0�n�e�¤�^��¼ �«¡°�����e��¼ ���n�Å¯�#�v�v�h�T�e���

δ
�¤�n�TÇ��������¬�����n�e���h�TÅ¯�d�����n��²��e�¬� ¶ �h� ¶ �����d�e�n�

z
��Û�¼ ���'���n�³����¼ �°���¬����©¬Çy�X�v¢�Ï

∑

〈n,m〉
=

N∑

n=1

∑

δ
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∑

〈n,m〉
ei(qRn−q′Rm) =

N∑

n=1

∑

δ

ei((q−q′)Rn+q′δ)

=
N∑

n=1

ei(q−q′)Rn

∑

δ

eiq
′δ

= Nδq,q′
∑

δ

eiq
′δ

= N
∑

δ

eiqδ

ª´�d���É�­Û��v�­�n�e���h�)�v�e�e¼ � �����É¥T�����h�����X�n©¬Ü­�n�v� ��¼ �)�v�n�x§³�¬� �°���³�¤�n��Ö����d� ò £ ��¢Ë�h�v���d�¤���v�e¼ ��Ï
∑

〈n,m〉
ei(qRn−q

′
Rm) = N

∑

δ

e−iqδ

�����É�h�d���h�H:;�e�¤�h���v²�����¼ �³���¬� ���v�n�e�d�h©�ª¯����¥��v���n�����X��§a���v���¬�X��¢0�P#)§�§��Î���v�X�v�d�h���T�­�n� �¤�n�ÍÏ
∑

〈n,m〉
ei(qRn−q′Rm) =

N

2

∑

δ

(
e−iqδ + e−iqδ

)

= N
∑

δ

cos (qδ)

ª¯�¬�����n�������#���n�����d��Ï
ĤSW = E0 + JS

∑

q

[
z −

∑

δ

cos (qδ)

]
a†qaq

= E0 + JS
∑

q

∑

δ

[1 − cos (qδ)] a†qaq

= E0 +
∑

q

ε (q) a†qaq

§��d�
ε (q) = JS

∑

δ

[1 − cos (qδ)]

º¦���;¡»�¬���
ε (q)

�¬�X� �¤�e�ÚÇ������n���������v�n���h�v���d�Ä�����
~q

���e�)�%§ ²����e�<�¤�h�1!°²��d�°�­�n�e�d�h��e�)�v�n��²����Î���d�h�v�h��©
Xg���´Ü­�h���v�e§�§¨�������¤�n�Ëº¦�������n�v�X���e�n������� �g�n�°�¤� ¶ �h�¦���d�¯���e�h�¤�h�¯�����´Å¯��¢�Æ�¡>����¢����e��¼ ���¥T�����h§¨���e� £ ��� ���d�YX��¬���

N
�¤�h�2!°²��d�°�­�n�e�d�h�¦���X¼ ���¯���h¡»�¬���)�´�����2����¼ �Ä���d� �g�n�x¿T��¢¬È��¢����n�����X¼ �)���h�v���¬�d�v�n���X�'� £ �[¢��������

µ = 0
� ¢��e�¬�h©�ª´�e�«º¦�¬�����Î���e�v�d�h�v�����a���e� �����e�

m =
1

N

〈
N∑

n=1

Szn

〉
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�����'���d§�§¨� £ ������§��d���¤�n�y���¤�^�¬���)���n�e�����n� ±����v�v�h��µ ��������� ¢���§��¬�v�e¢��J±����h�v���n�)���d�

m = S − 1

N

N∑

n=1

〈
a†nan

〉

¥��T���¬�
a†qaq

�¤�n�­Ü[�����n� ¶ ������� ¶ �����e¢�²g�n� �»�v¢�� �e§
q
È Ay����§<©)ª´�e�F!°²��e�°�[�h�d�e�n�³�­�n� �¤�n�³���e���¢)��¢����X�v¼ ���¬�����n��¢�§ §��h��Ï

〈
a†nan

〉
= n− (ε (q))

=
1

eβε(q) − 1

ª´���������[� ¢��e�¬��Ï
m (T ) = S − 1

N

∑

q

n− (ε (q))

�%§ �����n��§�¢°�"#)���¬§��e��¼ ���h�JÌ��e§��h��¡@<������n�����d�y�¤�h��*y�g�n�����¬���
∑

q

→
∫
dq

�¤��� ¼ �¤� ±������n�ÍÏ
1

N

∑

q

f (q) =
V

N

∑

q

1

V
f (q)

=
( a

2π

)d∑

q

1

V
f (q)

=
( a

2π

)d ∫
dq f (q)

a
�e���Ë���n�ËÇy�����������¦�g�n����¼ �)���¬�v�v�n�ËÅ¯�#�v�v�h�v²��XÛ»� ¶ ��¸GÅ¯�d���v�h�v¡�¢����������)�v��½5Õ����¯���e�#�

a = |δ| ©Çy�X��¢�Ï
m (T ) → S −

( a

2π

)d ∫
dq

1

eβε(q) − 1Öx±��
T → 0

�v�d�����¤�e�2�%§ ²����e�v�0���h����¡°�d�h�d��Õ����¬§��#�����n�)������¼ �
ε (q)

���h���h�J�y���d� £ �[�h���
|q| ���n���h�2�y���d�É���h�)�h©�:;�d�¯¡=<������h�Ä� ¢��e���e�e¼ �2�n�e���a¥����'���X¼ ¡°�d����� Ù�¢��

ε (q)
��§

q = 0�¤��� ¼ �¤� ±������n�Í©
ε (q) ' JS (aq)

2

ª´�����%�)�v�h��� �¬��¡»�¬����§³�¬�Ø§��d�¨�¤�n� Ô ���h� � Û�¼ ���³�¤�n�
d
È%�¤�e§ �h���v�d¢����¬�e�n��¥T�e�����n�d���v¡°�����h�

Ωd
�����

∫

Rd

ddq f (q) = Ωd

∫ ∞

0

dq qd−1
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m (T ) → S −
( a

2π

)d
Ωd

∫ ∞

0

dq
qd−1

eβJSa2q2 − 1

Õ�§ �����a�%�)�v�n�������»�d�)���n�����e�n���n� ¶ �0¡=<������h� £ §³��¼ ���h�¯���e�Í�¤�e��!°�����'���#���¤�v�e¢��
x =

√
βJSaq

Ï
m (T ) → S −

( a

2π

)d
Ωd

1

(βJS)
d
2 ad

∫ ∞

0

dx
xd−1

ex2 − 1

= S −
(

1

2π

)d
Ωd

1

(βJS)
d
2

∫ ∞

0

dx
xd−1

ex2 − 1

Öx±��
T → 0

���n�)������¼ �
x

���n���n�J�����e�G©":;�e�y�h���'���X¼ ¡��h�d���¤�n�	�%�)�v�h��� �¬�����n��Ï
xd−1

ex2 − 1
=

xd−1

x2 + O (x4)

= xd−3 + O
(
xd−1

)

ª¯���'�%�)���n��� �¬�ñ�X����¢¬Þ��n���v�X¼ �����d�X¼ ��� ±��
d = 1, 2

�¤�eÙ��h�v���n�)� £ ���d�«º¦�������n�v�X���e�n���������e�Ä�n�e�¤È����� ¶ �­�n�X�¤�e§ �h���v�d¢����¬�e�n�¦Ö��n���v¢�§��������n�v�h���g�n�
T > 0

Ù��h����¼ �°���d�����Î�97�¥T������� ±��
d = 3�nÀ°�X���v�e�n�v�x�g�n�¤���d�n� �n�³µ �n§�²��h���¬�v�����n� �n�e����§³�¬�����Î���e��¼ ��� Ô ���¤�°�����´§��d�

m (T ) 6= 0
©¬Öx±��

d = 3
� ¢��e�¬��§��#�

Ω3 = 4π
�����
∫ ∞

0

dx
x2

ex2 − 1
=

√
π

4
ξ

(
3

2

)

� ±��y���d�«º¦�������n�v�X���e�n��������Ï

m (T ) ' S − ξ
(

3
2

)

8π
3
2S

3
2

(
kBT

J

) 3
2

, kBT � J

Ü ¶ �0©¤�X�¬���v�Î�����d�Ë���n�X�»�v�eÙ��0Ç��)�­�n�X¼ �°������Ï
S −m (T )

S
=

ξ
(

3
2

)

8π
3
2S

5
2

(
kBT

J

) 3
2

ª´�d�����e�������������h�v±���§«�v�«Ü­�e¢¤¼ ���v¼ ���
T

3
2
È%Å¯�����n� ¶ ¸^Ç�����© ô�¯ © � ½Î©
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ê ëíì � ëïî ê

ð � � �R� ��� ��ñVò � û �,�2ó � � � û ÿ ��� �

;��d�h�Í��¢��d���)���¯��¢°¼ �Ë¿T�X�»� ¶ �v�n�e�´� ±����n�e���e���TÇy��§ �h�v¡°�������n� ¶ ���ÍÌ��h���h���¤���ÎÈ%µÍ� �¬����� ¢���§³�»���d¢��
ô (-% ¢J61íS4�ºi¿Å02/
354769¾qµ�8Wº�+5,1¾a/
!°�h�

f
�h�d���0�v�h�n�e�[�h�����d���¯Ö�����¡)�v�e¢��<�n�e���h���T�¬���e�����d�h��©

D
�¤�n�yª´�Î·����#���d¢����v���h�v�h�e¼ ��Ù�¢��

f
§��#�y¥T�e�n§��h�����n�

x ∈ D
©

W
�¤�n�':×�n�v�v�h���h�v�h�e¼ ��Ù�¢��

f
§��d�y¥T�e�n§��n�)�v�h�

y ∈ W
©

G =
{
(x, y) ∈ D ×W

∣∣y = f(x)
} �¤�h��Å¯����²���Ù�¢��

f
©

u = df
dx

= y′
�¤�e�«Çy���d�h�#�������³Ù�¢��

f
©

º¦���J¡»�����Ä�¬�X��¢��v¼ ���v�h�d�g�n��Ï
f : D 3 x 7−→ y ∈W .Å¯������¼ �)� �X�'� �°���;�h�d���¦µÍ� �¬����� ¢���§³�»���d¢�� £ �¤�e�

f
¢������t�%�¤� ¢��v§³�¬�v�e¢����vÙ��h�v�e����� �e�5Çy�¤È��Û������e��¡��n�d�TÙ�¢��

u
���������v�h�d�d�h© Ô �����F�%�¤� ¢���§³�»���d¢�����Ù��n���d���'�T���h�dÆ��[���e�n���g�n� £ �����v�[�¬���[�¤�n����������'� ¢��v§��e�n�v�v�h�JÖ�����¡)�v�e¢��

f̂
�¤�h��Å¯����²��

G
�n�e���¤�h�¤�v�e�³���n¡�¢������v�����d�h���­�[�h�����n��¡>������©

!°�h�ñ�°���<Ù�¢�� �¬�������h�v�Î� ¶ � £ ������� u = f ′(x)
����¼ �

x = g(u)
�¬� � <��v���¬���X�'��©

ª¯�������n�e�¤�^��¼ ���h��¥T�e���v�Î� ¶ �n�<�e�
f £ �������g�h�¤�h�¤�v�n�

f(x) → f(g(u))���e�­µÍ� �¬���'� ¢��v§³�»���d¢��³���X¼ �����¬���v���n�X¼ ��� £ ���¬�g�n� ���e�­���h�v�h�#� �[�e�JÃ0��²��d�v�n� � ���h�v�n���n��©°Çy���
y = f(g(u))

¡>�����Á�¤�h�<Å¯� �¬²��
G

���X¼ ���<�e�5�n�e���¤�h�¤�v�e���h�9:×�n�X��� ¶ ����±�¼ ¡°���h�[¢������h��­�n� �¤�n� £ ���³�¤�d�2�%�)�v�h��� �»���d¢����¤�h�yª��dÞ��n���n�)�v�X�¬�e���e�n�X¼ �°������Ï
y = f(g(y′))�h�d���0Ö��v�h�d���h�#�¨¸L�%�)�v�n�����¬�v�e¢����v¡�¢��������¬�)����½ ¶ ����±�¼ ¡°�eÛ��v���h©

� �{�
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Çy�����e�X�¤����� Ç¨© ô Ï�ª´�������v�h�d�e�������n�e������Å¯����²����h���¤����¼ �<µ �������h�)�v�n���v¼ �����
ô (Q° Â 358§¢J¸18'8 ¿Å3±/ ¸98Wº ÁB0�6P£�8'6�/
8

º¦�¬�×���e�d�T���e�v¢����n�ØÅ¯����²����n�
G

�����
x

�����
u = y′

¡�¢������v�����e�n���n� £ ��� ¶ �×��¼ ���h�d�)�0�h����e���°Ù�¢��d���v�e¼ � ¶ ����Û�¼ ���'���¤�e�¯µx�¬�����n�)���n� ���
G ¶ � �g�Î������¼ �����n��©°º¦���JÃ´¢������v�����e�n�v�[�¬�X��¢

G
�¬�����n�e���n�­µ �������h�����n����¼ �����y¸^�v�d�h����Çy�����d�X�¤�����aÇ«© ô ½Î©�ª¯�������¤�e�h�����h��ÃË�h���)�v���X���¬�e�e�n�µ �������h�)�v�n�����e�n�X¼ �)�������h� ¢��������%�¤� ¢���§³�»�v�e¢�����Ù��n���d�����[§H<����e�e¼ ���e���y�e�n��¼ �)�v�n���n�e��©

ª��h�yÅ¯����²�� ¡»�¬���<�¬�X�v¢a�¬���Í§��d�����h���v�n��� ¶ �[�h�ñÇy�v�v�n�����¬�������'���n�e�#�­�[�h�����n� £ �¤��� ¼ � ��¢���È�������Ä�¤�h��Ã´¢°¢�� �¤�e���»���n�¦Ê'���¤�h��¿�����¡)�v��� �¬�¤�Ë�¤�n�;Ã´¢°¢�� �¤�d���»�v�h����¼ �����h� £ ¢¤�¤�h� �¤��� ¼ ���¢����������¯�n�e���n�yµx�¬�����n�)���n����¼ ���¬��©
G : {(x, y) ∈ D ×W} ⇔ G :

{
(x, tx(x))

∣∣x ∈ D
}
.

Xg�e�n�x���d� �¦�����°���×�¬�X��¢����h�d� £ �¤�e�'Ê'�h���d��� µx�¬�����n�)���n����¼ ���¬� ¶ �2�g�h���v�e§�§��n� £ �¤�e� ���n� ������¤�n�¦Å¯� �¬²����n�
G

�¤�h�yÖ�����¡����d¢��
f ¶ ����±�¼ ¡°�e�d�n� �n�v�h©

Ç������e�e�¤����� Ç«© ò Ï�Å¯�h���d���)�����³�¤�n�yµx�¬�����n�)�v�h�����e�n�X¼ �°�����
����¼ �{Çy�����d�X�¤�����×Ç«© ò �X���a�nÙ°�X�¤�n�)� £ �����v� �¤�e��Å¯�e�n�X¼ �°�����Ú���n��µ �������h�����

tx0

�¬� �¤�n�
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� ù�ö��7��ú��aùxú � �=Ò
!)���n�e�d�

x0
�¤�h�yÅ¯� �¬²����n� £ ���e�Ë� ¢��e�¬���X�¬�¤���n�<§¨���v�hÏ

tx0(x) =
df

dx

∣∣∣∣∣
x0

· x+ f(x0) −
df

dx

∣∣∣∣∣
x0

· x0

︸ ︷︷ ︸
b

.

!°�n� ¶ �n� ���d���°�����n�e���h� �h�d���¤�n�¤���d���n��Xg�����¬§�§��n�����¬��� ¶ ���X��¼ ���n�
x0

����� ���n§¥!�¼ �����d����È²�����¡)�
b
Ù�¢��

tx0

§��#�����n�
y
ÈsÇ�¼ �����¯Ù�¢��������

b = b(x0) ,�����¯�e���´� ±��0¡�¢���¡>�>Ù<§�¢���¢¬�v¢����¨� ¶ �0©ñ¡�¢��°Ù��ÎÀÄ§�¢���¢¬�v¢����aÖ�����¡)�v�e¢����n�×�d�JÊ'�h�¤�h§ Ö����d����n���h���h� £ �v¢¯¡@<������n�����d��Ê'�h�¤�yµx�¬�����n�)�v���¤����¼ �³Çy�����¬�g���e���v����ª�����¼ �����v¢�Æ�²�����¡)�v�h������¤�h�
y
ÈsÇ�¼ ���v��¼ ���¬� �¬¡)�v�h�v�X�v�d�h�v�h��©h¥[���v�h�e¼ �)�T�¬�X�v¢Ë���������»�v�

tx0

�°���
b(x0)

�¬� ¶ �����h���h� £ ��§�¤�h��Å¯� �¬²����n�
G

�¤�n��Ö�����¡����d¢��
f

���J�¤�h�'!°�v�n�e�e�
x0

¶ � �h�v���¬�d�v�n�Í©)Õ�§
f

�°���J���¤� �¤�h����h���¬§«���n�¦ª´�Î·����#���d¢������g�n���n�X¼ � ¶ �2¼ ��������¡����n���e�v�e�n���n�<§¨�����¯§³�¬�
b(x)

�¬�³Ê'���¤�n��!)���n�e�d�
x

�¤����ª��n·����d�v�e¢����v�g�n���n�X¼ ���h��¡��n�����h� £ ����¼ �J¢����d���n�yÖ�¢���§ �h�ñ�e���y���¬����Ï
b(x) = f(x) − df

dx
· x .

ª´�d�´µ �������h�����n����¼ ����� £ �����³���¬§��#�­�¤�n�[Å¯� �¬²�� �X�����°��� �¤��� ¼ �³�¤�d�����yÖ�����¡)�v�e¢��³�h�d���¤�n�¤È���d�0� ���'�����h�d�h�¬� £ �����³§³�¬�³¡»����� ð á¤ägèÓ�8äNè ð \ Ê ã îêï^ð äoË ] è-\8ëìæ$Ë î
x

§��#�W;y�e�#� �´Ù�¢��
x = g(u)�h���v�Î� ¶ �n�Í©gª´�h�v�[�h�#���n���n�¦¡»����� df

dx

�¤�e�v�h¡��Ë�¤��� ¼ �
u

�n� ���n� ¶ �´�­�n� �¤�n��©
b(g(u))

�e���0���¬����¤�e�����h�v��¼ �)�v��Ö�����¡����d¢��{Ù�¢��
u = df

dx £ �¤�d�Ä�¤�h�:Å¯� �¬²����n�
G

Ù�¢��
f

�e�{�h�d���¤�n�¤���d���n�:×�n�X���0¼ ��������¡)�v�n���X���e�n�v�h©°º¦�¬�<���h���)�
f̂(u) := b(g(u)) = f(g(u)) − u · g(u)

�¤�e�7ÉÍèsç)èÎä�"S\vè î \vã»äoË=è ð \ Êaï è-\ î è«Ù�¢��
f
©
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ª´�n�y�´�d���X�¬�X�v�¬� ¶ §³��¼ �)���h�d���aÇy�����v�����Ë±��g�n�¯�¤�d�¨���n�v�v�n�e�e����� �¤�h��¡°�e���Î���e��¼ ���n�<¥T���n�����e��e� �h�d���n§
N

È%µ �n�e�e¼ ���h�¤È�!$#¤�'���n§ £ �­���a�e���A�¤�n§ �'� �»���e���v�X�v¼ ���n�:Å¯�e�n�X¼ �°Ù��h�����n�e�d���������v�¬� ¶�v�n���¯Û¬�����d�X¼ �¦§³��¼ �)�¬û>©�ª´�n�2¡)�X�����v�e��¼ ���n�Ä�´�d���X�¬�X�v�¬� ¶ �h�v��Û��#�´§����2�¬�����h�d���h�F�'���n�)�v�d��Û¬�� ±��y���d�0¡°�e���Î���e��¼ ���Ë¥T���h�v���d��Ï

Ekin =
1

2m

N∑

i=1

(pi)
2

=
1

2

N∑

i=1

pi ·
dri
dt

=
1

2

N∑

i=1

d

dt
(pi · ri) −

1

2

N∑

j=1

rj ·
dpj
dt

.

���d§�§«�y§³���J�°���<�n�e����Xg�h�#��§��#�v�v�n�e�����³Ù�¢�� £ ��¢ � ¢��e�¬��Ï

Ekin = lim
τ→∞

1

2τ

∫ τ

0




d

dt

(
N∑

i=1

pi · ri
)

− 1

2

N∑

j=1

rj ·
dpj
dt



 dt

= lim
τ→∞

1

2τ

N∑

i=1

[pi(τ) · ri(τ) − pi(0) · ri(0)]

︸ ︷︷ ︸
=0

−1

2

N∑

j=1

rj ·
dpj
dt

,

�­¢��g�n���¤�h���n� �'���0µÍ�h�v§ �°����Ù��n� �v¼ �°���e���¤�n� £ �^�¬�e�e�
• �¤�d��Ü��¬�����n�

ri(t)
� ±������d�e��Xg�n�d�v�h�¨�e§ ¥T���¤�e�X¼ ���n��Ù��h�v�X�¬��� �n� ¸G�ñ© �Í©¬���h�e�v²��e�n�X���­�n�X�v����e¼ �)��� ±��c;�#°²��h�v�g�n�e���¬�����n�<�g�n��¿T�X�¬���Î�v�h�°���h�[�h�������°½ £ �����üSý=þ\ÿ��������	�
����
�����
������Sþ����������:þ��������������Sþ������ ÿ �!
�"$#%���'&�( 
	��)�)��Sþ+*

� ��ô



� �)ò ö��F��ö���� �¯þ1�´ú
�¼� ø���ø'ö´û ÿ¤öyù>�
• �¤�e���%§�²����X���

pi
���X¼ �)�y�����n���¤�d�X¼ �<�[�h�����n��©

Öx±��Ë��Û���§��d�X¼ �¦�g�n�����n� ¶ �v�Y!$#¤���v�n§�� £ �e�Ú���n���h�Ú�v�e¼ �×�¤�d��µ �n�e�e¼ ���h�2§��d�Ë�h���¤�e�e¼ ���n�0Å¯�ÎÈ�v¼ �°���e���¤�e��¡��n�d�¯�g�n�­�n���n� ¸G�¬�����n���H!$#¤���v�h§ ���­�n� �¤�n�Ú�d�Ø�¤�h��!)���¬�v�X�'���e��¼ ���n��ºÄ��¼ ���¬���e¡�[¢����ñ¡»�¬��§®�¬�¤�D���v�n�v�h��½­���e���<�¤�e�h�v�ËÜ­���¤�d�����������n�����»��±����d�X¼ �J�h��� ±��d�d�h©
¥������d�d�y�¬�X��¢³�¤�h�
,1I��SIL�oKLE��?M �	IL�2I ~ �1× ~ ILM ª ILM-M ~ KL� ~ �SE I����

Ekin = −1

2

N∑

j=1

rj ·
dpj
dt

¸^Ü¯© ô ½

Öx±���Ù��h����¼ ���e�h�¤�h���[!°²g� ¶ �e���#�^Û��d�e� £ ���d���¬�g�n���e���¤�n�����¬�v���T������¼ ���¬���x��Û��¤·��¯Ù�¢���¡�¢�§�§ �h�¡»�¬���³�¤�e�h�v�y�n�e�¤�^��¼ ���yÖ�¢��v§ �¤�h���´�d���X�¬�X�v�¬� ¶ ���É��¢¤¼ �³§�¢°���#· ¶ �d�h���T�­�n� �¤�h� £ �¤�e�y���X¼ �����d�)�'È�v�h�<º¦¢°���#·�¡»�¬�v�e¢����h���v¢��e�d�h�J�e§ � ¢��d���n�����n�<Çy����¼ �����d������Û¬���h�­�h�v�XÛ¬���v�n�v���[�h�����n��©

� ( % ¤ 4Y¸13$-1.F02/
3-4�698'6 ¸98'¾/. 3¶º�350�+-¾q02/
·[8'¾

0 bd_ibd_ ægj
u¥j>§>pqh�pql?Çþp
mon�l{pqxSÈ�k��o�W£Fhc§
l�Î�jâÃ?pqhsÃ"k�fix
Ì��h�¬�0§³�¬���°�����n�e�×��¢�§�¢����n�����2:Ú��¼ �����h�d���e��¡)�������v²�¢��v�h�����e���

V ¶ ���X�v¼ ���h�×���n�ØµÍ�h�d�dÈ¼ ���n� ¶ �¦Å¯�������¤� £ �v¢a���d�d�
1
V (λr) = λαV (r)

§��#�
α £ �¤�n§RÅ¯����� �¤�h��;y¢�§ ¢����h���#� Û»� £

� ±��0�g�n�e�d�h���d���
λ ∈ R

©�Õy�����¤�h�0���e�v�X�¬�X�v�¬� ¶ �d���¤�h�«Ö�¢���§ ¸GÜ´© ô ½´�XÛ����'�«�v�e¼ �×§��#�7;��d�d� ��¤�n�yÜ­�h�[�h�������)�����d�h�e¼ �°�����¨��§³��¼ ���v�h�d�g�n� £ �¤�n���
dpi
dt

= Fi = −∇iV

= −∇i

1

2

∑

j 6=k
V (rjk)

= −1

2

∑

i6=j
V ′(rij)

ri − rj

rij
,

2�3 ����
4��
��5�76��mÿ����!�����
�:þ�þ%���Sþ�89"����Sþ%���:�����
•

�����;)�"¬þ���
��	� ���=<=
�&������:�
��"$��>
V ∼ r2

)�� �
α = 2

(�þ�ÿ
• ? ����@ � ���
����"¬þ+A+B5"$( ��"$)C� D�EFEG>

V ∼
1
r

)�� �
α = −1���H�I6���� ��*



�Ëþeü�þ)��VW��ø�Uxø'õ0öyùxø-VW�yú�����ú­ÿs�xø���ø'ö�ûxÿ¤öyù>�gú[ÿ � � �
�e�n���¨§³�¬�{�¤�h�{Ã´¢)¢������d���¬�v�h�)�����v²��������Ä�¬���¤�h� Ô �v�a�¤���

j
Èê�v�n� µÍ�h�d�X¼ ���n��� ¸

rj = 0
½ £�����J�g�n�°�¤� ¶ ���¤�e�0¥T���e�n�vÈäA��n�X�»���d¢��×¸ ò © ô�ô ½ £ ��¢ � ¢��e�¬�

N∑

i=1

ri ·
dpi
dt

= −1

2

∑

i6=j
V ′(rij)

ri (ri − rj)

rij

= −1

2

∑

i6=j
V ′(rij)

ri (ri − rj)

rij

= −1

2

∑

i6=j
rij V

′(rij)

= −1

2

∑

i6=j
αV (rij)

= −α ·Epot¥��­� ¢��d�����¬�X��¢ �e�������h���¬§¨�hÏ
Ekin =

α

2
Epot

¸GÜ¯© ò ½
§��d�

α £ �¤�n§RÅ¯�����J���n�c;y¢�§�¢����h���d��Û»��©
• α = −1

� ±��\�[¢����d¢�§¨�¤ÈT� ¶ �0©�Å¯���>Ù°�d���¬�v�e¢�����Èê¿É¢��v�n�)���e���G©
• α = 2

� ±��y�����v§�¢����e��¼ ���h� Ô � ¶ �e�d�X�»��¢���©
0 bd_>b�� egfihcj
hFkdl$mon�pqlKJCL'lFÃ?pqu
ÌÍ�d�h�¬�0�°���Ø�n�e��¡>����¢����e��¼ ���h�

N
Èsµ �n�e�e¼ ���n�¤È�!$#¤�'���n§ §��d�«�n�e���n��;��¬§��e�#��¢��¤� ����¡)�v�e¢��Ø�¤�n�Ö�¢���§

H =

N∑

i=1

1

2m
(pi)

2
+

1

2

∑

j 6=k
V (rjk)

§��d�
rjk = |rj − rk| £ �¤�n§®Çy����������� ¶ ���e��¼ ���h��µ �n�e�e¼ ���n�

j
�����

k
©

V £ �¤�n§ :Ú��¼ �����h�d���e��¡)�������v²�¢��v�h�����e��� ¶ ���X�v¼ ���h�����n�<µÍ�h�d�X¼ ���n�Í©
Ù�¢�� £ �v¢Ú¡»����� §³��� ¸GÜ´© ô ½a§��d�);y�e�#� �Ä�¤�h�³¡>����¢����e��¼ ���n�AÅ¯�d�h�e¼ �°�������n� ��§³�v¼ ���v�h�d�g�n� £�����J�h�v��Û¬�d�hÏ

Ekin =
1

2

f∑

m=1

qm · ∂H
∂qm

¸GÜ¯© �)½

§��d�
f £ ���n�WXñ�¬�������n�[Ö��v�h�d���n�d���v��� ���¤�«¸ � ±���²�����¡)����<���§��d����µ �n�e�e¼ ���h��Ï

f = 3N
½ £

�­¢��g�n�¬���d�h���n�e���TÕy§��°��§�§��n���d�h�v�����y�¤�n� Ã�¢°¢�� �¤�e���»���n�´Ù�¢������h��¢�§�§��n�´����� �¤��Ï {qm} :={
(r1)x , (r1)y , (r1)z , (r2)x , . . . , (rN )z

} ©
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0 bd_ib�� r	�"§>jÓÉ�kPl$moncp
lKJMLclFÃ?pqu
Å¯�n�)�«§³�¬���­�n�d�v�n�0Ù�¢����¤�n�0¥��v��¢°���n���$#°²�¢��v�������³����� £ �v¢Ä¡»�¬���×§³�¬���e�����d�e�n�����X�v���n����n�v� ��¼ �)�v�n�v�h�ÚÖ�¢��v§��h�2�¤�h�¯�´�d���e���e���»� ¶ ���´������Xg�n�d�v§��d���v�h�T�¤��� ¼ �Ú������!�¼ ���¬��§��#�v�v�n�É�h��È���n� ¶ �n� £ �����J�h�v��Û¬�d�hÏ
,1I��SIL�oKLE��?M �Õ~��q� ~ �SGJ�mI�ILE���� ~ � x�E-M ~{ªR~

〈Ekin〉 = −1

2

N∑

j=1

〈
rj ·

dpj
dt

〉 ¸^Ü¯© � ½

〈Ekin〉 =
α

2
〈Epot〉

¸^Ü¯© � ½

〈Ekin〉 =
1

2

f∑

m=1

〈
qm · ∂H

∂qm

〉 ¸^Ü¯© � ½
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O 3QP ýøÿ ��� P û � � 3QPQR
O 3QP ýøÿ ��� P û � û ��� � � ÿ 3QP �

z ~TS ��I�M I�����Nq�
�
�
©aM I������"K
!°�n�

V
�n�e�<Ö�����¡)�v�e¢����n��� �¬��§ ¸ ¶ © Ü¯©o;y�e�e���h����������§ ½

ª´�����<���n�eÆ¬���h�d���«Ç������e�e������� �¬���
V

���¤���¤�d�0���n�h�d�h�tXñ�¬���e�n�
F : V 3 φ 7−→ F [φ] ∈ R

�n�e�2éñæ¤ä¤å îêï^ð ä�ã»ëì©

U ( % ÄB35698'0�º�8¹*),169.�/�354�610�+58
Ï�bP_ibd_ V½kdlFÃ?�ok�v�£ÓÃ"k�j�hcpqh
!°�h�

V = C∞
c (Rd)

�¤�n�1Ay�¬��§ �¤�n�J���X�»�v�v�n�;Ö�����¡)�v�e¢����h�;§��#��¡�¢�§�²���¡)�v�n§µ ��Û����n�����¤�
Rd £ ���������n�eÆ¬��� ±��

g ∈ V
���d�d���d���v�g�h�v¢����¤�h�v�

g(x)
|x|→∞−→ 0 .

ª¯�¬����¡»�¬���<§³�¬�aÊ'�h���n��Ö�����¡)�v�e¢��
g ∈ V

������¼ �<�¤�e�«Ü­� ¶ �e�n�°�����
Tg : f 7−→ Tg [f ] :=

∫
f(x)g(x) dx

¸��´© ô ½
�h�d�J�d�e���h���v��� £ �'���Î���d���h��Ö�����¡����d¢����¬�

Tg
¶ ��¢��������n��©?!°¢��e¼ ���¯�'���Î���d���n� £ �e�d�����¬���n� Ö�����¡)�v�e¢¬È�����d�Ë���h���)�y§³�¬�<�¬��¼ �tÈ ï Ë î \ ï >Îæ îêï^ð ä�èÎä�©
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�7�
WYX[hHW�X-h=X[kJe{Õy�)�v�h�y�¤�n�<¢����h�J���n§³��¼ �)�v�h�J��¢������������n� ¶ �������h� �X�'�y�¤�e�«Çy�����d�X�¤�����

δx0 [f ] := f(x0) ,�¤�e�­Ç������­�n�v�v�����´Ù�¢��
f

�¬� �¤�n�>!)���n�e�d�
x0 £ �e�d���h�¬�É�����a���v�n�v�e��©��%� Ç����¬�e¢����d�

¶ ��¸��´© ô ½���¼ �����n�e�¤��§����
δx0 [f ] =

∫
δx0(x)f(x) dx =

∫
δ(x− x0)f(x) dx .

WYX[ZrX[]_^M`mbcdse´����¼ �Ä¸��´© ô ½x¡>������§³�¬� ¶ ���¬��Ê'���¤�n�TÖ�����¡)�v�e¢��
g ∈ V

�n�e���yª´�e���v���d���¤�v�dÈ¢��<�e��¢����e���n§ !°�e����� ¶ �)�­�n�X�v�n� £ ���n��Õ�§ ¡��n��� ��¼ ���d���v�����d�d�´�¬�g�n�����e¼ �)� £ ��¢¡»�¬���³§³�¬�³�g�n�X�v²��d�h�e�v�­�n�X�������n��ª´�d� ��¼ÎÈsª´�X�'���v�e���¤���d¢��
δx0 [f ]

¡��n�e����Ö�����¡)�v�dÈ¢�� ¶ ��¢����¤���n� £ ��� δ(x−x0)
� ±��

x = x0
�¤�n�H:×�n�v� ∞ �������h��§��n�¨§a±����'��� £�¤�e�h�v�n�T�X�'�­�¬�g�n�����e�TÖ�����¡)�v�e¢������­�n�v�T���X¼ ���[�n���e�����¤� £ �����³�v¢�§��#�[�e���

δ
¡��h�d���Ö�����¡����d¢���©

Ï�bd_ibÖ� V½kPlFÃ$��k�vF£�Ã"kZY
p\[�v�x�pqkSÃ"£�hc§
!°�n�

V = C1
c

�n�e�7Ay����§Â�¤�#Þ��n���n� ¶ �e�n�����¬���n�ÍÖ�����¡)�v�e¢����n�¨§��d� ¡�¢�§�²��¬¡)���n§ µÍ� Û»È���h�h©
ª´�����<���e�#����¢¤¼ �<¿��¬�v�v�e�n�e�d�h�W�%�����n�����¬�v�e¢���Ï

Tg′ [f ] =

∫
g′(x)f(x) dx = −

∫
g(x)f ′(x) dx = Tg [f ′] .

º¦�¬���¤�Î·����d�h���y�¤�������¬�e� � ±��ÉÊ'���¤�0ª��X���v���d�����v�e¢��
T

�¤�e�0�¤�e���v���e���¤�v�eÙ��ËÇy���d�h�#������� �¤��� ¼ ��Ï
T ′ [f ] := −T [f ′] .

¸��´© ò ½
WYX[hHW�X-h=X[kFXce
!°�n�

θ(x)
�¤�d��;��h�>Ù°�X���X�¤�ÎÈ%Ö�����¡)�v�e¢�� £ �����

θ [f ] :=

∫
θ(x)f(x) dx

�¤�e� ¶ �����h�"<����e���Ëª��X�'���v�e���¤���d¢���©
f ∈ V

�n�e���«�¤�dÞg�h�v�h� ¶ �e�n�����¬���ËÖ�����¡)���d¢���§��d�y¡�¢�§ ²��¬¡)�v�h§ µÍ� Û¬���n��©
ª´�����<���e�#��Ï

θ′ [f ] = −θ [f ′] = −
∫
θ(x)f ′(x) dx = −

∫ ∞

0

f ′(x) dx = f(0) = δ0 [f ] .

ª��e�«Çy���d�h�#������� �¤�h�c;y�h�>Ù°�X���X�¤�nÈsÖ�����¡)�v�e¢����e���y�¬�X��¢³�¤�e�«ª´�d� ��¼ÎÈsª´�e���v���e���¤�v�e¢��Í©
ª��e�«Çy���d�h�#������� �¤�h�yª��e����¼8È%ª��X���v���d�����v�e¢����n����Û¬�d��§����������y�¤�h�yª��n·��v�e¢��Ä�¤����¼ ��Ï

δ′x0
[f ] = −δx0 [f ′] = −f ′(x0) .



��þ Ð�þ9UF����õ ùxø-VW�´ö�ûÍöF��û�úTønù����7� � �$�
U (±° *),16).�/
3-4�6907+50�À	+58'3±/
,166£
!°�h�

F
�n�e��¸^���X¼ �����d�e�����¬���h� ½�Ö�����¡)�v�e¢������G©

f, g ∈ V = C1
c

¶ �[�h�0�¤�#Þ��n���n� ¶ �e�n�����¬���2Ö�����¡)�v�e¢����h�Á§��#�Ä¡�¢�§�²��¬¡)���n�µ ��Û����n����©
ª¯�¬�����X�'���¤�e�«Ö�����¡)�v�e¢������e�����d�h�#��������Ù�¢��

F
�d�
f

�e�tA��X¼ ����������Ù�¢��
h

�¤�Î·����d�h���y�¬�X�hÏ
δF [f ]

δf
[h] := lim

ε→0

1

ε
{F [f + εh] − F [f ]} .

¸��´© �)½

ÅË��� ¶ �����¬�e¢�� ¶ ��§®Å¯�����¤�d�h�)�v�n� £ �X�������d�ËÖ�����¡����d¢����¬�X�¬���d�h�#������� δF [f ]
δf

�n�e���ËÌ��e���h���v�X�v�d�nÈ������� ���h�ËÖ�����¡����d¢����¬�X�
F

�d�
f
©J�%�2�¤�h�¯Ö�����¡)�v�e¢����¬�X�¬�����ç#¤�v�e�����n���)�Ë§³�¬�{¸��´© �)½�����¼ �é�\^] à�á�è î ã�>nëdè ïDî æ¤ä°ç¬©�ª´�e�0�d�Ä�¤�h��¿T�$#°�v�e¡ �d§�§�§��n�����e�h�¤�h��Ù�¢��v¡�¢�§�§��n���¤��!¤¼ �����n�e�°�[�h�e�v�

δF [f ]

δf
[h] =

d

dε
F [f + εh]

∣∣
ε=0

�X�'� ¶ �{�¤�h� ª´�Î·����#���d¢��Á¸��´© ��½¨Û � ���eÙ»�¬�e�n�)� £ §������g� ¶ �h�e¼ �����Î� δF [f ]
δf

���d�h�a�¬��¼ ��¢¬�D���¬�X�n�ãÞ\ ï ã îêï^ð äoËÎãF>Îëeè ïDî æ¤ä)ç�©
U (Pé »½3Q£�8'61¾që©¨10�í�/
8'6Ç,961¸ ³¼8'ë©¨98'69º�8Ó£�8'+56
Ï�bÖ�Wbd_ _7kdh�p�f��"pql Â £�h��sÃ"kdj
hcfix
Öx±����e�d���h�¬���0Ö�����¡����d¢����¬�e�

L
���e�#��Ï
L [f + εh] − L [f ] = εL[h] ,

���������¬§��#���X�'�����d�0�T���v�X�»���d¢����v�����e�n�d�v�����
δL [f ]

δf
[h] = L [h] ⇔ δL [f ]

δf
= L

�h�d�����0�e�d�����¬���n��Ö�����¡)�v�e¢������e�¨���e�n�X¼ �Ø�¤�n§ Ö�����¡����d¢����¬���v�n�e���'��© ª¯���¨�e���a�¬��¼ �×�e�)�v���d�v�eÙ¡°�X�¬� £ ���n���<�n�e�<�d�e�����¬���h��Ö�����¡����d¢����¬�Í§¨���������X¼ ����§��n�����e�d���h�¬���X���e�n�v�­�­�n� �¤�h��©
�'�����°���

L £ �n�'�­������²g� ¶ �d�h�d�e�n� £ �h�d���Tª´�X�'���v�e���¤���d¢�� £ �����ñ���h�dÆ�� L [f ] ≡ Tg [f ] =
∫
g(x)f(x) dx £�v¢a�X���

δL [f ]

δf
[h] =

δTg [f ]

δf
[h] = Tg [h] =

∫
g(x)h(x) dx .

Öx±����v�[§³��� �¬�X�[!¤¡>���e���v²��v¢¤�¤��¡)�����¤� �¤�h§	Ö�����¡)�v�e¢����n��� �¬��§	�°��� �������%�����n�����������h§�Û�Æ
〈g, h〉 :=

∫
g(x)h(x) dx



� �@¯ ö��F��ö����´��þ9U��
�´õ ùxø-VW��ö´û�ú´�
�F��U��
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�7�
�n�e� £ �v¢�¡>������§����Ä�¬��¼ �<�v¼ ���v�h�d�g�n��Ï

δL [f ]

δf
=
δTg [f ]

δf
= Tg = g ,

¸��´© � ½
�[¢����h�ñ§³�¬�<���e�n�

Tg
§��#�

g
�X�¤�h�����#· ¶ �e�n�v� £ Û������e�e¼ �����d�Ë�g�n�Í���n��ª´�d� ��¼ÎÈsª´�X�'���v�e���¤���d¢���©

WYX[hHW�X-h=X[kJes�'�'�
L = δx0

���d�«ª´�d� ��¼ÎÈsª´�X�'���v�e���¤���d¢�� £ ��¢����d�d������¼ ��¸��´© � ½
δδx0 [f ]

δf
= δx0 ,

�­���­§����Ä�¬��¼ ���v¼ �����n�e�g�n��¡>�����Ä�¬�X�nÏ
δf(x0)

δf(x)
= δ(x− x0) .

¸��´© � ½

Ï�b��WbÖ� egp_ÃLÃ?pqhc�"pq§>pqx
¬ ~ M-M ~ �
� ~ G ~ K
GJKL� « �oK
!°�n�e�n�

h, f : R → R
¶ �[�h�ñ�v�h�n�e�[�h�����d���¯Ö�����¡)�v�e¢����n�<Ù�¢�� �n�e���h���T�¬���e�����d�h�

g ∈ C1(R)
�h�d��§³���Í�'���Î���d�³�¤�dÞg�h�v�h� ¶ �e�n�������

F [f ] =
∫
g (f(x)) dx

�h�d�<Ö�����¡����d¢����¬�
ª´�����<���e�#��Ï

1

ε
{F [f − εh] − F [f ]} =

1

ε

∫
{g (f(x) + εh(x)) − g (f(x))} dx

����������¼ �J¥T�)�'���X¼ ¡°�d���������h�W�%�)�v�h��� �¬���¤�h�J��§
ε = 0

Ï
1

ε
{F [f − εh] − F [f ]} =

1

ε

∫ {
g′ (f(x)) εh(x) + O(ε2)

}
dx .

�%§@ÌÍ�d§��h�
ε→ 0

���e�#�����e�v¢�Ï
lim
ε→0

1

ε
{F [f − εh] − F [f ]} =

∫
g′ (f(x)) h(x) dx .

�%���v���h���¬§¨�­���¬�g�n�<���d�y���e�v¢�Ï
δF [f ]

δf
[h] =

∫
g′ (f(x)) h(x) dx ,

� ¶ �0©�����¼ ��¸��´© � ½
δF [f ]

δf
= g′ (f) .¥������d�d�y�¬�X��¢�Ï

δ

δf

∫
g (f(x)) dx = g′ (f) .

¸��´© � ½



��þïî¤þ úTø5��ú
�´ÿq����ö�U�ùxú
� �
�F����úF����ú
���yú���ú�ûq� � �@Ò
¬ ~ M-M ~ �q� ~ G ~ K�KL��©"�"K
!°�h�d�h�

h, f : R → R
¶ �­�n�����n�h�d�­�n�v�v�e���¯Ö�����¡)���d¢����n�<Ù�¢��J�h�d���n���T�¬���X�¬���e�n��©

g ∈ C1(R)
�n�e��§³�¬�����v�Î���d� ���#Þ��n���n� ¶ �d�h�v���¬��©

F [f ] = δx0 [g(f)]
©

ª¯�¬�����X�'�
δF [f ]

δf
[h] =

δ (δx0 [g(f)])

δf
[h]

=
d

dε
{δx0 [g(f + εh)]}

∣∣
ε=0

=
d

dε

{∫
g(f(x) + εh(x))δ(x − x0) dx

} ∣∣
ε=0

=

∫
g′(f(x) + εh(x))h(x)δ(x − x0) dx

∣∣
ε=0

=

∫
g′(f(x))h(x)δ(x − x0) dx ,

���e�v¢�Ï
δF [f ]

δf
=
δ (δx0 [g(f)])

δf
= g′(f)δx0 .

�%���h�d���n�a�����¤�h�v�h���y¢¬� �»���d¢�� £ �¤�e� ���e���v¼ ��¢��Ø�d� ¸��´© � ½ËÙ��n���[�h���¤�Î�a���¬�g�n� £ �v�d�h�����¤�e��v�n�e���«Å¯�e�n�X¼ �°���������d�Ë� ¢��d���y�¬���hÏ
δg (f(x0))

δf(x)
=
∂g(f)

∂f

δf(x0)

δf(x)
= g′ (f(x)) δ(x− x0) .

Ï�bÖ�Wb�� ÑZp��0Ã?fi£�l$mon[vFf��o�>pqk�ÃRu¤kSÃ
∂x

` KLKLG ~$ªs~ IL�
!°�h�d�h�

F [f ]
�h�d�ÄÖ�����¡)�v�e¢������G©

K [f ] := F [f ′]
�n�e�����n���h� Ö�����¡)���d¢����¬� £ ����� ¶ ����Û»� ¶ �e�e¼ ���¤�e�JÇ����e�n�d�v�����

f ′ = ∂xf = ∂
∂x
f

�n�)�v��Û¬�d�h©
ª¯�¬�����g�n���h¼ �����n�����X¼ �<�¤�d�«Ö�����¡)�v�e¢����¬�X�¬���e�n�d�v����� Ù�¢��

K ¶ ��Ï
lim
ε→0

1

ε
{K [f + εh] −K [f ]} = lim

ε→0

1

ε
{F [f ′ + εh′] − F [f ′]}

=
δF [f ′]

δf ′ [h′]
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�´õ ùxø-VW��ö�û ö���û�ú�ønù��
�7�
������§��d�[�¤�n�[�¤�e���v���e���¤�v�eÙ��h� Çy���e�n�d�v�����¨�¬���y¸��´© ò ½ £ �¬�����n���¬���°�T�¬�¤�ñ�������d�e�����¬����Ö�����¡)È
�v�e¢������ δF [f ′]

δf ′ £ � ¢��d�������¬����Ï
δF [f ′]

δf ′ [h′] = −∂x
δF [f ′]

δf ′ [h] .

�%�������v��§«�­� ¢��e�¬�����e�v¢�Ï
δK [f ]

δf
=
δF [f ′]

δf
= −∂x

δF [f ′]

δf ′
¸��´© � ½

z9I�E-M �SI « �qM�IL�J�
�'�'�

F [f ]
�°��� ¶ ���vÛ¬� ¶ �d�X¼ �¦�e�d�����¬�¯�����×�'���Î���d� £ �����¯���n�eÆ¬�

F [f ]
�e���Ë�n�e��� ª´�X�'���v�e���¤���d¢�� £��¢����d�d�

F ′ [f ] = −F [f ′] £ ������§��d�¨¸G½[� ¢��e�¬��Ï
δF ′ [f ]

δf
= −δF [f ′]

δf
= ∂x

δF [f ′]

δf ′ ,

�¤�X�'���v�e���¤���dÙ��¯�����<Ö�����¡)���d¢����¬�X�¬���e�n�d�v������Ù��n�v��������¼ ���n���¬�X��¢�©
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